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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ, 


Аналитическая Геометурля разсматриваеть физуры посредствомъ вы- 
числеНя или алгебраическаго анализа. 


Декартз былъ первый, который вачалъ выражать Фигуры посредствомъ 
алгебраическихъ символовъ, —что, какъ мы увидимъ, даетъ обиий способъ 
для ршеня геометрическихъ вопросовъ. 


Сперва мы займемся плоскими Фигурами, или фигурами двухъ изм$- 
рен1й; потомъ Фигурами въ пространств$, или Фигурами трехъ измфренйй. 


ГЕОМЕТРЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


КНИГА ПЕРВАЯ, 


Шведеже. 


ГЛАВА Т. 
Координаты. 


Положене точки. на плоскости опредфляется двумя величинами, кото- 
рыя называются координатами точки. 

Системь координать можетъ быть весьма много; но мы объяснимъ 
только самыя простыя и наибодЪе употребительныя изъ нихъ. 


. Шрямолянойныя координаты. ь 


т. Начертимъ на плоскости двЪ прямыя лини или неизм5няемыя оси 


Х'’Х и У’У (фи. 1}; положеше какой-нибудь точки М на плоскости 
Брю в Бук. ГЕОМЕТРИЯ. 1 
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будетъ вполнф опредълено пересъчешемъ двухъ прямыхъ С/С Б’Н, 
раллельныхъ зтимъ осямъ. Положеше лини Н’Н опредъаяется ея раз- 
стоямемъ ОР оть оси У!У, отлсчитываемымъ на 
другой оси; но при зтомъ необходимо означить, въ 
какую сторону отъ У”У берется длина ОР; для 
этого условимея разстояме ОР брать со знакомъ 
-Е если оно, наприм$ръ, откладывается, по направае- 
ню ОХ, и со знакомъ —, если оно откладывается 
по. направленю ОХ’, т. е. по направленю противо- 
положному предъидущему. Точно также положение 
ливи (С! опредфляется ея разстояшемъ О() отъ оси Х”Х, отечитывае- 
мымъ на второй оси, и берется со знакомъ -- или —, смотря потому 
откладывается ли оно по направленю ОУ илн ОУ”. 

Эти дв$ величины ОР и ОО (взятыя съ приличными знаками), ко- 
торыя такимъ образомъ опредвляютъ положен!е двухъ параллельныхъ ли- 
ый, а слФдовательно, и точки М ихъ пересфченя, называются ирямо- 
линейными координатами точки. Обыкновенно ихъ означаютъ буквами 
хи у. Координата, которая обозначается черезъ х, называется абсциссою; 
координата у — ординатою. ДвЪ постоянныя прямыя Х’Х и У'У назы- 
ваются осями координатз; первая называется осью х-овъ, вторая осью 
у-овъ. Точка О, отъ которой отечитываются координаты по каждой оси въ 
ту или другую сторону, называется началом» координате. 

Если х и у будемъ лавать веЪ возможныя величины, положительныя или 
отрицательныя, или другими словами, если мы булемъ хи У измфнять 
оть — © до- сх, то получимъ веф точки плоскости; но при зтомъ каж- 
дая пара величинъ х и у опредфляетъ одну только точку. 

Замфтимъ, что обЪ координаты точки М суть проэкщи прямой ОМ на. 
оси ОХ и ОУ, проэкци, которыя на кажлую ось образуются параллельно 
другой оси. Прозкщя на ось х-овъ, какъ самая коордипата ж, есть длина ОР, 
взятая со знакомъ -- или —, смотря потому берется ли она по направае-` 
но ОХ или по противоположному направленю ОХ’; точно также про- 
экщя на оси у-овъ, какъ самая координата у, есть длина Об), взятая со зна- 
комъ -- или —, смотря потому берется ли по направлено ОУ или по 
противоположному направленю ОУ”. 
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Шрамолинейпыя прямоугольных коордиваты. 


Фиг. 2. 
2 Постоянныя оси обыкновенно проводятъ перпенди- 


кулярно другъ къ другу; въ этомъ случа$ обЪ координаты 
точки М (фи. 2) будутъ разстоян1я этой точки отъ двухъ —— = 
„осей; въ этомъ случаЪ он будутъ ореогональными про- х 
эвщями прямой ОМ на об оси 


Шоларныхя коордиваты. 


3. Пусть О будеть постоянная точка, называемая олюсомз; ОХ. — 
постоянная ось (физ. 3). Положеше точки М можно опредфлить ея раз- 
стоямемьъ ОМ — р отъ полюса, ко- 


ь Фиг. 3. Фит. 4. 
торое называется радёусомз векто- : 
ромё, и уломь ®, который обра- м 
зуетъ этотъ радгусъ векторъ съ осью. С 2% 
Точка М будетъ также вполн$ опре- $ ы 


 дБлена пересъчешемъ круга радуса 2, 

центръ котораго находитея въ полюеь, съ ипрямою ОГ, идущей отъ по- 
дюса и составляющей съ осью ОХ уголъ ® (фил. 4); но надобно только 
выбрать направлеше, въ которомъ отсчитывалея бы уголь ® отъ оси ОХ. 
ИзмБняя р отъ 0 до -- < и в отъ 0 до 2^, получимъ всё точки пло- 
скости. Дъйствительно, если ®. примемъ за постоянное, а р будемъ изи$- 
нять оть р до- ©, то получимъ веБ точки прямой ОГ.; если затёмъ 
будемъ измнять ® отъ 0 до Эл, то прямая ОТ, своимъ обращенемъ, обой- 
детъ всю плоскость, начиная отъ положешя ОХ. 


Биноляриыя коордиваты. 


4. Положене точки М можно также опредфлить разстоянзями ея ши ® 
отъ двухъ постоянныхъ точекъ Г и Е” (фи. 5), то есть пресвчешемъ 
двухъ круговъ, описанныхъ изъ точекъ Е и’ Е, 
какъ центровъ, радусами ми 5. Но система эта 
не такъ удобна, какъ дв$ предъидупия; такъ какъ не 
всякая пара величинъ % и возможна; надобно, р 
чтобы разстояше полюсовъ было менфе ихъ суммы 
и болБе ихъ разности; а вн$ этихъ условй является 
неопредфленность, потому что двф окружности пересфкаются въ двухъ 
тоякахъ. 


Фиг. 5. 


1$ 
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Положене точки М можно опредфлить также помощио угловъ МЕРЕ’ 
и МЕ’Е; означимъ эти углы, отсчитываемые въ опредфленномъ направлении, 


черезъ а и В; каждый изъ нихъ можетъ измфняться отъ 0 40 Эт; и каж- 
дой парф величинъ х и В соотвфтствуеть только одна точка плоскости. 


Фбщее нонятйе о системахъ координатъ. 


5. Число системъ координатъ безконечно. Положен!е точки на плоско- 
сти вообще опредфляетея пересьчешемъ лвухь лини, проведенныхъ въ 
этой плоскости. Пусть (физ. 6) А’, А", А!!.... будеть первый радъ 

а лиШй одного и того же рода, соотвфтетвую- 
щихъ различнымъ величинамъ 4%’, %!, 4!.... 
перембннаго #; пусть В’, В", В*”.... будетъ 
второй раядъ лишй одного рода, соотвфтствую- 
щихъ различнымъ величинамь 9’, 9", %/.... 
перемфннаго 42; какая-нибудь точка плоскости 
опредфляется двумя лин!ями, проходящими че- 
резъ эту точку, и частныя величины, даваемыя перемфннымъ # и %, 
‘чтобы получить эти дв лиши, называются координатами точки. Сово- 
купность этихъ двухъ рядовъ линШ составляетъ систему коорлинатъ. 

Въ первой разсмотр5нной нами системф каждый такой рядъ состоитъ 
изъ прямыхъ параллельныхъ линй; вотъ мочему эти координаты и назы- 
ваютея прямолинейными координатами. 

Въ полярной системв первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, которыя 
идутъ отъ ‘полюса О и опредфляются- перемвннымъ угломъ ©, образуе- 
мымъ ими съ осью ОХ (физ. 4); второй рядъ составляютъ концентрич- 
ные круги, описанные около полюса перемфннымъ радтусомъ р. 

Въ первой биполярной систем$, каждый изъ рядовъ состоитъ изъ кон- 
центричныхъ круговъ. Во второй каждый рядъ состоитъ изъ прямых, 
идущихъ отъ одной изъ постоянныхъ точекъ РЁ или Е’. 


Выражея!е плобкяхъ лин! посредствомъ уравнен!Я. 


6. Пусть АВ (фи. 7) будетъ какая-нибудь плоская линя; проведемъ 
въ плоскости двф оси ОХ и ОУ и означимъ черезъь х и у двЪ коорди- 
наты ОР и МР какой-нибудь точки М этой линш. Когда точка М дви- 
жется по лини, 0об$ координаты одновременно измфняются, такъ-что 
если за абсциссу возьмемъ произвольную величину ОР, то величина орди- 
наты МР, соотвфтетвующей этой абсциссъ, будетъ совершенно опредзлена, 
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и при измвнени абсциссы измъняется также ордината. Такимъ образомъ 
ордината МР есть Функшя абсциссы ОР; свойство этой хункци зависитъ 
отъ свойства линш. Когда лия опредфляется гео- 
метрически, тогда, разумфется, изъ геометрическаго 
опредфленя лиши можно вывести уравнеше между 
& и у, которое аналитически опредьлитъ Функцю у. 
Уравненше между хи У, найденное такимъ образомъ, 
называется уравнешемъ лини. 
7. Положимъ, наоборотъ, что дано уравнеше 


Е (1.9) =0 


съ двумя перемънными хи У; каждая пара дйствительвыхъ величинъ 
д и 9, которая удовлетворяетъ этому уравнентю, опредфляетъ точку пло- 
скости. Пусть 5 и 9. будутъ дъйствительныя величины х и, удовлетво- 
ряющия уравнению; если будемъ измзнять х непрерывно, начиная съ т, 
то олна изъ величинъ 5 будетъ также измфняться непрерывно, начиная 
отъ % и вообще она будетъ дЬйствительная, пока х будетъ заключаться 
между извъстными пред®лами; такимъ образомъ точка, координаты которой 
суть хи у. опишетъ въ плоскости непрерывную линшо. Итакъ совокуп- 
ность дъиствительныхх уъшешй уравнешя сз двфмя перемънными 
вообще представляется плоскою лищею. 

8. Все, что мы сказали о прямолинейныхъ координатахт, очевидно, 
имфетъ мЪсто во всякой другой систем$ координатъ. Въ полярной системз, 
когда точка М двигается по лини, радусъ векторъ р измЪняется вмЪсть 
СЪ Угломъ ®; это есть Функщя ОТЪ , а лишя выразится. уравнешемъ съ 
ДВУМЯ перем5нными ри®. 


Рис. Т. 


9. Сиособъ выражать Фигуры уравненшями составляетъ основаше ана- 
литической геометр!и; съ помощю его при изучени Фигуръ можно упо- 
треблять алгебраическое вычислеше. Аналитическая Геометр!я разсматри- 
ваетъ три главные вопроса: найти уравнене Фигуры, когда она пред- 
ставлена геометрически; построить фигуру, выражаемую даннымъ уравне- 
немъ, и наконецъ, найти соотношешя, которыя существуютъ между геоме- 
трическими свойствами Фигуръ и аналитическими свойствами уравнешй. 

Изъ примБровъ, которые мы ИЗЛОЖИМЪ ВЪ слБдующей главЪ%, увидимъ, 
какимъ образомъ лиши выражаются уравнен!ями. 
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ГЛАВА ЦП. 


Примфры. 


10. Вообще геометрическое опредБлеше кривой, которая опредвляется 
по каждой ея точкф, соотв$тствуетъ извфстной систем координат”; если 
возьмемъ извфстную систему, то уравневе кривой будеть. непобредствен- 
нымъ переводомъ ея геометрическаго опредьлешя. 


Жругъ. 


11. Круз есть зеометрическое мьсто точекь, находящихся на оди- 
наковомь разстоящи оть опредъленной, точки, называемой центром. 
Кругь чертятъ циркулемъ, помфщая одну его ножку въ центрЪ, а другою 
описываютъ окружность. 

Если центръ О возьмемъ за полюсъ и какую-нибудь прямую ОХ за 
полярную ось’ (физ. 8) и если черезъ т означимъ 
длину радуса, то уравнеше окружности въ поляр- 
выхъ координатахъ’ будетъ 


(02 = № 


; Потому что длина радуса вектора постояяно равна 
т, какая бы ни была величина угла ®. 
Найдемъ теперь ур. круга въ прямолинейныхъ 
координатахъ. Возьмемъ дв прямоугольный оси коор- 
динатъь ОХ и ОУ, проходяния черезъ центръ. Изъ прямоугольнаго треуголь- 
ника ОМР находимъ соотношене 


(2) ау = 
между координатами 2 и у точки М окружности: это есть ур. окружности 
относительно этой системы координатъ. 


Фиг. 8. 


Эллипетъ. 


12. Эллис есть такая кривая, в& которой сумма разстоянй 
каждой ея точки отз двух опредъленныхь точекь есть величина по- 
стоянная. Эти двф точки называются Фокусами эллипса. Эллипеъ можно 
легко построить по точкамъ. Пусть Е и Е’ (физ. 9) будутъ хокусы; отло- 
жимъ на лини Е’Е линю Е’К, равную постоянной суммВ разстоянй каж- 
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дой точки кривой отъ двухъ Фокусовъ. Изъ точки Е”, какъ центра, опи- 
шемъ различными радусами круги; пусть О будетъ точка, въ которой одинъ 
изъ круговъ пересЪкаетъ прямую Е”; потомъ 
изъ Фокуса Е, какъ центра, радгусомъ, равнымъ 
КО, опишемъ другой кругъ; этотъ кругъ пере- 
сфчетъ первый въ двухъ точкахъ М и М’, ко- 
торыя будутъ точками эллипса, потому что сумма 
разстояя МЕ’ и МЕ точки М отъ двухъ Фоку- 
совъ равна сумм$ двухъ рамусовъ Е’) и КО, 
т. е. данной лини Е”К. Подобное построеше 
продолжаемъ для каждаго круга, описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ центра; 
когда получимъ довольно большое число точекъ, то, соединивъ эти точки одною 
вепрерывною линею, мы получимъ искомый эллипсъ. Если чрезъ 2а озна- 
чимъ постоянную сумму, и чрезъ 2с разстояше ЕЕ” фокусовъ, то, чтобы 
получить эллипсъ, необходимо, чтобы Э& было боле с. Означимъ 
чрезъ а--х ббльшй радусъ; тогда меньний радусъ будетъ а—х; два круга 
пересвкутся тогда, когда разность радусовъ, За, будетъ менфе разетоян!я 
центровъ 2с. Такимъ образомъ больший радусъ долженъ быть менфе а-{-с, 
менышй болБе а—с. 

13. Графическое построенте, которое мы показали, употребляется при 
черчени на, бумаг5; но въ искусственныхъ работахъ, когда надо начер- 
тить эллипсъ на доскф, употребляютъ скорйций способъ. 

Въ двухъ Фокусахь Е и Е’ (фи. 10) прикрёпляется чареизволвной— 
длины нитка. Потомъ “натягиваютъ нить каранла- пе 
шемъ и, двигая его, описываютъ такимъ образомъ 
кривую, которая будетъ эллипсъ, потому что въ каж- х 
домъ положеши нитки сумма разстоянй МЕ и МЕ" 
равна постоянной длинф этой нитки. Изъ такого по- 
строешя видно, что эллипсъ есть также сомкнутая 
кривая, какъ и кругъ. 

14. Теперь изложимъ нзкоторыя наиболве простыя свойства эллипса. 

Осью кривой называется прямая лишя, которая раздфляеть кривую 
на дв симметричныя части, т. е. на двЪ тая части, которыя совершенно 
совпадутъ, когда, повернувъ одну около оси, наложимъ ее на другую. 

Очевидно, что прямая АА’ (фа. 11), проведенная черезъ два Фокуса, 
есть ось эллипса. Въ самомъ дЪлЬ, разсматривая двф точки М и М’, опре- 
двляемыя пересвчешемь двухъ круговъ, описанныхъ изъ Фокусовъ К и Е’, 
какъ центровъ, получимъ два равные треугольника КМЕ’ ЕМ’Е’, кото 


. Фиг. 9. 
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„рые совпадутъ, когда верхнюю часть Фигуры новернемъ около прямой АА’ 

и наложимъ на нижнюю часть; слБдовательно, точка М совпадетъ съ точ- 
кою М’; и такъ какъ это будеть для каждыхъ двухъ такихъ соотвЪтствен- 
ныхъ точекъ, то половина эллинса АМА! совер- 
шенно совнадетъ съ лругою половиною АМ’А’. 
Такимъ образомъ прямая АА’ есть ось эллипса. 
Вершинами называются точки А и А’, ВЪ ко- 
торыхъ ось пересъкасть кривую. При построен!и 
эллипса по точкамъ, мы откладывали на оси 
оть Фокуса Е’ линю Е’К, равную постоян- 
ной сумм5, и точка А, средина лини ЕК бу- 
деть точка эллипса; потому что если раэстояме АЕ эамфнимъ равнымъ 
ему раэстоянемъ АК, то увидимъ, что сумма раэстоянй АЕ’и АЕ этой 
точки отъ обоихъ Фхокусовъ равна постоянной сумм$ ЕК; такимъ образомъ 
точка А есть вершина эллипса. Точно также, если ва оси отъ другаго 
Фокуса Е отложимъ линю КК’ равную Е’К, и если возьмемъ средину 
лини Е’К’, то получимъ вторую вершину А’ эллипса. Разстояне 
АЕ = АЕ’, какъ половины равныхъ разстоянй ЕК и Е’К'; сяфдовательно, 
объ вершины А и А’ равно отстоять отъ двухъ Фокусовъ Ки Е’. 

Замфтимъ, чо лишя АА’ равна постоянной суммъ разстоянй 
каждой точки эллипса отз обоихё Ффокусовз; потому что, замфнивЪ 
А’Е' равною ей АЕ или АК, увидимъ, что АА’ равно Е’К. 

15. Въ эллипсв существуеть другая ось — перпенлдикуляръ ВВ’, воэ- 
становленный иэъ средины прямой ЕЁ’. Чтобы доказать это, опишемъ кругъ 
иэъ Фокуса Е’, какъ центра, рад1усомъ равнымь ЕМ, а иэъ Фокуса Е, 
‘радгусомъ равнымъ Е’”М опишемъ второй кругъ. Эти два. круга, перес$- 
каясь, дадутъ двЪ новыя точки № и № эллипса. Треугольники ЕМЕ’, 
Е’МР равны, потому что имфютъ три равныя стороны. Повернемъ часть 
ВАВ’ около ВВ’ и наложимъ на другую; тогда прямая ОЕ совпадетъ съ 
ОЕ’; и прямая ЕМ пойдеть по направленю Е”М; потому что уголъ, 
ОЕМ = ОЕ; а такъ какь ЕМ равно Р’М, то точка М совпадаетъ съ 
точкою №. Такимъ обраэомъ часть ВАВ’ совершенно совпадаетъ съ дру- 
гсю частю ВАГВ/; отсюда видно, что прямая В’В есть также ось эллипса. 

Вершины В и В’ опредфляются пересъченемъ двухъ равныхъ крутовъ, 
описанныхъ иэъ Фокусовъ, какъ центровъ, ралусомь ОА, равнымъ поло- 
вин$ АА’; потому что оба разстоямя ВЕ ВЕ’ равны между собою; каж- 
дое же иэъ нихъ равно половинз постоянной суммы, а слфдовательно, 
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половинё АА’. Лишя ВВ’ менъе АА’ потому что прямая ВВ’ мене 
ломаной лини ВЕ -- ЕВ’, которая равна АА’. 

06$ оси раздфляютъ эллипеъ на четыре равныя части. 

16. Центром кривой называется такая точка, отъ которой ВСВ точки 
кривой находятся попарно на одной прямой, проходящей черезъ центръ, 
на равномъ разстояни по ту и ио другую сторону ея.. 

Точка О, пересъчене двухъ осей или средина разстояшя ЕЁ’ между 
Фокусами, есть центръ эллинса. Дъйствительно, пусть М будетъ какая-ни- 
будь точка эллипса; соединимь М и О ирямою и продолжимъ ее на ве- 
личину ОМ’, равную ОМ. Такъ какъ въ четыреугольникё ЕМЕ”М’ длаго- 
нали ЕЕ’, ММ’ пересвкаются пополамъ, то этотъ четыреугольникъ есть 
параллелограммъ, и слфдовательно, въ немъ противоположныя стороны равны. 
Такъ какъ сумма разстоянй М/Е -{- МЕ’ точки №’ оть обоихъ Фокусовъ 
равна сумм5 МЕ’-- МЕ, то точка № принадлежитъ также эллипсу. Та- 
кимъ образомъ об точки М и № эллипса находятся на одной прямой 
ММ’, проходящей черезъ точку О, и лежатъ на равномъ отъ нея раз- 
стояни. То же самое будеть для каждой пары точекъ; слъдовательно, 
точка О есть центръ эллипса. 

17. Видъ и размфры эллипса зависятъ отъ разстояшя ЕЕ” хокусовъ 
и постоянной суммы АА’. Мы видфли какимъ образомъ опредфляется от- 
сюда величина ВВ’. Можно также наоборотъ опредфлить эллипсъ по двумъ 
величинамь АА’ и ВВ’, которыя называются его осями. Сначала опре- 
двлимъ Фокусы (фил. 12); для этого изь конца 
В малой оси, какъ центра, радусомъ, равнымъ 
большой полуоси ОА, описываемъ окружность, 
которая пересБчетъ болыпую ось въ двухъ точкахъ 
Е’и Е. Эллипеъ, Фокусы котораго суть Ки Е’ а 
большая ось есть АА’, малою осью долженъ имЪть 
прямую ВВ’. Опрелъливъ Фокусы, построимъ эллипсъ 


по точкамъ, или начертимъ его непрерывнымъ движен!емъ, какъ это было 
показано. 


Фиг. 12. 


, 


18. Эксценирицитетом» называется отношене разстояшя ЕЕ” о- 
кусовъ кь болыпой оси АА/. 

Эллипсъ есть кривая сомкнутая, боле иди менфе растянутая; видъ 
его зависитъ отъ эксцентрицитета. Если эксцентрицитетъ равенъ нулю, 
то оба Фокуса совпадуть съ центромъ; тогда разстояше какой-нибудь 
точки эллипса оть центра будетъ величина постоянная, и эллипсъ обра- 
тится въ окружность круга. Если эксцентрицитеть будетъ очень малъ, то 
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оба Фокуса будутъ очень близки кь центру; тогда обф оси будутъ мало 
отличаться другъ отъ друга, и эллиисъ будеть округлый и будетъ мало 
отличаться отъ круга. По мЪрЪ того какъ эксцентрицитетъ будетъ увели- 
чиваться, предполагая болыную ось постоянною, Фокусы будутъ удаляться 
оть центра, малая ось будетъ уменынаться, и эллипеъ будетъ все болве 
и боле получать сплюснутый видъ. 

19. Найдемъ теперь уравнене эллипса. Система координатъ, опредз- 
ляемая самимъ объяснешемъ эллипса, будетъ первая биполярная ‘система. 
Если положен е каждой точки плоскости опредзлимъ по ихъ разстоянямъ 
отъ двухъ опредленныхъ точекъ Е и Г”, то уравнеше эллипса будетъ 


(1) и о=2а. 


Взявъ вторую биполярную систему, эалипсъ выразится также очень 
простымъ уравненемъ. Означивъ черезъ хи В два угла координатъ и 
черезъь Эр периметръ 2а -{- Эс треугольника МЕЕ”, получимъ 


а _\/(Ф-2@Ф-\), Ф-20@—5; 
АЕ: — у РФ — =) 16 5 =У®м рфФ— и) 


откуда 


р _ а—е 


р асе" 


(2) Чалб Чар 5 = 

Фиг. 13. 
Найдемъ, наконецъ, ур. эллипса въ прямо- 
линейныхъ координатахъ. Возьмемъ оси кривой 


Им за оси коорлинатъ (физ. 13); такъ какъ РЕ’ 


и РЕ, равны с—х и с--х, то изъ прямо- 
угольныхъ треугольниковь ЕКМР и Е'МР на- 
ХодИМЪ 


и— Уз? -[ (с— =}, о= У -- (с =. 
Внеся эти величины въ ур. (1), получимъ 
(3) УЕ Ул Ре - 2) = 24. 


Чтобы уничтожить здбсь корень, перенесемъ первый корень во вто- 
рую часть и об5 части уравнен!я возвысимъ въ квадратъ; тогда получимъ 


ео = УС 2) МУ с—5 
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или, сдЪлавъ приведене, 
аИу- (с — <) = а? — ст. 
Возвысивъ снова въ квадратъ, найдемъ 
(4) а?у? - (а* — с*) я — а? (а* — с’). 


Но ур. (4) тожественно съ ур. (3); оно тожественно съ четырьмя урав- 
ненями ь 


и о = а, и =2а, — и и=2а, —и—®=28а, 


котерыя получимъ, когда въ ур. (3) перемвнимъ знаки у радикаловъ. Уравне- 
н1е—и— —2а не имъетъ дъйствительныхъ рёшений. Уравнен1я /—®и—2а, 
—и--ь—2а, полагая 2а_>> 26, также не имфютъ лёйствительныхъ р$- 
шенй; потому что величины % и ® означаютъ разстояшя точекъ Ги Е 
отъ точки, имфющей координатами х и у, а разность разстоянйй не мо- 
жетъ равняться велизин$ 2а, которая больше разстоямя Эс или ЕЕ’. 
Такимъ образомъ, ограничиваясь двйствительными рёшенями, можно сказать, 
что ур. (4) тожественно съ ур. (3). Такъ какъ постоянная сумма За 60- 
лфе разстояшя Фокусовъ 2с, то можно положить а? — с? —=6?, и тогда 
ур. эллипса представится въ видф а?у -- 6х" — а?6°, 


2 ® 
РИ (5) я + % = 1. 


Гилербола. 


20. Гипербола есть такая кривая, в5 которой разность разстоя- 
и каждой ея точки отз двухь опредъленныхь точек есть величина 
постоянная. Эти дв$ опредЪленныя точки называются фокусами гиперболы. 

Гиперболу можно легко построить по 
точкамъ. На прямой Е”Х (фил. 14) отложимъ 
линю Е’К, равную постоянной разности. 
Изъ Фокуса Р’ какъ центра, разными рад!у- 
сами опишемъ круги. Пусть О будетъ точка, 
въ которой одинъ изъ такихъ круговъ пере- 
сфкаетъ прямую Е’Е;изъ Фокуса К, какъ цен- 
тра, радгусомъ,равнымъ КО, опишемъ другой 
кругъ. Этотъ пересфчетъ первый въ двухъ 
точкахъ М и М’, которыя будутъ точками 
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гиперболы, потому что разность разстоямй МЕ’и МЕ точки М отъ 
двухъ Фокусовъ равна разности двухъ радусовъ Е”) и КО, т. е. 
данной длинё Е”К. Повторимъ то же самое построеше для каждаго круга. 
описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ центра; когда получимъ большое число 
подобныхъ точекъ, то соединивъ всф эти точки непрерывною лишею, по- 
лучимъ дугу гиперболы МАМ’. 

Гипербола состоитъ изъ двухъ неопредфленныхъ взтвей МАМ”, МА’№’; 
дая первой разстояше МЕ менфе МЕ’, для второй, наоборотъ, разсетоя- 
ве МЕ болфе МЕ’. Вторую вътвь получимъ точно такъ же, какъ и первую, 
откладывая на прямой ЕЕ’ линю ЕК’, равную постоянной разности, и 
описывая изъ Фокуса Е, какъ центра, кругъ произвольнымъ радусомъ 
ЕО’, а изъ Фокуса Е’, какъ центра, радусомъ, равнымъ Е”О», другой кругъ. 

Если чрезъ 24 назовемъ постоянную разность и черезъ с разстоя- 
не КЕ’ Фокусовъ, то, чтобы получить кривую, необходимо, чтобы За 
было менфе 2с. Означимъ черезъь «-- а больший радусъ; тогда мёньшй 
будетъ х — а; круги пересфкутся тогда, когда сумма 2х радусовъ будетъ 
больше 2с. Такимъ образомъ бблышй рамусъ долженъ быть болфе са 
мёнышй долженъ быть болфе с — а. 

21. Гиперболу можно начертить также непрерывным движешемъ. 
Позожимъ, что линейка обращается около Фокуса Е’, и что одинъ конецъ 
нитки прикрвпленъ въ Фокус Е, а другой къ концу С линейки (фил. 15). 
Если обращая линейку, мы будемъ въ то же время двигать карандашъ 
по линейкЪ, натягивая постоянно имъ нить, то 
онъ опищетъ дугу гиперболы. ДъЪйствительно, 
пусть Е’@” будетъ какое-нибудь положеше ли- 
нейки; тогда карандашъ передвинется отъ С" 
къ М, и нить приметъ положеше С’МЕ. Такъ 
какъ разность разстоянй МЕ’и МЕ не изм$- 
нится, если мы увеличимъ ихъ на одну и ту 
же величину СМ; то, сл довательно, она равна 
постоянной разности между длиною линейки 
С’Е’ или СЕ’ и длиною нитки С’МЕ или СЕ. Вторую взтвь мы по- 
лучимъ, поворачивая линейку около Фокуса Г. 

22. Прямая ЕЕ” есть ось кривой; каждую вётвь она раздфляетъ на 
дв симметричныя части, потому что двЪ точки Ми М’ или Ми № 
(Фиг. 14), которыя опредфляются пересёчешемъ двухъ круговъ, описан- 
ныхъ изъ Фокусовъ, какъ центровъ, расположены симметрично относи- 
тельно этой прямой. Точки А и А’, въ которыхъ ось пересфкаетъ кри- 
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вую, называются вершинами гиперболы. Чтобы найти вершины А и А’, 
надобно взять средины линй ЕК и ЕК’. Длина оси АА’ равна посто- 
янной разности разстоянзй каждой точки гиперболы отъ обоихъ Фокусовъ, по- 
тому что если А’Е” замнимъ равною ей АК, то увидимъ, что Е’К равно АА”. 

Гипербола имъетъ также другую ось, которая есть перпендикуляръ ВВ’, 
возставленный изъ средины прямой АА!. Чтобы доказать это, стоитъ только 
къ двумъ вртвямъ гиперболы приложить всф т сужденя, которыя мы 
сдБлази относительно эллипса ($ 15). Но вторая ось не пересъкаетъ кри- 
вую; поэтому, первую называютъ поперечною; очевидно также, что точка О, 
средина разстояня КЕ’ фокусовъ, есть центръ кривой. 

23. Если возьмемъ первую биполярную систему и означимъ черезъ 
ии разстоян!я какой-нибудь точки кривой отъ двухъ Фокусовъ Е и Г’, 
то обЪ ветви кривой выразятся соотвЪтственно уравнен!ями. : 


(1) о—и=-2а. 


Если принять вторую биполярную систему, то уравнен!я вътвей будутъ 


© 2 
1апе 5 И ап 5 лил 
В с—а в — сфа 
{ато 5 тапо 2 


Въ прямоугольныхь же координатахъ, если за оси координатъ возь- 
мемъ обф оси кривой, уравнеше гиперболы будетъ 


ИИ. 
Сдлавъ тБ же преобразовашя, какъ въ & 19, получимъ ур. въ цфломъ 
ВИДЪ 22? | (4 — с) 1? = а*(а? — с), которое мы получили для элдипса. 
Это уравнеше, какъ мы замфтили, тождественно съ четырьмя различ- 


ными уравненями о — % — = 2а, и = = 2а, но въ дЬйствитель- 
ности, такъ какъ 2а менфе 2с, два посафдня ур. не имвютъ дЪйстви- 


тельныхъ рьшенй. Если положимъ с* — а* = 62, то ур. гиперболы при- 
метъ видъ 
Е у 
(2) а = я = 


Замфтимъ, что, принимая прямолинейную систему координатъ, обЪ вЪтви 
гиперболы выражаются однимъ ур. (2), между тЪмъ- какъ, принимая нер- 
вую биполярную систему, одна изъ вфтвей выражается уравнешемъ 
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 —и=2а, другая ур. и — ® = 2а. Надобно также, чтобы и во второй 
биполярной систем$ были два различныя уравнения. - 


Шарабола. 


24. Парабола есть такая кривая, каждая точка которой равно 
отетоитз отз точки, называемой фокусомъ, и отз прямой, называе- 
мой директрисою. 

Параболу можно легко построить по точкамъ. Пусть Р, будетъ Фо- 
кусъ, ОО’ директриса (физ. 16); проведемъ черезъ Фокусъ прямую ВО 
пернендикулярную къ директрисв; точка А, средина 
КР, есть первая точка параболы. Проведемъ рядъ 
линй, параллельныхъ директрисЪ, на разстояняхъ, ко- 
торыя были бы бол6ше АП). Пусть Р будетъ точка, 
вЪ которой одна изъ такихъ линй пересБкаетъ пря- 
мую ОВ; изъ Фокуса Е радусомъ, равнымъ ОР, опи- 
шемъ кругъ, который пересъчетъь эту параллельную 
линтю въ двухт точкахъ М и М’; зти точки будутъ 
точками параболы, потому что перпендикуляръ МЕ’, 
опущенный изъ точки М на директрису, равенъ ОР, 
и, слфдовательно, рамусу МЁ; итакъ точка М, равно удаленная 
отъ Фокуса и оть директрисы, есть точка параболы. СдБлавъ по- 
лобное же построен!е для каждой параллельной лини, поаучимъ рядъ 
точекъ, ‘и потомъ соединимъ ихъ олною ненрерывною линею. 

Прямая ОВ, проведенная черезъ Фокусъ перпендикулярно къ дирек- 
трисв, есть ось параболы. Дфйствительно хорда ММ’, по построеню, 
перпендикулярна къ ОВ и въ точкБ Р она длится иополамъ. СлБдовательно, 
если верхнюю часть параболы, повёрнувъ около прямой ОВ, наложимъ на 
другую, то прямая РМ совпадетъ съ РМ’, а точка М съ М’. Такъ какъ 
это будетъ справедливо для каждыхъ двухъ точекъ, то очевидно, что верх- 
няя часть совершенно совиздеть съ нижнею; слёдовательно, прямая ОВ 
есть ось параболы. Точка А, средина ЕТ, есть ‚вершина параболы. 

Парабола не представляется сомкнутою кривою, какъ эллинсъ; она, на- 
противъ, состоитъ изъ двухъ вътвей, которыя простираются неопредз- 
ленно. Размфры параболы зависятъ оть разстояшя Фокуса отъ директрисы, 
которое называется хараметромь параболы. Когда зто разстояне очень 
мало, тогда объ вЪтви параболы будутъ очень близки другъ къ другу; 
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когда же параметръ будетъ увеличиваться, объ вЪтви будутъ расходиться, 
и парабола будетъ дФлаться болБе и болБе отверстою. 

25. Параболу можно также начертить непрерывнымъ движенемъ. При- 
ложимъ линейку къ директрисв ОО’ (фи. 11); къ линейкБ приложимъ 
треугольникъ СНК; къ вершинЪ его С прикрёпимъ 
однимъ концемъ нить, равную сторонф СН треугольника, 
другой же конецъ прикр$ёнимъ въ ФокусЪ; натянувъ нить 
карандашемъ и двигая треугольникъ вдоль линейки, а 
карандашъ въ то же время вдоль треугольника, мы опи- 
шемъ дугу параболы. Въ самомъ дЪав пусть М будетъ | 
точка, въ которой будетъ находиться карандашъ, когда 
треугольникъ занимаетъ положеше СНК; такъ какъ длина 
нитки или ломаная лимя СМ -- МЕ равна сторонё @Н 
треугольника, то разстояне МЕ равно МН, а слвдова- 
тельно, точка М принадлежитъ парабол$. 

26. Опредьленме параболы указываетъ намъ на такую систему коор- 
динатъ, о когорой мы еше не говорили. Какую- 
нибудь точку М плоскости можно опредфлить по- 
мою ея разстоянй МЕ и МЕ отъ Фокуса Ги ь 
отъ директрисы ОО’ (фи. 18). Точка М опредв- = 
ляется пересъчешемъ круга, описаннаго изъ Фокуса, 
какъ центра, съ прямою, параллельною директрисЪ. 
Если черезъ и и г назовемъ координаты точки М, в 
то ур. нараболы относительно этой системы будетъ | 


Фиг. 11. 


Фиг. 18. 


ч|------- МЕ 


уе: 


Возьмемъ теперь вершину А параболы за начало прямолинейныхв 
координать, ось АХ параболы за ось 4-овъ, а перпендикуляръ ДУ за 
ось у-овъ. Означивъ черезъ р разстоямя ЕО Фокуса отъ директрисы, 
полузчимъ 


== АР + АО = 2-8, и = М у+ #2)", 
и ур. параболы, будеть 
МИНЫ р 
Ми (2—3) == 


ИДИ 


(2) у’ -= 2х. 
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27. Прежде, нежели пойдемъ далфе, опредфлимъ поняте о касатель- 
ной, проведенной къ какой нибудь кривой. Въ элементарной геометрии 
касательною къ кругу обыкновенно называется безконечная прямая, кото- 
рая` съ окружностью имфетъ только одну 
общую точку; но такое опредълене не 
составляетъ общаго понятёя о касательной; 
поэтому касательную надо опредфлить иначе. 
Пусть М будетъ данная точка кривой 
(фиш. 19); черезъ эту точку и точку М’, близкую къ ней, проведемъ 
неопредЪленную прямую. Представимъ себф теперь, что точка М’ неопре- 
двленно приближается къ точкф М; тогда прямая ММ’ будетъ при- 
ближаться къ предфльному положеню МТ. Эта прямая МТ и назы- 
вается касательною къ кривой въ точк$ М. 

Изъ этого опредфленя видно, что касательная къ 
кругу въ точкё М перпендикулярна къ радлусу ОМ; 
с т Потому что въ равнобедренномъ треугольникь МОМ’ 

(физ. 19°) уголь ОММ’ равенъ прямому углу безъ 
половины центральнаго угла МОМ’; слъдовательно, 
когда точка М’ неопредФленно приближается къ точкЪ 

а. М, уголь при центрБ приближается къ нулю, а 
г. уголь ОММ’ обращается въ прямой. 


Фиг. 19. 


Фиг. 19°. 


Щиссовда Дюокадеса. 


28. Даны кругъ, маметрь АВ и касательная 
ВС къ концу этого даметра (физ. 20). Если изъ 
точки А проведемъ сЪкущую АЕ и на ней отложимъ 
отъ точки А лишю АМ, равную отрфзку ПЕ сзку- 
щей, заключающемуся между кругомъ и касатель- 
ною, то геометрическое м$сто точки М будетъ кри- 
вая, которая называется 4иссоидою. 

‹ Если сфкущую АЕ мы будемъ поворачивать 
около точки А по направленю оть АХ къ пер- 
пендикуляру АУ, то отрзокъ ОЕ, а слфдовательно, 
и АМ будутъ неопредфленно увеличиваться; точка же 
М опишетъ вътвь безконечной кривой АММ’. Если 
же мы будемъ обращать съкущую въ другую сто- 
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рону оть АХ, тогда, очевидно, получимъ вторую вътвь, равную 
первой. | 

Прямая АЗ есть ось кривой, потому что объ вЪфтви расположены сим- 
метрично относительно этой ирямой. 

Касательная, проведенная къ двумъ вътвямъ въ точкф А, совпадаетъ 
съ осью. Дъйствительно, если сЪкущая АМ будетъ вращаться около 
точки А такимъ образомъ, чтобы хорда АМ или ОЕ обратилась въ нуль, 
то она будетъ приближаться къ предфльному положен АЗ; слфдовательно, 
АВ есть касательная въ точкф А. Точка А называется точкою возврата. 

Очевидно также, что двЪ вЪтви кривой неопрелфленно приближаются къ 
прямой СС’. Дъйствительно, разсмотримъ сфкущую въ положени АЕ’. 
Вычитая изъ нея поперемённо двф равныя лини АМ’ и Ш/Е’, полу- 
чимъ М/’Е’ = АГ’. Такъ какъ хорда АО’ при обращени съкущей все 
боле и боле уменьшается и приближается къ нулю, то и лишя М’Е’ 
будетъ также уменьшаться и приближаться къ нулю, а слБдоват., и пер- 
пендикулярь М’Н. Эта прямая СС’, къ которой неопредзленно прибли- 
жается кривая, называется асимттютою. 

Циссоида была найдена греческимъ геометромь Дюклесомъ, для рёше- 
ня задачи о построеши двухъ среднихъ пропоршональныхъ между двумя 
данными лин!ями. 

2$. Нэйдемъ теперь ур. циссоиды въ полярныхъ Фиг. 21. 
координатахъ. Возьмемъ точку А за нолюсъ, а пря- 
мую АВ за полярную ось. Означимъ черезъь а 
дламетръ даннаго круга, черезъ р и ® координаты 
какой-нибудь точки М кривой (физ. 21). Изъ ирямо- 
угольныхъ треугольниковь АВЕ, АВО подучимъ 


АЕ ——%. ь АО = а ©08 5; 
с08 ® 


: р 
откуда р› = РЕ = АЕ — АР = В ее 
08 © 608 © 


Такимъ образомъ цисеоида въ полярныхъ координатахъ выражается урав- 
невемъ 


а 311? © 
® Е сов ° 
Теперь найдемъ ея ур. въ прямолинейныхъ координатахъ. Точку А 
возьмемъ за начало координатъ, прямую АВ за ось х-овъ, а перпендику- 
ляръ за ось у-овъ. Изъ прямоугольнаго треугольника МАР мы имфемъ 
Брыюо п БукЕ. Геометрия. : 2 
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Х = реб, у=рзШь, = |; 
ея . 
если въ ур. (1) ©08 ® замънимъ черезъ-,, Ш ® через 1, то позучимъ 


211 = ау*; потомъ р* ззмбнимъ черезъ 2* -- у?; тогда мы получимъ ур. 
циссоиды въ прямолинейныхъ координатахъ: 


(2) чу а—2)-—ж=0. 


30. Построимъ теперь циссоиду, видъ который мы уже нашаи геомет- 


рическимъ путемъ, по ея уравненю, выраженному въ прямолинейныхъ 
координатахъ. 


Рьшивъ это ур. относительно у, получимъ 


Такъ какъ ордината имзетъ дЪйствительныя величины только при ТВхЪ 
величинахъ абсциссы, - которыя заключаются между 0 и а, то, слЬд., вся 
кривая расположена между осью у-овъ и лишею СС’, паралаельною‘зтой 
оси и проведенною отъ нея на разстояни а (физ. 20). Когда х возра- 
Стаетъ оть 0 до а, числовая величина у увеличивается отъ 0 до ©; 
отсюда видимъ, что вътвь кривой, проходя черезъ начало А, простирается 
въ безконечность. При зтомъ измнени 5, разстояне М’Н = а — т точки 
кривой отъ прямой ВС будетъ приближаться къ нулю; изъ чего`мы за- 
ключаемъ, что пряман ВС есть асимптота кривой. Такъ какъ каждой вели- 
чин д соотвЪтствуютъ дв$ величины у, равныя и съ обратными знаками, 


то кривая соетоитъ изъ двухъ вЪтвей, распозоженныхъ симметрично отно- 
сительно оси АХ. 


Строфонда. ` 


31. Данъ въ плоскости прямой уголъ УОХ (фил. 22) и опрелфленная 
точка А на одной изъ его сторонъ; черезъ эту точку проводимъ какую- 
нибудь прямую АО, которая пересъчетъ сторону ОУ въ точку О, и на ` 
зтой прямой въ обЪ стороны отЪъ точки О отложимь лини ОМ и ОМ, 
равныя ОП; геометрическое мзсто точекъ Ми Ми будеть строфоида. 

Когда прямая АШ находится въ положени АО, тогда 066 точки М 
и № сливаются съ О. Если отсюда зта прямая будеть поворачиваться 
такъ, что точка О будетъ подниматься по ОУ, то ОШ будеть увеличи- 
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ваться, и при этомъ, очевидно, точка М опишетъ вфтвь безконечной 
кривой ОМ. 

Что же касается точки М, то она при такомъ обращени лини А) 
‘будетъ болфе и боле приближаться къ точкф А. Дъйствительно, точки 
М и М мы получимъ, описавъ кругъ изъ точки 
Г, какъ центра, радйусомъ равнымъ ОО; когда 
точка О будетъ безконечно подниматься, тогда 
дуга круга ОМ будетъ сливаться съ прямой 
ОА, а точка М совиадетъ съ А. По другой 
сторонё оси ОХ, очевидно, будетъ симме- 
тричная часть. 

Точка О, черезъ которую проходятъ: обБ 
вътви кривой, называется кратною точкою. 
Касательныя, проведенныя въ этой точкЪ къ 
двумъ вътвямъ кривой, сливаются съ биссек- 
трисами прямыхъ угловьъ УОХ, УОХ’. Двй- 
ствительно, уголь ОРЕ, какъ внёшийй уголъ рав- 
нобедреннаго треугольника ДОМ, равенъ суммв двухъ внутреннихъ угловъ, 
ему несмежныхъ, то есть равенъ двойному углу ООМ; точно также уголъ 
ОЛА равенъ двойному углу ООМ. Поэтому ‚, когда прямую АХ будемъ при- 
ближать къ АО, тупой уголь ООЕ будетъ уменьшаться и приближаться къ 
прямому углу, половина угла УОМ будетъ также уменынаться и прибли- 


Фиг. 22. 


л : 
жаться къ д; острый же уголъ ОРА будеть увеличиваться и прибли- 


жаться къ прямому углу; половина угла УОМ будетъ увеличиваться и при- 
л 
4 
взаимно перпендикулярны. Кром того видно, что дуга ОМА расположена 
внизу своей касательной, между т5мъ какъ дуга ОМ вверху. 

Касательная въ вершинё А перпендикулярна къ оси ОХ, потому 
что, когла точка 0) неопредфленно подвимзется, хорда АМ становится пер- 
пендикулярною къ ОХ. 

На продолжени АО возьмемъ ОС — ОА и изъ точки С возставимъ 
перпендикузяръ Н’Н; эта прямая будетъ асимптотою двухъ безконечныхъ 
вфтвей кривой; потому что разстояме МЕ, равное АМ, приближается 
къ ную. 

32. Найдемъь уравнеше этой кривой въ полярныхъ координатахъ. 
Возьмемъ точку О за полюсъ, а прямую ОА за полярную ось; тогда 
координаты точви М будутъ: 2 = ОМ, о = МОА. Въ равнобедренномъ 

2* 


ближаться также къ --. Сверхъ того замвтимъ, что прямыя ОМ и ОМ 
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треугольникь РОМ каждый изъ угловъ РОМ, ОМО равенъ 5 — ®, а 
уголь ООМ равенъ 2 ®; уголъ ОАМ, какъ дополнительный предъидущаго, 
равенъ 5 — о. Если чрезь а оэначимъ линтюо ОА, то изъ треуголь- 


ника ОМА получимъ 


. Эт (= —2 о) 
о авы? о" 
Ш (: — О) 
откуда 
(1) __ @ 608 Зо 
`` 608% 


Координаты точки М удовлетворяютъ этому же ураянентю. 

Найдемъ теперь ур. этой же кривой въ прямолинейныхъ координатахъ, 
взявъ за оси деф прямыя ОХ и ОУ. Если въ предъидущемъ уравнени, 
предсгавленномъ въ вид р 008 ® — а (608 ® — в? =), сво и зто 


ея 
замвнимъ ихъ величинами си > то получимъ 49? ==а (1? — у?); внеся 
2” -- у° вмЪсто р?, получимъ ур. третьей степени. 
(2) + (2 у") —а (2? — у) =0. 


33. Построимъ теперь строфоиду по ея уравненю, выраженному въ 
прямолинейныхт координатахъ. Рьшивъ ур. (2) относительно у, получимъ 


Ордината у будетъ дьйствительною величиною тогда, когда подкорен- 
ная величина. будетъ положительна. Поэтому если х-у будемъ давать 
везичины положительныя, то дробь будетъь положительная, когда чисаи- 
тель будеть положительный; а дяя этого х долженъ быть менфе а. Если 
д-у будемъ давать отрицательныя величины, то дробь будетъ положительною, 
когда знаменатель будетъь положительный; а для этого необходимо, чтобы 
абсолютная величина 2 была меньше ‘а. Такимъ образомъ абсцисса можеть 
измняться только отъ—@ до-а; саЪдоват., если въ обф стороны отъ на- 
чала координатъ по оси х-овъ отложимъ лини ОА и ОС, равныя а, и 
если черезъ точки Си А проведемъ лини Н’Н, КК’, паразлельныя оси 
/-овЪъ, то вся кривая будетъ заключаться между этими двумя параллель- 
ными; о вид же кривой можно судить по измвнешю Фупкци. 
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Когда 1 измЪняется отъ О до а, у получаетъ конечныя величины; при. 
х =0, а также при х —= а, у обращается въ нуль; это показываетъ; что 
вЪтвь ОМА кривой проходитъ черезъ точку О и примыкаетъ въ точкв 
А. Когда х измфняется отъ 0 до—а, то ордината у будетъ отрицательная 
и изменяется отъ 0 40—00; это показываетъ, что другая вЪтвь ОМ’ идетъ 
отъ начала въ безконечность, приближаясь болве и болБе къ прямой НН!, 
которая есть ея асимптота; эта вЪтвь составляетъ продолжеше вЪтви АОМ. 


Перемзнивъ знакъ радикала, получимъ вътвь АМ'ОМ, симметричную 
первой относительно оси 5-овъ. 


Шаскалева улитка. 


34. Черезъ точку А, взятую на круг, проводимъ какую-нибудь 
съкущую АБ и на ней по обь стороны точки 0, въ которой она пере- 
съкаетъ кругъ, откладываемь лини ОМ и ОМ постоянной величины; 
геометрическое мФето точекь М и М будетъ кривая, которая называется 
улиткой Паскаля. 

Чтобы получить всю кривую, положимъ, что райусъ векторъ сперва 
совпадаетъ съ даметромъ АВ круга, а потомъ поворачивается въ ту или 
другую сторону на прямой уголь. Мы получимъь также цлую кривую, 
когда радусъ векторъ совершить полный о“оротъ, и когда по его направ-. 
леню отъ точки, въ которой онъ или его продолжене пересъкаетъ кругъ, 
будемъ откладывать постоянную длину. Кривая будетъ имБть три различ- 
ные вида, смотря потому, будетъ ли постоянная двина а больше, равна 
изи меныше даметра 6 круга, 

1) Разсмотримъ прежде тотъ случай, 
когда @ болфе 6. Когда радлусъ совпадаетъ 
съ АВ, тогла отъ точки В на этомъ ра- 
длусв надо откладывать линю ВС, равную 
а; и мы получимъ точку С кривой (фиг. 
23). Когда радтусъ повернется около точки 
А и придетъь въ положене АО, мы по- 
лучимъ точку М. Когда же онъ повер- 
нется на прямой уголъ, точка О придетъ 
въ А, точка М въ М’. Придя въ поло- 
жеше АО’, радусъ своимъ продолжешемъ 
пересвчетъ кругъ въ О;; отъ этой точки 


Фит. 23. 
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О, надо въ прежнемъ же направлеше АО’ отложить линю О,М,, равную а. 
Когла радтусъ повернется на два прамые угла, т. е. придетъ въ 
положенше АХ’, точка 0, придеть въ В, а точка М, въ Н; такимъ обра- 
зомъ получимъ дугу М’М,Н, которая составаяетъ продолжеше первой и 
которая также находится вн круга. Переходя изъ положеня АХ’ и 
повернувшись еще на два прямые угла, радусъ снова приходить въ 
начальное положенше АХ, а движущаяся точка опишетъ дугу НМ№’@, 
симметричную лугё СНМ относительно ирямой Х’Х. Такимъ образомъ 
точка непрерывнымъ движеншемъ описываеть цфаую кривую. 

2) Положимъ теперь, что постоянная длина @ равна Б. Когда радусъ 
векторъ повернется на два прямые угла отъ своего первоначальнаго 
положення АХ, точка М опишетъ дугу ЧОММ!А (фи. 24), которая окан- 
чивается въ точкф А. Касательная, проведенная въ точкь А, есть прямая 
АХ, которая есть предвлъ съкущей АМ,. Точка А есть точка возврата. 


Фиг. 24. Фиг. 95. 


3) Разсмотримъ, наконецъ, случай, когда а мензе 6. При обращен 
рагмуса вектора на прямой уголъ отъ его первоначальнаго положення АХ, 
точка М опишетъ дугу @ММ’ (физ. 25). Когда потомъ рамусъ займетъ 
положене АО’, точка 0 придетф въ ПО,, точка М въ М!. Занавъ 
такое положеше АП", въ которомъ хорда О.А будетъ равна а, точка М, 
придетъ въ А, а кривая будетъ касаться прямой АШП”. При дальнЪй- 
шемъ вращени, хорда О,А становится болфе а, и если возьмемъ лино 
О,М,, равную а, то получимъ точку М, внутри круга. Наконецъ, когда 
радусъ придетъ въ положеше АХ’, точка М, приходить въ Н. Такимъ 
образомъ внъшняя дуга СМ“А составаяеть продолжеше внутренней дуги 
АМ,Н. Вращая въ другую сторону, получимъ дугу НМАМ!С, симмет- 
ричную первой относительно прямой Х’Х, и которая дополняетъ кривую. 
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35. Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ координатахъ. Возьмемъ 
точку А за полюсъ, а прямую АХ за полярную ось. Назовемъ чрезъ 
« уголъ, образуемый направаешемъ радуса съ направлешемъ АХ. Когда 
этотъ радусъ пересзкаеть кругъ, какъ напримьръ, въ положени АУ, 
тогда изъ прямоугольнаго треугольника АПВ находимъ А) = соз в, 
ий саБдовательно, 


2 =ОМ -- АБ = а - 6 еов в. 


Когда же кругъ пересвкается продолжешемъ радуса, какъ, напримёръ, въ 
положеши АО’, тогда уголь ® будетъ уголь ХАО’; въ этомъ случав 
изъ прямоугольнаго треугольника ВАО, находимъь О.А —= — 6 сов ь, и 
слфдовательно, 


р =Ъ,М, — О.А = а 6 сов ®. 


Когда радусъ находится въ положени АП’ (Фиг. 25), тогда длина радуса 
вектора откладывается не по направленю этого радуса, но по противо- 
положному направлению; въ этомъ случав радусъ векторъ слфдуетъ раз- 
сматривать какъ отрицательный, и мы получимъ 


р= — АМ, =,,М, — АБ, = а- $ еов в. 
и * 
Такимъ образомъ, во вефхъ случаяхъ кривая выражается уравнешемъ 


(1) р=а-Н сов о. 


Въ прямолинейныхъ координатахъ, если точку А возьмемъ за начало, 
маметрь АВ за ось х-овъ, перпендикуляръ за ось У-овъ, ур. кривой 
будетъ 


(2) (2 -- у" — 62) = а? (#* | У), 
которое получимъ изъ ур. (1), замънивъ въ немъь 608 ® чрезъ Е и р 


чрезъ 5* -- у? (6 29) и возвысивъ объ части въ квадратъ для унич- 
тоженя радикала. 

36. Эту же кривую мы получимъ еще са5дующимъ образомъ. Данъ 
кругь @Н и опредъленная точка А; представимъ себф, что касательная 
СМ двигается по кругу, и изъ точки А опущенъ перпендикулярь АМ 
на эту касательную (физ. 26); найти геометрическое мъсто точки М. 

Здвсь надобно разсматривать три случая, такъ какъ точка А можетъ 
находиться внутри круга, на немъ и внЪ его. Положимъ, напримёръ, что 
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точка А находится внф круга. Когда касательная касается круга въ 
точк6 С, тогда перпендикуляръ, опущенный изъ точки А, совпадаетъ съ 
даметромь АС, и точка (будетъ точка искомой кривой. Когда касатель- 
ная будотъ перемвщаться по четверти круга 
ССС’, точка М опишетъ дугу кривой ОМУ”. 
Потомъ касательная наклоняется до положен!я 
СИА, и мы получимъ дугу М’А кривой. При 
движении касательной по С”Н, основане пер- 
пендикуляра будетъ находиться подъ д!аметромъ, 
и мы получимъь дугу АМН кривой. До сихъ 
поръ мы обращали касательную по полу- 
окружности @С”М; обращая теперь по ниж- 
ней полуокружности, получимъ часть симме- 


Фиг. 96. 


тричную первой. 

37. Легко построить геометрически касательную въ какой-нибудь точк® 
М кривой (физ. 27). Пусть СМ и С’М’ будутъ дв близкя, касательныя про- 
веденныя къ кругу; [точка ихъ пересъченя, АМ и АМ’ перпендикуляры. 
опущенные изъ точки А на эти касательныя. 
Такъ какъ окружность, описанная на АГ,, какъ 
на даметрь, ‘проходить черезъ дв точки М, 
то сБкущая ММ’ кривой будетъ также с$- 
кущею этого круга. Если теперь положимъ, 
что точка С’ безпредъльно приближается къ точкв 
С, то точка М’ будетъ приближаться къ точк® 
М; тогда дламетръ АТ, совпадетъ съ АС, а с5- 
кущая ММ’ сдвлается касательною въ М кругу, 
описанному на д1аметрё АС. Такимъ образомъ, соединивъ точку М съ сре- 
диною О прямой АС и проведя перпендикуляръ МТ къ ОМ, получимъ 
_касательную къ кругу въ точкв М. Касательныя, проведенныя въ двойной 
точкв А (физ. 26) къ двумъ вЪтвямъ кривой, проходящимъ черезъ эту 
точку, соотвфтственно перпендикулярны къ такимъ касательнымъ, какъ 
АС”, проведеннымъ изъ этой точки къ данному кругу. 

Замфтимъ, что геометрическое построеше касательной останется то же, 
если мы будемъ разсматривать геометрическое мъето основан я перпенли- 


куляра, опущеннаго изъ данной точки на касательную, проведенную къ 
какой-нибудь кривой. 


Фиг. 27. 


Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ коорлинатахъ. Возьмемъ точку 
А. за полюсъ, даметрь А(+ за полярную ось (фиш. 26); чрезъ @ озна- 
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чимъ радусъ ВС даннаго круга:и черезъ 6 разстояше АВ. Если черезъ 
центръ В круга проведемъ ВО параллельно СМ, то получимъ 


р = АР-+-ОМ —=6 ево + а. 


Это ур. есть то же, что ур. (1); откуда заключаемъ, что обЪ кривыя 
тождественны. 

Впрочемъ, это тождество легко вывести геометрически. Такъ какъ уголъ 
Р есть прямой, то геометрическое м$сто точки 0 есть кругъ. описанный 
на АВ, какъ на даметр®; слфдоват., точку М получимъ продолжая хорду 
АБ на постоянную величину ОМ, равную ВС. 


щетырехлепестный иъичакъ. 


38. Даны двЪ взаимно перпендикулярныя лини ОХ, ОУ, по кото- 
рымъ двигается конецъь прямой Р©), постоянной величины; изъ точки О 
опускаемъь перпепдикуляръ ОМ на 
эту прямую: найти геометрическое 
мъето точки М (фие. 28). 

Когда прямая Р@ совпадаеть съ 
ОХ, точка М находится въ О, и 
перпендикулярь ОМ совпадаетъ съ 
ОХ; слдоват., касательная въ О къ 
дуг5 ОМ совпадаеть съ ОХ. Точка 
Т, средина Р@), описываетъ кругъ, 
центръ котораго есть О, а рамусъ 
равепъ а, означал чрезъ За постоян- 
ную длипу Р@. Такъ какъ пернен- 
дикуляръ ОМ меныие косвенной ОТ, 
то разстолше ОМ будетъ наибольшее, 
когда прямая Р@) будетъ перпен- 
дикулярна къ биссектрисё ОА. 

При дальнфйшемъ своемъ движеши, прямая пройдетъ черезъ положе- 
не ©)'Р’, симметричное Р@) относительно биссектрисы ОА, и мы полу- 
чимъ дугу АМ'О, симметричную лугь ОМА. Такую кривую мы полу- 
чимъ вЪ каждомъ изъ четырехъ прямыхъ угловЪ. Такимъ образомъ кри- 
вая имБетъ четыре оси, изъ которыхъ дв® суть данныя прямыя ОХ, 
ОУ, а двф друмя биссектрисы ОА, ОВ. Точка О есть центр кривой. 


Фиг. 28. 


`, 
= `\, 


С 


„“ 


Рй 
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Если точку О возьмемъ за полюсъ, а ОХ за полярную ось, то изъ 
ирямоугольныхъ треугольниковь ОМР, ОР@ получимъ 


р —= ОР с0в в, ОР = 2 ав о; 
са довательно, 
(1) р=а вш Зь. 


Въ прямолинейныхъ координатахъ эта кривая выразится уравненемъ 
шестой степени 


(2) (1*  у*) — 4а* 21 у* —=0. 


ГЛАВА Ш. 


Объ однородности, 


39. Опредъленя. Функщя Х (а, 5, с,...) называется однородною 
относительно буквъ а, 6, с,.... тогда, когда, замфнивъ въ ней а чрезъ 
Ка, 6 чрезъ ЁЪ...., получимъ 


Л (ба, 15, (= У (а, 6, с,...); 


гдЪ показатель 7% называется степенью однородной Фхункщи. 
Таковы, напримфръ, Функции 


аУЪ-НЬУс и. а + Иа Е 


аь але аз — № 


а* -- За, 


’ 


№ 1 
степень первой есть 2, степень второй есть ›, степень третьей 0, че- 


твертой — 2. 

Очевидно: 

1-е — Что сумма или разность двухъ однородныхъ хункщй одной и той 
же степени есть однородная ФункШя одинаковой степени съ данными 
Функщями. 

2-е — Что произведеше н®сколькихъ однородныхъ Функций какихъ-ни- 
будь степеней есть Функшя однородная, степень которой равна сумм$ сте- 
пеней данныхъ Функций. 

3-е — Что частное двухъ однородныхъ хУнкц!Й есть однородная Функщя, 
степень которой равна разности степеней дфлимаго и дфлителя. 
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4-е — Что степень однородной Функщи есть однородная Фхункщя, сте- 
пепь которой есть произведене степени данной Функщи не показателя 
степени. 

5-е — Что корень изъ однородной хункщи есть однородная Функшя, 
степень которой равна степени данной хункци, раздБленной на показателя 
корня. ой 
6-е — Что трансцендентная хункщая отъ однородной Фхункщи нулевой 
степени есть сама Функщя однородная и нулевой степени. Напр., Функци 


(+=), 08 о ЕЕ Е 


а-+-ф 


суть однородныя и нулевой степени; потому что если а и 6 замфнимъ 
черезъ Да и Ёб, то буква К подъ трансцендентнымъ знакомъ исчезаетъ, 
а множитель &? можно поставить впереди. Но.если величина, стоящая 
подъ трансцендентнымъ знакомъ, хотя бы она была однородна, не будетъ 
нулевой степени, то букву Ё нельзя будетъ поставить множитёлемъ передъ 
трансцендентнымъ знакомъ, и хункщя не будетъ однородною. Напр., Функщя 
вш (а-Р И $6) не однородна. 

Если одночленъ будетъ ращональнымъ и цфлымъ относительно буквъ 
а, 6, с,..., то степенью одночлена относительно одной буквы назы- 
вается показатель этой буквы въ одночлен®; степенью одночлена отно- 
сительно нфсколькихъ буквъ называется сумма показателей этихъ буквъ. 
Такъ какъ одночленъ всегда есть однородная Функщя, степень которой 
равна степени одночлена, то сумма н$сколькихъ одночленовъ одной и 
той же степени есть многочленъ однородный той же степени. Напр. , много- 
членъ 


а? — 4а6 -- 5а6? — 25 


есть однородная Функщя третьей степени относительно буквЪ а и 6. 

80. Когда ищуть соотношенй, которыя существують между различ- 
ными линями А, В, С,... Фигуры, измфряютъ эти лини произволь- 
ною единицею, которая обыкновенно не обозначается и остается совершенно 
произвольною. Означимъ черезъ а, $, с,... числа, выражающия мфры 
линй Фигуры, и положимъ, что мы нашли между этими числами соотношеше 


(1) Л(а, 6, с,...) =0. 


Такъ какъ разсужденя, посредствомь которыхъ мы получили это со- 
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отношен!е. не зависятъ оть единицы длины, то, очевидно, что это отно- 
шене должно существовать при всякой единиц. Назовемъ чрезъ «, В, у, ... 
частныя величины @, 6, с,... при первой единицВ; черезъ а", В’, у", ... 
величина тфхъ же количествъ при другой единиц$; эти два ряда чиселъ 
удовлетворяютъ уравненямъ 


(2) Л (>, В, у, ...) =0 
(3) Р (=, Ву’, ...) =0. 


Но когда перемвняемъ единицу. то числа измЪнаются пропорцтональнс, 
такъ.что если черезъ Ё означимъ отношене первой единицы къ второй, 
то получимъ 


откуда 
а ВЕ ИВ, А... 


Внеся это въ ур. (3), получимъ 
(АВ... 0: 


Положимъ, что первая единица остается неизмъняемою, вторая измзняется, 
тогда а, В, у,... будутъ числа постоянныя, Ё число произвольное, и ур. 
(4) должно быть справедливо для всякаго числа К. 

Такимъ образомъ: если ур. (1) будеть справедливо, козда в5 немъ 
буквы а, 6, с,... Замщнимь числами о, В, у..., то оно будеть также 
справедливо и тода, козда в5 немё эти же буквы замънимз через 
ра, ЕВ, Ку ..., какое бы ни было число К. 

41. Предъидущее узлове, очевидио, удовлетворяется тогда, когда пер- 


вая часть ур. (1) есть Функщя однородная относительно буквъ а, 6, с....; 
потому что тогда 


т (=, ЕВ, Ку, .) = "У (2, 8: уе): 


если выражене } (=, В, 7,...) равно нулю, то Х (Ёх, АВ, Ку,...), будетъ 
также равно нулю для всякаго Х. 

Теперь докажемъ наоборотъ, что однородность должна существовать, 
ограничиваясь алгебраическими уравненями, представленными въ цф- 
ломъ видф. 


Положимъ, что } (а, 6, с,...) есть цфлый многочленъ; если вс члены 
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его не будутъ одинаковой степени, то члены одинаковыхъ степеней соеди- 
нимъ въ одну группу. Назовемъ черезъ ф (а, 6, с,...) совокупность чае- 
новъ, которые будуть имфть самую высшую степень 7%, чрезъ ф (а, 5, с,...) 
совокупность членовъ и-ой степени и т. д; тогда ур. (4) обратится въ 


(а, В, у, ...)-Е Е У (а, ву...) ...=0. 


Чтобы это ур. было справедливо для всякаго А, необходимо, чтобы 


9 (а, Ву» ...)=0,$ (В, ь...)=0,.... 


Такъ какъ единица мфры, къ которой относятся числа <, В, у,... про- 
извольна, то между зиШями Фигуры получимъ олнородныя отношеня 


И о 


Сльдовательно, если ур. (1) не однородно, то оно раздъляется на 
ньсколько отдъльныхь однородных уравнен. 

42. Можетъ случиться, что неоднородное ур. будетъ удовлетворено 
когда выберемъ частную единицу, хотя части, изъ которыхъ состоитъ 
уравнеше, не будутъ отдФльно равны нулю; но тогда, если перемЪнимъ еди- 
ницу, уравнеше не удовлетворится. 

Объяснимъ это на прим$рЪ. 

ОпредЪлимъ размфры такого цилиндра, поверхность котораго была бы 
одинакова съ поверхност!ю шара даннаго радгуса А; а его объемъ быль 
бы равенъ объему шара радуса В. 

Пусть Х будетъь радусъ, а У высота цилиндра; назовемъ черезъ а, 6, 
х, у мвры лин А, В,Х, У, относительно какой-нибудь единицы. Неиз- 
вфетныя должны удовлетворять двумъ уравнешями. 


(5) у — 2а* =0 
4 
(6) ху — 5 3—0, 
Каждое изъ этихъ ур. однородно: первое второй степени, второе тре- 
теей. Если эти уравнен!я справедливы при извЪстной единиц мзры, то 
он$ будутъ также справедливы при другой единиц$. 


Неизвфстныя хи У точно также должны удовлетворять неоднородиому 
уравненю 


(7) (а ау — 20?) + (#9 — зв) =0 


которое получимъ, когда предъидуния уравневмя сложимъ, 
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Разсмотримъ ур. (7), не обращая вниманя на его родъ. Можно найти 
такя четыре лини А, В, Х, У, что если измфримъ ихъ какою-нибудь 
единицею, то полученныя числа удовлетворять этому уравнентю, не обра- 
щая отдфльно каждую часть этого уравненя въ нуль. Положимъь, наприм$ръ, 
что четыре ливи относительно первой единицы выразятся числами а =1, 
Ь—3, д=1, у=18, 5, изъ которыхъ три взяты произвольно, а чет- 
вертая опредвляется изъ ур. (7). Если же эти лини измфримъ единицею, 
которая вдвое меньше, то получимъ а = 2, 6 =6, х—2, у—31, ко- 
торыя боле не удовлетворяютъ уравненю. Цилинлръ, построенный на лин- 
яхъ Хи У, опредленныхъ такимъ образомъ, иметь то свойство, что 
сумма чиселъ, которыя при выбранной единицф выражаютъ измфрен!я его 
поверхности и объема, равна сумм чиселъ, выражающихъ поверхность 
перваго шара и объемъ втораго шара, но такого соотношения не будетъ, 
если перемфнимъ линейную единицу. | 

Уравнене (7) не можетъ удовлетвориться измфрешями этихъ лин, 
если единицу длины булемЪ измфнять произвольно, хотя бы онз и удо- 
влетворяли отдфльно уравнемямъ (5) и (6). 

При рьшеви геометрическихъ задачъ, никогда не дБлаютъ комбинащй 
изъ уравнешй подобныхъ предъидущему. Уравнен!я, которыя непосред- 
ственно даютъ теоремы злементарной геометрии, однородны; и когда два 
уравнешя складываемъ почленно, для Того чтобы получить ур. боле про- 
стое, нежели одно изъ данныхъ уравненй, необходимо чтобы слагаемыя ура- 
внен!я были одной степени. Слфдовательно по правилу одноролности всегда 
можно повфрить сдБланныя алгебраическя преобразовавя. 

Если за единицу длины возьмемъ одну изъ лиШй Фигуры, то 
уравнен!я не бузутъ однородны; но ихъ легко снова сдфлать однородными. 
Пусть 

(Я Е(',с',...)=0, 
будетъ ур., которое мы получимъ, взявъ за единицу линпо А; буквы 
', с’... означаютъ величины лин В, С,... относительно А. Возьмемъ 
произвольную единицу и чрезъ а, 6, с,... назовемъ величины ли 
А, В, С,..., относительно этой единицы; тогда получимъ 


Ос 
а 
откуда 
[) 
ь' Е! с’ =°“.. ., 


и уравнеше (8) обратится въ однородное уравнене: 
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Такъ, напримфръ, если сторовы прямаго угла въ прямоугольномъ тре- 
угольник® измЪрить гипотенузою, взятою за единицу, то величины сторонъ 
будутъ удовдетворять неоднородному уравненю 


1, 
изъ котораго получается однородное 


ВЯ ВО жи 
эРа=Ь ии =, 


| с 
замфнивЪъ 6’ чрезъ - и с’ чрезъ =. 


Вс кривыя, эллиисъ, гипербола, парабола, циссоида и т. д. выра- 
жаются однородными уравненями. Какое-нибудь однородное уравнеше 


У (, у, а, 6, с,...) =0, 


между перемфнными координатами хи у точки плоскости и величинами 
а, 6, с.... различныхъ данныхъ прямыхъ, опредБляетъ кривую, позожене 
и размъръ которой не зависятъ отъ единицы мФры. Разсмотримъ, наобо- 
ротъ, численное уравнене между хиу 


А (®, у) =0, 


т. е. уравнене, которое содержитъ только буквы х и у, и положимъ, 
что это уравнеше неоднородно. Чтобы дфйствительные корни этого ур. 
выразить точками плоскости, надобно выбрать сначала произвольно мас- 
штабъ или прямую и взять ее за единицу. Когда масштабъ измФняется, 
кривая не остается тою же; ниже мы увидимъ, что различныя кривыя, 
получаемыя такимъ образомъ, имфютъ замфчательную авалогю, эти кри- 
выя называются кривыми с50дственными. 

84. Замъчаше Т. Часто случается, что въ одномъ и томъ же во- 
прос$ разсматриваются числа, выражающия измфрен1я линй, поверхностей 
и объемовъ; единицы поверхности и объема, точно такъ же, какъ линейная 
единица, остаются неопредфленными; но обыкновенно полагаютъ, что 
между ними существуетъ такое отношен!е, что единица поверхности есть 
квадратъ, построенный на единиц длины, а единица объема есть кубъ, 
построенный на той же прямой. Въ этомъ случа, чтобы удовлетворить 
однородности отношеня, въ которомъ извфстныя буквы Ви У означаютъ 
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поверхность и объемъ, замфнимъ эти буквы чрезъ р” и 4, означая 
чрезъ ри 4 стороны квадрата или куба; равновеликихъ разсматриваемой 
поверхности или объема; такимъ образомъ уравнеше будетъ содержать 
только лиши. Можно также такого внесешя нс дФлать; тогда въ вычисле- 
ни степени каждаго члена налобно удвоить показатели буквъ, означаю- 
щихъ поверхности, а, показатёли буквъ, означающихъ объемы, утроить. 
Зампчаще П. Вообще, когда входатъ углы въ вычислене, зти углы 
измфраются совершенно опредфленною единицею, и величины ихъ выра- 
затся извфстными числами. Чтобы опредфлить уголъ, надо описать изъ его 
вершины, какъ центра, произвольнымъ радусомъ дугу круга и взать 
отношеше зтой дуги къ радлусу, а зто приводится къ тому, чтобы за 
единицу угла взять тотъ уголъ, въ которомъ дуга равна радусу. Триго- 
нометричесыя Функщи угловъ точно также суть числа. Слёбдовательно, 
въ приложеви правиль однородности не надобно обращать вниман!я на 
буквы, которыя означаютъ углы или ихъ тригонометрическя хувкщи. 


Мостроен!я жормулдъ. 


45. Рышивъ, если будетъ возможно, уравнен!я опредфленной задачи, 
получимъ Формулы, показывающ!я ариеметическ!а дфйствя, которыя надо 
совершить надъ числами, которыми измфраются извфстныя величины, 
чтобы получить численныя величины неизв$стныхъ. Но не будетъ ли воз- 
можно изъ каждой Формулы или даже изъ каждаго уравненйя вывести гра- 
Фическое построеше, которое бы давало не численнвую величину неизв$ст- 
наго, но самое неизвЪстное? То есть, возможно ли ариеметическя дЪй- 
стыя замфвить дфйствями графическими? Въ злемснтарной геометрии раз- 
сматриваются только тЪ построена, которыя могутъ быть произведены 
лишь съ помощю ограниченнаго числа прямыхъ лин и круговъ и ко- 
торыя, слфдовательно, можно сдЪлать помопйю линейки и циркуля. Такъ 
какъ кругъ есть самая простая кривая, и ее легко получить, то У древ- 
нихъ геометровъ такого рода построешя имфли большое значене; 
съ другой стороны, не зная алгебраическаго анализа, ови не имфли спо- 
собовъ рЬшить вопросъ, и только посл$ н$сколькихъ безполезныхъ 
попытокъ, должны были прибфгать къ другимъ кривымъ. Ихъ изы- 
скан!я сдфлали извфстными н$фкоторыя задачи, которыя, какъ въ настоя- 
щее время доказано, не могутъ быть рЪфшевы посредствомъ прямой 
лини и круга. Такъ напр., задачи объ улвоени куба и разлБлеши угла 
на три части и т. д. 
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Положимъ, что неизвфстная есть прямая ливня; когда неизвъстное есть 
поверхность или объемъ, тогда его представляютъ черезъ ах или а*х, 
гдв @ есть произвольно взятая линя; построеше лини х даетъ прямо- 
угольникъ или параллелепипедъ, равновелиюй искомой поверхности или 
объему. Опредфлеше даннаго угла по одной изъ его тригонометрической 
лини приводится также къ опредфленю прямой. Положимъ еще, что всЪ 
буквы, какъ напримёръ л, означаютъ прямыя лиши. 

46. Рашональная формула. Формула, которая опредфляетъ неизвф- 
стное 2, должна быть однородна и первой степени; сверхъ этого она мо- 
жетъ быть цфлою, ращюональною или ирращональною. Если она цфлая, то 
иметь видЪ | 


=а— 6-е... 


и линю х мы получимъ, откладывая въ томъ и другомъ направлени ди- 
ни а, 6, с.... 
Простёйший видъ дробной Формулы есть 


- аб 
х—=—. 
с 
Неизвфстная есть четвертая пропорцональная, которую построимъ помощю 
двухъ параллельных или помощио круга. 


Точно также построимъ Формулу 


— 904, 
ас / и=- а ое -. Хх“ 


* 


гомощию ряда четвертыхъ и 


__ @в. 
‚ В = ъ’ аа и.” 
.. м... 1 г 
Съ помощю предъидущаго построешя, одночленъ а 7-ой 


степени приведется къ виду 2... или къ виду 2"- 1$, гд$ » есть ка- 
кая-нибуль линя. а # лишя, опредфаляемая изъ Формулы 


9... 
4т-1° 
Раземотримъ теперь формулу 


ВЕ 


Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 3 


ф — 
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въ которой А, В, С означають одночлены т -|- 1-ой степени, а А’, В', С 
одночлены 9-ой степени. Прежде всего каждый изъ этихъ многочленовъ 
приводится къ боле простЪйшему виду 


"а, А"Ъ, №с,..., их о о мо 3 


и тогда мы получимъ 


— ж-ь+9 № 
РЕВ НИЕЕЕ-Сл 


Потомъ опредьляемъ неизвЪстное х, какъ четвертое пропорцональное 
между линями В, а, 7. | 

Если дробь будетъ 7-ой степени, то предъидуцшия дфйств!я приве- 
дутся къ виду 


)"— 11а д м 


47. Ирращональная формула второй степени. Возьмемъ прежде 
Формулу 
Е: а ея 
= И аб или — = > 
х Г!) 
НеизвЪстное х есть среднее пропорщзальное между лишями а и 6, кото- 
рое мы получимъ посредствомъ прямоугольнаго треугольника или посред- 
ствомъ касательной къ кругу. 
Когда изъ рацюональной Функщи извлекается корень 9-ой степени, 
ее приводятъ къ виду 


т—2 


Ул" ч = Ил" Е — Аи. 


Разсмотримъ теперь иррацюнальную Формулу второй степени, въ 
которой положимЪъ, что количества, соединенныя знакомъ -{- или —, 
однородны и одной степени. Для большей ясности мы представимъ, что 
величина х приведена къ виду 


МХ 
& —=ъ, 
гдв Ми Ш означаютъ хункщи, въ которыя не входитъ ни знакъ дЁле-— 
н!я, ни дробный, ни отрицательный показатель; можно допустить также, 
что въ нихъ не входятъ ни произведеня двухъ радикаловъ, ни произведе- 
н1я радикала на цфлое количество. Чтобы получить величину числителя №, 
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надобно выполнить извЪетныя дЪйстви въ опредфленномъ порядкЪ: пер- 
вый радикалъ стоитъ надъ цфлымъ выраженемъ, его можно привести къ 


т 
виду 71°; если эту величину надо придать къ другимъ, то ихъ при- 
волятъь кь одному виду, а елфд. также ихъ сумму. Новый ради- 
калъ можно теперь поставить или надъ цфлымъ количествомъ, или 


надъ количествомъ, имфющимъ показателя ГДЪ 7 есть нечетное. 


т 

©, 
м 

Во веъхъ случаяхъ радикалъ приводатъ къ виду 2%; этотъ членъ при- 

бавляютъ къ другимъ того же вида и такъ далЪе. Такимъ образомъ ВИДНО, 


р 
‚ что числитель № принимаетъ вилъ 22%. То же самое будетъ съ знаменате- 


лемъ ПО; такъ какъ неизвфстное 2 есть первой степени, то его найдемъ 
какъ четвертую пропорщональную. 

Гицотезы, которыя мы сдфлали относительно составлен!я Формулы, 
необходимы, чтобы она была однородна. 

Такимъ образомъ, всякое однородное выражеще первой степени; 
составленное какимз нибудь-образомз посредствомз знаковз простытв 
дъйствй, сложешя, вычитамя, умножешя, дъленя, возвышешя вв. 
ильлую степень, извлечешя квадратнало корня, однимз словомз, всякое 
иррашональное выражеше второй степени можетз быть построено 
посредствомь озраниченнаю числа прямыхз лишй и круовв. 

Доказывается также, что только выражешя такого рода можно по- 
строить такимъ образомъ; но это доказательство здъесь нельзя помъетить. 
Такъ, наприм®ръ, сторона 2 двойнаго куба другаго, сторона котораго есть а, 
и которая выражается Формулою 


х = Ув, 


не можегъ бытЬ найдена линейкою и циркулемъ. 
То же самое бываетъ съ корнями уравненй третьей и четвертой сте- 
пени, потому что въ выраженя этихъ корней входятъ кубическе радикалы. 


48. Построене корней квадратнало уравнешя. Квадратное уравне- 
ше съ однимъ неизвфетнымъ приводится къ виду 2’ -- ра + 9 = 0. 
Чтобы оно было однородно, надобно, чтобы количество р было первой сте- 
пени, а 4 второй. Если эти количества будутъ рацюнальныя или иррац!о- 
нальныя второй степени, то можно построить лин а, равную первой, и 
квадратъ 6*, равновелиЙ второму, и уравнене второй степени предста- 
вится въ одномъ изъ четырехъ видовъ 


3* 
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12 4+ ах + 6 = 0, 
ай + аз = Ь* — 0, 
2 — ах - 6 = 0, 
2? — ат — в =0. 


Корни перваго и втораго уравнен!я равны корнямъ третьяго и четвертаго» 
взятымъ съ противными знаками; сдЪфдоват., достаточно разсматривать эти; 
но если мы ихъ представимъ въ видь 


%а — 2) = 6, (т — а) =, 


то увидимъ, что надобно построить прямоугольникъ, раввовелиюй квад 
рату 6*, и сумма или разность сторонъ котораго была бы равна данной 
лини а,— задача, которая рЪшается въ элементарной геометрии. 
Уравнен!я биквадратныя подобвымъ образомъ приводятся къ одной изъ 

групиъ | 

2^ - а6х* — 2 4* =0, 

2“ — аб" - с'4’ =0, 

2^ — абх* — 61 =0, 


потому ‘что (езполезно разсматривать уравненя 2“ -{- аб? -| с?а* —= 0, 
которое ‘имфетъ только мнимь.е корни. Если положимъ 2? = 02, то эти 
уравнен!и примутъ видъ 


2:4 =0, 2 — 0, #2 — “:—@=0. 


Сперва, какъ было показано, опредфаяютъ корни 2 этихъ уравненшй, по- 
томъ находятЪ 1, какъ среднее пропорщанальное межу сир. 


ГЛАВА ГУ. 
Преобразован1е координатъ. 


Если извфстно уравнене лиши относительно однзхъ координатъ, то 
изъ него можно вывести уравнене этой же лини относительно другихъ 
квориинать. Ч 

“Чтобы рЬшить этоть вопроеъ въ общемъ видф, надобно найти Фор- 
мулы, которыя выражали бы координаты какой-нибудь точки, взятыя отно- 
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сительно извфетной системы координать посредствомъ координатъ той 
же точки, взятыхъ по другой системв. Эти формулы даже употребляются 
и въ другихъ вопросахъ. 

Прежде мы займемся преобразовамемъ однфхъ прямолинейныхъ коор- 
динатъ въ другя прямолинейныя. 


Меремъще!е начала координатъ. 


49. Замвнимъ оси ОХ и ОУ ‘двумя другими осями О’Х’ и О’У’, соот- 
вътственно имъ параллельными (физ. 29) и имъющими то же направ- 
лене; тогда положене новыхъ осей опредфлится ко- Фит. 99. 
ординатами а и 6 новаго начала О’ относительно 
первоначальныхъ осей. Назовемъ черезъ х и У ко- 
ординаты какой-нибудь точки М относительно первыхъ 
осей; черезъ 2’, у’ координаты той же точки отно- 
сительно новыхъ осей. Представимъ. себЪ, что проис- 
ходитъ движеше отъ точки О къ точк$ М по прямой 
ОМ или по ломаной ОО’М; проектируемъ эти двё лини на ось ОХ. 
Проекщя прямой ОМ, взятая съ приличнымъ знакомъ, есть абсцисса х 
точки М; проекщшя прямой ОО!’ есть абецисса @ точки О’; проекщя пря- 
мой О’М на ОХ ила на параллельную ей О’Х’ есть новая абсцисса =’. 
Такъ какъ проекши двухъ линй равны между собою, то получимъ 
+ —=а-- т’. Проектируя эти лини ва ось ОУ, получимъ у = 6 - у’. 
Такимъ образомъ получимъ два уравненя 


(1) 2=а-+ =, у=Ь+У, 


выражающия соотношения между прежними и новыми координатами точки 
М. Эти соотношешя будуть справедливы для всякаго положеня точкя М 
въ плоскости. Изъ этихъ уравненй находимъ 


(2) х' == —а У =у-Ф 


Меремъна направлен!я осей. 


50. Положимъ теперь, что мы изм$няемъ направлеше осей, оставляя 
то же самое начало. Сначала мы разсмотримъ частный случай, который 
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часто встрёчается въ практик$; именно, котда обф системы прямоугольныя. 

Фиг. 30, Представимъ себф, что прежнее направлеше осей 
мы измфнили въ новое Х'ОУ, повернувъ прямой 
уголь ХОХ (фи. 30) около начала координатъ на 
уголь а, при зтомъ уголь х будемъ принимать за 
положительный, когда будемъ поворачивать отъ ОХ. 
А". = х къ ОУ, и за отрицательный, когда будемъ повора- 
«чивать въ обратномъ направлении. 

Чрезъ какую-нибудь точку М проведемъ лини МР и МР”, параллельныя 
осямь ОУ и ОУ’; означимъ черезъ х и у координаты точки М относи- 
тельно прежнихъ осей, а черезъ х’и у! координаты этой же точки отно- 
сительно новыхъ осей. Проекщи двухъ линй ОРМ, ОРМ на какую ни- 
буль ось равны. Проложимъ зти дв лини на ось ОХ. Проекщя лин!н 
ОР будеть сама ОР, взятая со знакомъ -- или —, смотря по тому, откла- 
дывается ли она по направленю ОХ. или по противоположному напра- 
влению; во всякомъ случа, зто есть абсцисса 2. Проекшя же лини РМ 
равна нулю, потому что РМ перпенликуларна къ ОХ. Такимъ образомъ 
проекщя первой лини на ОХ равна х. Проложимъ теперь ломаную линпо 
ОР’М; сначала проектируемъ лишю ОР’; если линю ОР’ отложимъ на 
ОХ!, то ее надо умножить на с08 х, и мы получимъ проекщю ОР’Ж 
с08 <; если зту линю отложимъ въ обратномъ направлени, то ее надо 
умножить на с08 (х Е т); и мы получимъ ОР’, сов (я п) или — ОР’, Х 
с08 а; но въ первомъ случа я’ = ОР’, во второмъ 2’ —= — ОР”; 
такимъ образомъ проекщя лиши ОР’ всегда выразится черезъ 2’ с08 ©. 
Раземотримъ вторую линю Р/М. Если она идетъ по направлению ОХ’, 


то она съ ОХ составляетъ уголь а -- 5 и ея проекщя будетъь РМХ. 
соз («+ ал если же она идетъ въ обратномъ направлеши, то она съ 
ОХ образуетъ уголъ а +5», и ея проекщя будетьъ — Р’М, соз 
(« -|- 5}; но въ первомъ случа$ у’ — Р/М, во второмъ у' = — Р’М; такимъ 
образомъ проекшя Р'М всегда выразится черезъ у’ с0з (* - — (лфло- | 


вательно, проекшя лини ОР’М будетъ 2’ с08 « {- у’ с0з (= -- и), илН 


д’ 608 а — 9’ вт а. Сравнивъ проекци двухъ линй ОРМ, ОРМ, под} - 
ЧамЪ х — 1’ с08 & — 1’ зШ а. 
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Проложимъ теперь объ лин!и на ось ОУ. Проекшя лиши ОР равна 
нулю; проекщя лини РМ, взятая съ приличнымъ знакомъ, равна у; такимъ 
образомъ ‘проекшя первой ломаной лиши равна у. Лини ОХ’ и ОУ’ со- 


Ра . . 
ставляють съ ОУ углы — Е -Е хи «; поэтому проекщя второй лиши бу- 


я . 
детъ х’ с08 (- 5 -- а) -Н У’ с08 « или х'зшх У’ ©08 <; сравнивъ 


эти двё проекщи получимъ у” —= х'зша- 9" 608 =. Такимъ образомъ 
получимъ Формулы 


(3) Х = <’ 608 а — у’ ВШ а, у = я’ эта -Р У’ ©08 а, 


посредствомъ которыхъ прежн!я координаты выражаются въ Функщи 
новыхЪ. 

51. Займемся теперь общим вопросомъ. Пусть ОХ и ОХ будуть 
двз какя нибудь оси, составляющая между собой уголъ 0; ОХ! и ОУ’ 
дВЪ новыя оси, направлене которыхъ опредфляется углами х и В, которые 
онф образуютъ съ ОХ (фил. 31). Условимся углы х и В принимать за 
положительные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь отъ ОХ. къ ОХ; 
за отрицательные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь въ обратномъ 
направлеши. Черезъ какую-нибудь точку М 
проведемъ прямыя МР и МР’, параллельныя Фиг. 81. 
осямъ ОУ иОУ’. Чтобы получить х, проложимъ 
обЪ ломаныя лини ОРМ, ОР’М по направлению 
ОН, перпендикулярному къ ОУ, и притомъ по 
такому, чтобы привести прямую, проходящую че- 
резъ ОУ, въ положене ОН, надо было повернуть 


оть ОУ къ ОХ на уголь 5 . Линя ОХ состав- 


я . 
лветъ съ ОН уголь 5 — 8, а лишя ОУ перпен- 


дикуаярна къ ОН; поэтому проекшя первой 
динш будеть х эт 60. Лия ОХ’ образуеть съ ОН уголь, раввый углу 


НОХ, сложенному съ угломь ХОХ’, т. е. (= — 6) + х точ 


. . ип 
также ишя ОУ’ составляеть съ ОН уголъ, равный (5 — в) -- В; слБ- 


довательно, проекщя второй лиши будетъ 


д! сов (о =) у" ес (1—6 8), 


40 КНИГА 1, ГЛАВА 1\. 


ИЛИ 


х’зш (0 — <) у’ з (8 -- В); 
откуда находитъ соотношене 
хэш 6 = 2’ эт (0 — =) Ку’ зт (@ — В). 


„Чтобы получить у, проектируемъ двё лини ОРМ, ОР’М по направ- 
леню ОК, перпендикулярному къ ОХ, и притомъ по такому, что если бы 
провести прямую, проходящую чрезъ ОХ въ положене ОК, надо было 
повернуть оть ОХ. къ ОУ на уголь 5. Такъ какъ ОХ перпендикулярна 
къ ОК, а ОУ съ этою прямою составяяетъ уголь — = в, то 


проекщя первой линши будетъь у вм 0. Углы, образуемые лишями 
ОХ’ и ОУ’ съ лишею ОК, равны угламъ, которые онБ состав- 


я т л 
ляютъ съ ОХ, безъ угла 5; т. е. 5-х и; +- В; поэтому проэв- 


щя второй лини будеть с08 т ор р т У’ с08 °— 5 8 № или 
хата у! эт В; откуда 
у зто = 2’ зшх-Ёу’ зи В. 


Такимъ образомъ полтучаемъ дв Формулы 


[= ых 8 (9 —=) - у’ зщ (8 — 4) 


зто 


ч= __ № а у’зшй й, 


— щё 


(4) 


для преобразовашя косоугольныхъ координатъ въ друмя косоугольныя ко- 
ординаты. 

Отсюда легко вывести Форму лы, служания къ преобразованию новых 
осей въ прежшя. Дъйствительно, такъ какъ уголъ новыхъ осей есть 
$ — я; а оси ОХ и ОХ образують съ ОХ’ углы — ий — 2, то в+ 
предъидущихъ Формулахъ надо 8 эамфнить черезъ 8 — х, х черезъ — х, 5 
черезъ 98 — а; и мы получимъ 


ыы 
(5) РВ эт (В — «) 
‚ _ хе уз (9 —ч). 
о 


52. Изъ этихъ общихъ Формуль можно вывести Формулы, мот 
часто употребляются. 
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1-й. Козда данныя оси прямоуюльныя. Въ этомъ случа д = а а 
поэтому Формулы (4) обратятся въ 
6 = 4' сова -- 9’ соз В, 
(6) Еж — 
у = 2! зш «- У’ за В, 
2-й. Кода новыя оси прямоуюльныя. Положивъ въ Формулахъ (4) 


В=ж-- 5. получимъ изъ формулъ (4) 


[= __ 2! вв (0 — а) — у’ ВОВ. 
ОС эт 9 
(7) 1 — 2’ эта у’ сова. 
а т 


. я 
Можно бы было положить ‘также В — х — 5, Н0 тогда надобно бы 


было перемфнить направлене оси ОУ", а следовательно и знакъ при у’ 
въ Формулахъ (7). 
3-й. Кода объ системы осей прямоуюльныя. Если въ Формулахъ 


(6) положимъ В —= «+5 то получимъ Е Формулы (3), 


х = <' с08 д — У’ Ша 
у = <’ зп х РУ’ 608 #. 


7:2 
Ихъ можно также получить, положивъ въ Формулахъ (7) 9 = ы 


Фбщее преобразование. 


53. Положимъ, что мы перемвняемъ въ одно и то же время начало и 


направлене осей. Система новыхъ осей опредФляется фиг. 3.  - 
координатами а иб новаго начала О’ относительно м 
прежнихъ осей, и углами хи 8, ксторые новыя оси | й м 
О’Х’ и О’У’ образуютъ съ осью ОХ (Фиг. 82). |! ое 
Черезъ точку О' проведемъ двЪ оси О Хх» и ОУ, т -—---- т 
параллельно ОХ и ОХ. Въ слБдетве перенес на- хх 


чала координатъ получимъ: 


5 = а -|- *, у=е-уУ,; 
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вЪ сльдетв!е же перемвны направлен!я осей вайдемъ (Формула 4) 


д. — 8 (0 — я уз (8—8) __ <’ вто узтр. 
о вш 9 > эт 9 } 


отсюда находимъ обпия формулы преобразованя 


2’ вт (8 —а "взш (8 — В) 
д—=а-+ ( и ( 
(8) п 
Е д’ зто у’ вт 
с = й Е вт 9 
Замфтимъ, что прежня координаты 5 и у выражаются хункщями цф- 
лыми, первой степени, относительно новыхъ координатъь д! и 1'. 


` 


Шреобразоваше прямолинейныхт. координатъ вт. полярных. 


.54. Пусть ОХ и ОУ будуть двф прямоутольныя оси; возьмемъ на- 

Фиг. 33. чазо координатъ за полюсъ, а ось х-овъ за ио- 
лярную ось (фи. 33). Проектируя прямую ОМ на 
ось ОХ. и на ось ОУ, получимь 


(9) ` = рс08®, У о эщ о. 


Отсюда находимъ обратныя Формулы 
р= У? у пб о —8 ь 


служащя для преобразованя полярныхъ координатъ въ прямозинейныя. 

Подобнаго рода преобразованвя мы дфлали н®сколько разъ, находя 
уравнен!я циссоиды, Паскалевой улитки и четырехлепестнаго вЪнчика 
относительно прямолинейныхъ координатъ. 


Разетоящше между двумя точками. 


55. Возьмемъ сначала прямоугольныя оси и найдемъ разстояне на- 
Фиат. 34. чала координать отъ точки М, координаты которой 
мы назовемъ черезъ х и у. Изъ прямоугольнаго тре- 
угольника ОРМ (физ. 34), для всякаго положеня 

|: точки М въ плоскости, находимъ 


ОМ: = ОР? + РМ* — +. 9, 


т 


-] 
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Отсюда, означивъ черезъ { разстояше ОМ, получимъ 
(10) 1— Уз у. 


Найдемъ теперь разстояше двухъ точекъь М и М’, находящихся гдЪ-ни- 
будь въ плоскости. Означимъ черезъ хи у координаты точки М, и че- 
резъ ’ и у’ координаты точки М’ относительно 
прямоугольныхъь осей ОХ, ОУ. Черезъь точку М 
(физ. 35) проведемь оси МХ”, МУ’ параллельно 
даннымъ осямъ; тогда координаты точки М” отно- 
сительно этихъ новыхъ осей будуть 2’ — <, у’-—у 
(Формула 2 6 49). Поэтому разстояще { новаго на- 
чала М отъ точки М” будетъ (формула 10), 


(11) 1=У м — = 9—9). 


56. До сихъ поръ мы разсматривали прямоугольныя оси. Если же 
оси будутъ косоугольныя и составлаюция между собою уголъ 0, то Фор- 
мула, выражающая разстояне между двумя точ- 
ками, будетъ несколько сложн$е. Найдемъ сперва 
разстояне начала координать О отъ какой-ни- 
буль точки М плоскости. Изъ треугольника ОРМ 
(физ. 36) для всякаго положена точки М, мы 
имемъ 


Фиг. 35. 


Фиг. 36. 


ОМ = ОР* -{- РМ* —2.ОР. РМ. соз ОРМ. 


Если точка М лежитъ въ угл ХОХ, то координаты ея жиу суть -- ОР 
и-- РМ, а уголь ОРМ есть дополнене' угла 0; и мы получимъ 


(12) 1= Уж у? -| 2ау сов 6. 


Если же точка М находится въ углЬ УОХ,, то координаты ея фиу 
суть — ОР и— РМ, и уголь ОРМ есть дополнен!е угла 0; такимъ обра- 
З0МЪ, И ВЪ ЭТОМЪ Случаз мы получаемъ ту же Формулу (12). Когда же 
точка М лежитъ въ одномъ изъ угловь ХОХ’, Х’ОХ, тогда уголь ОРМ 
есть также дополнене угла 9, но одна изъ ея координать будетъ поло- 
жительная, другая отрицательная, такимъ образомъ и здфеь мы снова по- 
лучимъ ту же Формулу (12). Сльдовательно, эта хормула есть общая, 
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Чтобы найти разстояше двухъ точекъ Ми М’, проведемъ черезъ 
точку М дв оси, параллельныя первымъ; тогда найдемъ. 


(13) 1= УИ — = + (9 — у +2’ —2) (уу с0з9. 


57. Часто бываетъ необходимо опредфлить координаты точки, двля- 
щей въ данномъ отношеши линйо, которая соеди- 
няетъ дв данныя точки. Означимъ черезъ хи У, 
у и ‚ <’ и У’ координаты двухъ данныхъ точекъ Ми М! 
(физ. ЗТ), а черезъ ж, и у, означимъ координаты 
точки М,, которая дЪлитъ прямую ММ,, такъ что 


М.М т’ 

им’ = = Если перенесемъ оси въ точку М парал- ` 
. 

‚  Дельно имъ самимъ, то координаты точекъ М’ и М, 


относительно этихъ осей будуть 1’— х, у’—уит, —т, у, — У. 


Фиг. 37. 


Разности х, —х и я'— хили у, —уиу’ — У имБють одинаковые 
знаки; стало быть отношен!е ихъ равно а или м ‚ слЬдовательно, 
фу т’. 
а у-у т+т” 
откуда 
__ те Е ти! —__ т ту 
отд 7:1 тут’ 


Этотъ вопросъ можно вообще выразить сл5дующимъ образомъ: на иря- 
мой ММ’ найти такую точку, чтобы отношене ея разстоянй отъ двухь 
точекь Ми М’ было равно отношению т’ къ 7. Этоть вопросъ имфетъ 
два рфшеня. Предъидущя Формулы относятся къ тому случаю, когда 
М, находится между точекь М и М'; но есть еще второе рьшеше; дфй- 


ствительно, положивъ наприм$ръ, что 7’ < т; можно найти на продолжен 
М, М т’ 
прямой ММ’такую точку М,, лежащую выше точки М’, что и! =. 
ь з 


Означивъ черезъ 2. и 9. координаты этой точки, получимъ. 


2-2 1-9 _№М т. 
хо ММ тт 


эти Формулы найдемъ изъ предъидущихъ, перем$нивъ знакъ у одной изъ 
величинъ 1 и 7’. Отсюда: 


Е __ тд’ — тх __ ту —т 
И ЕО и а 
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Если величины 2 и 7’ равны, то точка М, находится въ средин$ 
ММ’, и координаты ея булутъ 
И ЕТ 
ВР ОВ 
Въ такомъ случа точка М, удаляется въ безконечность. 


х 


Еласси»икащя дне. 


58. Для изучешя общихъ свойствъ плоскихъ лин, обыкновенно упо- 
требляются прямолинейныя коорлинаты. Относительно этой системы лини 
раздвляются на классы слБдующимъ образомъ. Во-первыхъ, лиши раздЪ- 
аяются на алебраичесяя и трансцендентныя, смотря по тому, выра- 
жаются ли онф алгебраическими или трансцендентными уравнен!ами. Ура- 
внеше называется алгебраическимъ въ томъ случа, когда координаты 
ти у входятъь въ него только съ знаками азгебраическихь дФИствй; но 
если одна изъ координатъ входить въ уравнене подъ трансцендентнымъ 
знакомъ, какъ напр. въ вил® синуса, логарпиема ит.л., то уравнеше вазы- 
вается трансцендентнымъ. Алгебраическя уравненя всегда можно предста- 
витъ въ цБломъ ви4Б, уничтоживъ радикалы и знаменателей. 

Алгебраическя лиши, смотря по степени ихъ уравнешй, раздфляются 
на порядки. Лив!ями перваго порядка называются т$, которыя выражаются 
уравненями первой степени относительно хи у; втораго порядка т®, ко- 
торыя выражаются уравненями второй степени, и т. д. Очевидно, что 
степень уравнен!я будетъ одна и та же, при всякомъ положени осей 
въ плоскости. Въ самомъ дфлБ, пусть } (х, у) = 0 будеть уравнеше линш, 
относительно извфстныхъь осей ОХ и ОУ; т степень этого уравнентя, 
предполагая 7 цфлымъ. Чтобы отнести эту линю къ другимъ осямъ 
0!У’ и О’Х’, надо въ ея уравнеше внести вмвсто х и у величины по 
Формуламъ (8) преобразовавя координатъ. Такъ какъ эти Формулы первой 
степени относительно координатъ 2’ и у’, то и уравнене, выраженное 
по &’и у’, не можетъ быть степени высшей, нежели т. Это уравнеше 
не можетъ быть также степени меньшей, потому что при обратномъ пре- 
образовами степень увеличилась бы, что невозможно. Такимъ образомъ, 
преобразованное уравнеше должно быть одинаковой степени съ первона- 
чальнымъ. 

Порядокъ лини показываетъ, во сколькихъ точкахъ эта лишя пересБ-. 
кается прямою. Дфйствительно, пусть 2 будетъ порядокъ лини; } (х, у) = 0 
будетъ ея уравиее, принимая ськущую прямую за ось 2-овъ. Если въ зтомъ 


46 КНИГА 1, ГЛАВА 1\. 


уравнении сдфлаемь у — 0, то изъ полученнаго такимъ образомъ уравнев!я 
относительно х опредфаятся абсциссы точекъ геометрическаго м$ста, орди- 
наты которыхъ равны нулю, т. е. точки пересфченя оси х съ зтимъ гео- 
метрическимъ мЪстомъ. Когда первая часть уравнешя не равна нулю, 
такъ какъ оно степени высшей нежели 22, то ур. не имъеть боле т 
корней, а слБдовательно, прямая имфетъ по большей мЪр% 7 точекъ пере- 
сфчешя съ лишею. Если бы уравнеше удовлетворялось величинами х въ 
количеств большемъ, нежели т, то первая часть была бы равна 
нулю, и слБдовательно цфлая прямая составляла бы часть геометриче- 
скаго мЪ5ста; въ этомъ случа многочленъ Г (х, У), обращающийся въ 
нуль, когда положимъ въ немъ у — 0, будетъ содержать у общимъ 
множителемъ, и уравнеше 7} (2, у) = 0 разложится на два, изъ которыхъ 
одно у = О будетъ первой степени, другое % — 1 степени. 

Изъ зтого видно, что ливи перваго порядка суть прямыя лини, по- 
тому что онф могутъ пересфкаться прямою только въ одной точкф. Ливши 
втораго порядка могутъ пересфкаться прямою только въ двухъ точкахъ; 
лини третьяго порядка въ трехъ точкахъ. Такъ какъ кругъ, залиисъ 
гипербола. и парабола суть ливи втораго порядка ($$ 19, 23, 26), то овъ 
могутъ пересвкаться прямыми въ двухъ точкахъ. Циссоида и строфоида 
(66 29 и 32) суть третьяго порядка; онё могутъ пересвкаться прямыми 
въ трехъ точкахъ. 

Сначала мы разсмотримъ ливи перваго порядка, потомъ втораго, и 
наконецъ лиши, какого-нибудь порядка. 

Если говорятъ, что Цфлое алгебраическое уравнев!е 7-ой степени 
выражаетъ кривую 17-го порядка, то предполагаютъ, что первая часть не 
разлагается на произведене цфлыхъ производителей; въ противномъ слу- 
чаз уравнеше выразило бы дв$ или большее число лин низшаго порядка. 
Такъ напр., уравневе второй степени, первая часть котораго состоитъ 
изъ произведения двухъ цфлый производителей первой степени, выражаетъ 
дв$ лиши перваго порядка, т. е. двф прямыя. Точно также уравнене 
третьей степени можетъ выражать или три прямыя лин!и, или линю вто- 


раго порядка и одну прямую. Въ слБдстве зтого извфстныя свойства лишй, 


т-го порядка относятся также и къ системф 7 прямыхъ, т. е. къ много- 
угольнику, имвющему 2 сторонъ. 
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КНИГА ВТОРАЯ. 


Шрямая лишя ин врукъ. 


ГЛАВА Г. 


Прямая лия. 


Шостроеше уравиенш первой степеви. 


59. Общее уравнеше первой степени съ двумя перемвнными х и у 
есть 


а) Ах + Ву + С =0. 


Мы уже замфтили, что зиня, выражаемая этимъ уравнешемъ, можетъ 
пересЪкаться прямою только въ одной точкф. Мы докажемъ прямо, что 
это уравневше выражаетъь прямую линю. 

Коехфишенты А и В въ одно и то же время не могутъ равняться нулю, 
потому что въ этомъ случаЪ необходимо, чтобы С = 0, и тогда уравнене 
обратится въ тожество. Но можеть случиться, что 
одинъ изъ коеффищентовъ будетъ нуль; если напр. 
коеффищенть А равенъ нулю, то ур. обратится въ 
Ву -{ С = 0 или у =6. Это уравнеше выражаетъ 
геометрическое мФсто точки М, ордината которой 
МР, при всякой абсциссв ОР, есть величина посто- 
янная и равная 6; это есть прямая @’С, парал- 
лельная оси ОХ (фил. 38). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОУ, поту или 
другую сторону отъ начала координатъ (смотря по знаку 6) линю ОВ, 
равную 6, и проведя черезъ точку В зиню @’(С, параллельную оси ОХ. 
Въ частномъ случав ур. у =0 представляетъ самую ось ОХ. 

Если коеффищенть В равенъ нулю, то ур. будеть Ах + С = 0 или 
х = а. Это уравнеше выражаетъ геометрическое мЪъето точки М, абецисса 


Фиг. 38. 
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которой М@), при всякой ординать ОС), есть величина постоянная и равная 
Фиг. 39. а; это есть ирямая Н’Н, параллельная оси ОУ (физ. 

1 и 39). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОХ въ ту 

) й или другую сторону отъ начаза координатъ, смотря 
а по знаку а, линю ОА, равную а, и проведя черезъ 


ее / точку А линю Н’Н, параллельную ОУ. Въ частномъ 
©, А. х 


о случаЪ ур. х = 0 выражаетъ ось ОУ. 


Если коефФищенть В неравенъ нулю, то, раздфливъ на него все ур., 
получимъ 


сл с 
у АЕ В и— В ’ 
ИЛИ 
(2) ав, 
А с 
полагая для краткости а в Е В: 


Разсмотрииъ сперва ‘частный случай, когда 6 — 0; тогда мы по- 


лучимъ 
у 


= ах, изи : а. 

Если а есть величина положительная, то отсюда заключаемъ, что всЪ 
точки геометрическаго мЪста имфютЪ ко- 
ординаты съ олинаковыми знаками. т. е. 
что онз расположены или въ угл5 УОХ 

‚ изи въ противоположномъ угдЪ У’ОХ’ 
(физ. 40). Возьмемъ какую-нибудь аб- 
сциссу ОР и черезъ точку Р проведемъ 

` линно, параллельную оси у:овъ. Такъ какъ на 
этой лиши всегда можно найти так} ю точку 


Фиг. 40. 


МР — 
М, что 55 9, то точка М будетъ точкою 


геометрическаго мЪста. Пусть М, М’М",... 
будутъ построенныя такимъ образомъ точки 
геометрическаго мьста. Изъ равенства отношенй 
МР М/’Р’ ° —МИРИ 
ОБ7 бр 2-2 0Р" —** 6, 
слфдуетъ, что треугольники ОРМ, ОР’М’, ОР"М/",... подобны, и 910, 
сзБдовательно, углы МОР, М’ОР’, М”ОР"... равны, ‘и точки М, М’, 
М!",... находятся на одной прямой А’А, проходящей черелъ начало. 
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Если мы будемъ непрерывно измфнять 2 отъ —х до -|-х, то точка М 
будетъ двигаться непрерывно и опишетъ неопредёленную прямую А’А. 

Если @ отрицательное, то это показываетъ, Что всф точки геометриче- 
скаго мёста имзютъ координаты съ обратными зна- Фиат. 41. 
ками, т. е. что онЪ находятся въ углахь У’ОХ 
и УОХ’ (фи. 41). Пусть М, М, М!,,... бу- 
дутъ таюя точки геометрическаго мфста; изъ отно- 
шенй 

МР М'Р'__ —МИРИ __ 


——=..==а, 


ОР `` ОР’ `ОРН 


заключаемъ, какъ и прежде, что всф эти точки находятся на одной пря- 
мой А’А, проходящей черезъ начало. Такимъ образомъ во воъхъ слу- 
чаяхъ ур. У = ах выражаетъь прямую А’А, проходящую черезъ начало 
координатв. | 

Возвратимся теперь къ ур. у=ах--6. Сравнивая два уравнен!я 
у=аж-Н и у = аж, увидимъ, что ординаты, соотвфтствуюцщйя одной 
и той же абециссв, отличаются между с0бою постоянною величиною 6; 
поэтому, увеличивая или уменьшая, смотря по знаку 6, ординаты веЪхъ 
точекъ прямой А’А на величины ММ, М’№/, МИМИ,... равныя величине 6 
(фил. 40), получимъ точки №, №, М",... которыя, очевидно, составятъ 
ирямую В’В параллельную А’А. 
‚ Такимъ образомъ, изъ всего предъидущаго мы видимъ, 470 всякое 
уравнене первой степени, сз двумя перемънными х и у, выражаетв 
прямую мийю. | 

60. Докажемъ теперь, наобороть: всякая прямая лин!я выражается 
уравнешемъ первой степени. Если прямая параллельна оси ОХ, то въ 
этомъ случав всф ел точки имЪфютъ одинаковую ординату, а, слБдова- 
тельно, ея уравнене будетъь у =6 (фил. 38). Если она параллельна ‘оси 
ОУ, то вев ея точки будуть имфть одинаковую абециссу, и, слёдова- 
тельно, ея ур. будеть 2==а (физ. 39). Если прямая проходитъ черезъ 
начало координатъ, то она будетъ находиться въ одномъ изъ двухъ по- 
ложенй, показанныхъ на Фиг. 40 и 41; тогда изъ подобныхъ треуголь- 
НИКОВЪ НаходимЪ - 


МР МР’ —МирНн 
ов— “ов, — ов" =. 
ИДИ 
МР МР”  —МИРИ 
и О и, 
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Если черезъ а назовемъ это постоянное отношеше, то ур. прямой 
будеть 1 = а йли у = ат. Положимъ, наконецъ, что прямая не парал- 


лельна ни одной изъ осей и не проходить черезъ начало координатъ 
(фил. 40). Если черезъ начало проведемъ ливю, параллельную этой пря- 
мой, то по предъидущему уравнене ея будетъ у = а%; разность же между 
ординатой данной прямой и соотвфтетвующей ординатой параллельной лини 
есть величина постоянная 6; слЪфдовательно, данная прямая выразится 
уравненемъ у = ах --6. 


Зпачон!е кооффФищентовъ. 


61. Всякая прямая, непаралаельная оси у-овъ, выражается уравне- 
немъ вида 


у—= ах -- 6. 


Постоянное ® означаетъ здфсь ординату точки Н (Фил. 40), въ ко- 
торой прямая пересзкаетъ ось у; эта ордината называется ординалтою 
в5 началь координате. | 

Постоянное @ зависитъ только отъ направлен!я прямой; поэтому оно 
будетъ одно и то же для всфхъ паразллельныхъ прямыхъ; оно’ называется 
узловым коеффищентомз или коеффищентомь направлентя. Проведемъ 
черезъ начало координатъь прямую ОА параллельно данной прямой и при- 
`томъ съ той же стороны относительно оси ХХ!, какъ прямая ОУ. На- 
зовемъ уголь осей ‘черезъ 0, черезъ х уголъ, образуемый ОА съ ОХ, 
который можеть измфниться отъ 0 до т. Изъ Фигуры 40 находимъ 

__у__МР_ аш МОР _ вша 
- @—з- ОБ- заме аа)’ 
и изъ Фигуры 41, 


Е МР _ ваМОР вШое Ж_Ш ва 


‘2 ОР вт ОМР вп (а—®)  вш (—о)' 
слфдовательно, во всфхъ случаяхъ мы имфемъ 


` вп о 
(3) ` зв — а. 


‚ Если оси перпендикулярны, то это отношеше обратится въ 


(4) Чапе &=а, 
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изъ котораго опредфляется угодъ а, образуемый осью ОХ съ аи- 


нею ОА. 


Если же оси косоугольныя, то изъ ур. (3) получимъ 
азто 
еее 
(5) С 1ап5 1-- а соз0 
Такъ какъ эта формула неудобна для вычислешя угла х помошйю 4о- 
гариемовъ, то мы ее преобразуемъ слБдующимъ образомъ. Мы знаемъ: 


1 по 1 (0) _ 6 вв (5) ) 


а+1 эпа-ат 0 — а) 
апр > 
2' 


откуда 

в а-—1 9 

ыД— =—— 2. 

(6) 1алё (| ы ат 1АПВ 5 

62. Чтобы построить прямую, выражаемую уравнешемъ первой сте- 

пени съ числовыми 'коеффищентами, отыскиваемъ точки пересвченя этой 
прямой съ осями и потомъ черезъ эти двЪ точки проводимъ прямую. . 

Возьмемъ, напримфръ, ур. 2х — Зу —5. Чтобы найти координаты: 

точки пересвчен!я этой прямой съ каждой изъ осей, надобно въ ея урав- 

ненги соотв$тственно положить у — 0 и д = 0; въ сл дствте чего получимъ 


2—2, у=—5; потомъ, отложивъ отъ начала координатъ на оси абсецисеъ по 


направленю ОХ лин, равную — и на ординать по направленю ОУ! 


: 5 ; ь 
линю, равную з, получимъ искомыя точки пересъченя, 


Если же уравнеше не содержитъ постояннаго члена, то это показы- 
ваетъ, что прямая проходитъ черезъ начало; въ этомъ случа$ другая точка ея 
опредфлится, когда х дадимъ произвольную величину. Возьмемъ, напримфръ, 
уравнеше 2у -{- 3х =0; при 5==0, у=0; слёдовательно, прямая про- 
ходить черезъ начало; если положимь х=2, то у=— 8; построивъ 


точку, координаты которой суть 2=, у—=—3, получимъ вторую 
точку; а лия, соединяющая эту точку съ началомъ, будетъь искомою 
прямою. 
63. Общее уравнеше прямой лини 
А ВуУ-С=0 


содержитъ два коеффищента или два произвольные хараметра, потому 
что, раздвливь уравнеше на одинъ изъ коеффищентовъ, получимъ отно- 


4* 
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шене двухъ другихъ коеффищентовъ къ этому третьему. Когда ураввеше. 
имЪетъ видъ у— ах - 6, параметры будуть а и 6. Чтобы опредфлить 
положеше прямой лиши въ плоскости, надо дать величины двумъ пара- 
метрамъ или двумъ отношевзямъ этихъ параметровъ, которые опредБаяютъ 
ихъ величины. 


Задача 1. 


64. Найти общее уравнеше прямыхь, проходящихь черезь данную 
точку. 

Назовемъ черезъ 2’ и у’ координаты данной точки М. Уравнене вся- 
кой прямой есть 


у=аж- 6. 


Чтобы эта прямая проходила черезъ точку М, надобно, чтобы коор- 
динаты этой точки’ удовлетворяли уравненю прямой; слЪфдовательно, если 
перемфнныя координаты хи У замфнимъ координатами х!'и у’ точки М, 
то получимъ условное уравнене . 


9! = ах! + 6. , 


Изъ этого уравненя опредфляется одинъ изъ параметровъ аи $ въ 
Функщи другаго; напримфръ параметръ 6 въ хункщи а; замфнивъ въ 
уравнени ирямой 6 его величиною у'—ал!, найденною изъ условнаго 
уравненя, получимъ ; 


(7) у— у! =а (#— #1). | 


Это уравненте,- въ которомъ угловой коефФфищентъ @ остается произ- 
вольнымъ, выражаетъ всЪ прямыя, проходяния черезъ точку М. Поэтому 
если а измЪняется, прямая будетъ обращаться около точки М. 

Мы сказали, что всякая прямая выражается уравненемъ вида 
У—ах- 6, какое бы ни было ея положеше въ плоскости; но есть 
исключеше, именно, когда прямая параллельна оси у, потому что въ 
этомъ случаЪ угловой коегфищенть а равенъ безконечности, точно также 
_и ордината въ началь 6. Въ такомъ случа$, замнивъ въ уравнении (7) а отно- 


шенемъ т найдемъ 


п (у— У) = т (2—2); 
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положивъ здЪсь #=0, получимъ ур. х ==’, выражающее лино, парал- 
лельную оси у и проведенную черезъ точку М. 


Задача ии. — 


65. Черезз данную точку провести прямую, параллельную данной 
прямой. 

Пусть у=ах НВ будетъ уравнанйе данной прямой АВ, а 2! и у! 
координаты данной точки М (физ. 42). Такъ какъ Фиг. 49. 
искомая прямая должна проходить черезъ данную 
точку, то ея уравнене, какъ мы видёли, бу-‘ 
детъ 


У-У=а'в—2). 


Эта прямая, по условю, должна быть параллельна прямой АВ, по- 
этому угловой коефФишенть ея а’ долженъ быть равенъ угловому коеффи- 
щенту а прямой АВ; слБдовательно, искомая параллельная СО) выразится 
уравненшемъ . 


у— 9! = а (2—<2'). 


Задача иии. 


66. Провести прямую черезз двъ данныя точки. 

Пусть М и М’ (фи. 43) будуть двф данный точки; 2! и у коорди- 
наты точки М; х" и 9" координаты точки М’. Фиг. 43. 
Такъ какъ прямая ММ’ должна проходить черезъ 
точку М, то ея уравнене будетъ 


у % у— у’ =а (х—х). 


Остается теперь опредвлить коеффищентъ а такъ, 
чтобы эта прямая проходила также черезъ точку М’. Для этого необхо- 
димо, чтобы координаты точки М’ удовлетворяли ур. (1), и мы получимъ 


7 
у" — у —=а (1" — т’), ‚ 
откуда ь 
2" — хп й 
‚то есть: угловой коеффищентъь прямой ММ’ равенъ разности ординатъ 
двухъ данныхъ точекъ, раздвленной на разность абсциссъ этихъ же точекъ, 
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Замьнивъ въ ур. (7) а его величиною, получимъ уравнеше прямой ММ, 


ый 
(8) ) уу (в —#), 


которое можно представить въ вид® 
| але Зы + 
д уу 

Если точка М находится въ началЪ координатъ, то х’—0, 4’ —=0, 
и ур. (8) въ этомъ случаЪ получитъ видъ: 
у” 


тп 


- 


т. 


У 


67. Часто случается, что прямая опредБляется точками А и В, въ 
которыхъ она пересфкаетъ оси (физ. 44). Назовемъ 
Фиг. 44. черезъ а абециссу первой точки, 6 ординату второй, 

и пусть 


Ах - Ву -- О =0 
будетъ уравнеше искомой прямой. Если въ этомъ 


уравнеши послфдовательно положимъ у == Оби = 0, 
то получимъ точки, въ которыхъ прямая пересзкаетъ 


оси; въ слЪдстые чего найдемъ & —= — <, ь—— $ 
откуда А = _2 В = —2. Замънивъ А и В ихъ величинами, по- 
аучимъ | 
(9) - В |, 


Задача иг. 


68. Найти точку пересъченя двухь данныхь прямыхь. 
Пусть 


Ат-- В+ С=о0 
А'х - Ву - С’ =0 
будутъ уравнения двухъ данныхъ прямыхь АВ и СО (фи. 45), и М 


Фиг. 45. точка пересфченя этихъ двухъ прямыхъ. Такъ какъ 
ы 


точка М принадлежитъ каждой прямой, то ея коор- 
динаты должны въ одно и то же время удовлетво- 
рять двумъ уравненямъ; сл5довательно, рьшивъ эти 
два уравненя съ двумя неизвЪстными, получимъ ко- 
ординаты точки М. | 


НБЯМАЯ ДИНЫ, БВ 


ВС’ — СВ! СА' — Аб’ 


В ВА” 9 — АБ’ ВА" 


Если знаменатель АВ’— ВА’ не равенъ вулю, то 2 и у будуть 
имфть величины конечныя и опредъленныя, и 0б$ прямыя дЬйствительно 
пересфкутся въ точкф М. Но если знаменатель равенъ нулю, "а числители 
не равны нулю, то х и у будуть величины безконечныя: это показываетъ, 
что двф данныя прямыя параллельны и дфйствительно въ этомъ случа 


я А. А’ 
угловые ихъ коеффищенты равны: — 5 — — 5’. Въ томъ же случаъ, 
А! В’ С! 
когда д = ==», Числители и знаменатели будутъ равны нулю, и ве- 


0 
личины 5 и у представятся въ видЪ 5. Эта неопредленность показы- 
ваетъ, что 06$ данныя прямыя сливаются; дйствительно, если положимъ 
4 В' С’ | 
=в=5ж= А откуда А’ = АЁ, В’ = ВК, С’ — СЁ, внесемъ 


эти величины во второе уравнеше и потомъ раздфлимъ его на Ё, то оно 
будетъ тожественно съ первымъ. 


Задача \. 


69. Наиипи общее уравнеше прямыхь, проходящихь череззь точку 
пересьчещя двухз данныхь прямых. 


Пусть 
(10) Ах -- В+ С =0 
(11) А'х - Ву - С' =0 


будуть уравненя двухъ данныхъ прямыхъ. Этотъ вопросъ можно решить 
слфдующимъ образомъ. Изъ ур. (10) и (11) опредвлимъ координаты точки 
пересвчешя двухъ прямыхъ и потомъ’ черезъ эту точку проведемъ ($ 64) 
какую-нибудь прямую. Но этотъ вопросъ можно рёшить гораздо скоръе. 
УмноживЪ одно изъ ур. (10) и (11) на произвольную величину № и 
сложивЪ ихъ, получимъ уравнене первой степени 


(12) (да -- Ву -- ©) + > (Аж ВУ С) =0, 


которое выражаетъ третью прямую, проходящую черезъ точку перес$че- 
ния двухъ первыхъ. Дфйствительно, такъ какъ координаты этой точки въ 
одно и то же время удовлетворяютъ двумъ уравнен!ямъ (10) и (11), то 
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они обращаютъ въ нуль и величины, находяцяся въ скобкахъ, а, слБдо- 
вательно, удовлетворяютьъ уравнене (12). Уравнеше (12) выражаетъ всЪ 
прямыя, проходяция черезъ точку перес5чен!я двухъ данныхъ прямыхъ, такъ 
какъ коехфищентъ А остается произвольнымъ;зтотъ коеффищентъ можно опре- 
д®лить напримфръ изъ условя, чтобы прямая проходила черезъ. какую-ни- 
будь точку М плоскости, координаты которой суть х’ и 9’; . для зтого 
необходимо, чтобы удовлетворялось уравнене 


(да Ч Ву" + С) а (А + Ви 4 0) =0. 
отсюда 
_ _ А’ Ву С 
и А = — иво" 


Положивъ въ ур. (12) ) = 0, получимъь Ах | Ву {+ С = 0; зто 
. т 
есть первая линя. Если А замфнимъ черезъ ; и потомъ, умноживъ на ®, 


положимъ п'— 0, получимъ вторую прямую А’х ++ В’у - С’ —=0. 
Замфнивъ въ ур. (12) А его величиною (13), получимъ ур. 


04) АЕ ВУ+С Аа вс! 

Аа РВС А-В 6” 
которое выражаетъ прямую, проходящую черезъ точку М и точку пере- 
сфченя двухъ данныхъ прямыхъ. Въ этомъ уравнени числители суть 
первыя части уравнен!И двухъ данныхъ прямыхъ; знаменатели же суть 
тв же многочлены, только въ нихъ х и У замфнены координатами данной 
точки. При взгаядь на зто уравнеше прямо видно, что прямая, выражаемая 
имъ, проходитъ ‘черезъ данную точку и точку пересзчен!я двухъ данныхъ 
прямыхъ. 

Уравнен!е первой степени относительно х и у, содержащее произволь- 
ный параметръ ^, выражаеть безконечное число прямыхъ; если этотъ 
параметръ входить въ уравнеше только въ первой степени, то ур. можно 
представить въ видБ (12); тогда увидимъ, что всз прямыя проходятъ че- 
резъ одну и ту же точку, точку пересёчен!я прямыхъ (10) и (11). 


Задача 1, 


70. Узнать, натодятся ли три точки на прямой лини. 
Пусть М, М’, М" будутъ три данныя точки; х’и у’ координаты первой 
точки, 2”, у” координаты второй; х!”, у!" координаты третьей (фия. 46). 


^ 
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Угловые коефФищенты прямыхъ ММ’, ММ” суть 
УТУ УТУ (К. 66). Если три точки М, М’ М" 


ТИ * фи 

находятся на прямой зинши, то прямыя ММ’, ММ” 
сливаются, а слфдовательно угловые коеффищенты ихъ 
равпы: 


: у"— у! жк уу! 
(15) ат == Иа" 
Задача У“. 


71. Узнать, проходять ли три прямыя черезь ‘одну и ту же 
точку. 
Пусть 
Ах + Ву С =0, 
А! -- В’у | С’ = 0, 
А"е-- ВИу-- С" = 0, 


будуть уравнешя трехъ данныхъ прямыхъ. Сперва найдемъ точку пере- 
съчешя двухъ первыхъ прямыхъ и потомъ координаты этой точки внесемъ 
въ третье уравнене. 

Этотъ вопросъ можно рышить также другимъ способомъ. 

Уравнение 


(АА = (В Ву (© +26) =0. 


выражаетъ всф прямыя, проходяция черезъ точку пересченя двухъ пер- 
выхъ прямыхъ ($ 69); если третья прямая проходитъ черезъ эту точку, 
то надо опредфлить параметрь В такъ, чтобы предъидупия уравнен!я 
выражали эту третью прямую. Для того, чтобы два уравнешя выражали 
одну и ту же прямую, необходимо, чтобы коехеищенты были пропорцю- 
нальны: такимъ образомъ получили два соотношешя 


АА! __ ВВ! __ 6+ 2С! 


СОРА ВЕНЫ — 97 
съ однимъ неизвЪстнымъ ХА. Исключивъ его, получимъ условное урав- 
нене. 


72. Разсмотримъ, напримфръ, въ треугольникё ОАВ три линм, сое- 
диняющ!я средины сторонъ съ вершинами противоположныхь угловъ 
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(физ. 47). Возьмемь вершину О за начало координат, бтороны ОА и 
Фиг. 47. ОВ за оби и черезъ а и 6 означимъ стороны ОА 
. и ОВ. Линя АЕ, пересъкающая оси на разстоян!- 


5 В 
ях аи р] отъ начала, выразится уравненемъ 


точно также уравиене лини ВЕ будетъ 


2х ВИ 
НУ =1. 


Координата точки О, средины АВ, суть ог= >, ОЕ= 5: поэтому 


уравнеше прямой ОП), идущей отъ начала координать къ этой точкъ, 
будетъ 


и, 
У № 


: а Г) 
Решивъ первыя два уравненя, получимъ координаты НЯ — у — з 


точки пересвченя (+ двухъ первыхъ линй АЕ и ВЕ. Эти координаты 
удовлетворяютъ третьему; отсюда заключаемъ, что третья ливя также 
проходитъ черезъ точку (т. 

Что эти три лиши проходятъ черезъ одну точку, ‘видно прямо изъ 
того, что если первыя два уравненя вычтемъ одноизъ другаго, то получимъ 
третье. | | 

73. Примьромъ трехъ точекъ, лежащихъ. на прямой лини, служитъ 
четыреугольникь ОАСВ (фе. 48). Если четыре стороны продолжимъ 
неопредфленно, то составится такъ на- 
зываемый дополнительный  четыреуголь-‘ 
никъ; стороны, пересЪкаясь по дв, обра- 
зуютъь шесть точекъ, или вершинъ; со. 
единивъ противоположныя вершины, по- 
лучимъ три дагонали АВ, А’В’ ОС. Мы 
докажемъ, что три точки О, Е, Е, кото- 
рыя дфлять эти магонали пополамъ, ле- 
жатъ на одной прямой. } 


Фиг. 48. 


емъ стороны ОА и ОВ за оси коордиватъ; черезъ 4 и а’ озна- 
А и ОА”; черезъ $ и 65’ линю ОВ и ОВ’. Координаты 


` 
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а ь 
точки О, средины АВ, будутъ 2’ — 5, У’ == >; координаты точки Е, сре- 
а! [1 : 
дины А’В’, будутъ х" —-5, 9" = -5. Чтобы найти координаты точки 
Е, средины ОС, отыщемъ сначала координаты точки С, пересфчешя двухъ 
прямыхъ АВ’, А’В, уравненя которыхъ суть 


.с х У ея У__ 
Е 


Рьшивъ эти два уравнен!я, получимъ координаты точки С 


__ ва" 6—5) М @-а) 
о ав! —^ @-—@6'! ° 


Такъ какъ точка Е есть средина прямой ОС, то координаты ея х'", у’ 
будутъ половины координатъ точки С; сл5довательно, 


лее а Ию 
2 (а5 —а'5')? 2 (а — а'5') 


й 


Найдя координаты точекъ 0, Е, Е, увидимъ легко, что три точки 
находятся на одной прамой. Действительно, такъ какъ ‘угловые коеФ- 
Фхищенты прямыхъ ОЕ и ОЕ: 


5! (а —а') __ й 


у" — у’ _ 6—6 у!" —9 а —аво __ 6-6. 
х" —х' @а-а’ и" — аи Ф-Ы) м. 
ры — — — (1 
аб — а'б' 


равны между собой, то заключаемъ, что три точки О, Е, Е находятся 
на одной” прямой. 


Задача УЕ. 


74. Опредълить уюль, образуеный двумя прямыми. 

`Пусть у —= ах 6, и=а’х -5' будутъ уравненя двухъ данныхъ пря- 
мыхъ. Черезъ начало координатъ`проведемъ прямыя 
ОА и ОА’, параллельныя даннымъ прямымъ (9. 
49); назовемъ черезъ хи х’ углы, образуемые этими 
линями съ ОХ, черезъ У уголъ, который онЪ со- 
ставляютъ между собой. Чтобы опредфлить этотъ 
уголъ, положимъ >. Въ такомъ случаЪ очевидно, 
что У =! — а, откуда 


Фиг. 49. 


х о Хь 


т {115 а! — $305 а 
р инь А ЕН НЕО 
ап У 1 пса ао а" 
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Если оси прямоугольныя, то, какъ извфетно, 
пра —а, Чиа! — @® 
внеся эти величины въ предъидущую формулу, получимъ 


а' —а 


(16) 1апо У = аа! ° 


Если оси косоугольныя, то (6$ 61) 


4 __ 6300 И а! зт 9 
Е — а 0086’ а 5 = 1 + а! сов 8? 
и слБдовательно, 
а' — а) зт 0 
(17) ‚вар = 


1-{ ва! -|- (а- а) соз 0° 

Изъ этихъ Фформулъь находимъ зависимость, существующую между 
угловыми коехфищентамч двухъ прямыхъ, перпендикулярныхъ между собой. 
Дъйствительно, когда уголь У прямой, тангенсъ его равенъ безконеч- 
ности, и если оси прямоугольныя, то получимъ 


(18) ` 1-4 аа! =0; 

если же оси косоугольныя, то 

(19) 1 аа’ (а- а’) е080 — 0. 
аа их. 


75. Изь данной точки опустить на данную прямую перпендику- 
лярз и найти. длину этою перпендикуляра. 


Нусть 
(2) у—= ах 
будеть ур. данной прямой АВ; я’ и у’ координаты данной точки М 
Фиг. 50. (физ. 50). Возьмемъ прямоугольныя оси. Всякая пря- 


мая, проходящая черезъ точку М, выражается урав- 
нешемъ (6 64) 
у— У = а” — т). 
Чтобы эта прямая была перпендикулярна къ пря- 
мой ДВ, необходимо удовлетворить условю ($ 14) 


1 
1 аа' —= 0, откуда а’ = — 5. Замзнивъ а’ его величинсю, получимъ 


уравнене перпендикуляра МР 
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(20) уу’ = —1@-— 2). 


Координаты д и у основана Р перпендикуляра или точки пересфченя 
двухъ прямыхъ АВ и МР мы вайдемъ, рышивъ два ур. (2) и (20); но 
лучше опредфлимъ самыя разности $ —2' и у —у'. Уравнеше (2) 
можно представить въ видф ° 

у— у’ =а(#— 1) — (у! — ах! — 6); 


если въ этомъ уравнени у — У’ замфнимъ величиною изъ ур. (20), то 
получимъ 
вы а (у’ — ах! — 5) 
р! 
и, Въ сафдетне уравневя (20), 
у р 
м 
у у =" 1 + а х 
Прилагая сюда Формулу, выражающую разстояшя двухъ точекъ ($ 55), 
получимъ длину { периендикуляра МР, 


Усе ЧЕМЕВОТ = | 
= УС = У ие, 


откуда 
у" 0, 


И = У т 


Знакъ надо выбирать такъ, чтобы { была величина положительная. 
Очевидно, что числитель будетъ положительный или отрицательный, смотря 
по тому будетъ ли точка М находиться относительно прямой АЗ со сто- 
роны положительной оси у-овъ или со стороны отрицательной. Дфйствительно, 
пусть М будетъ точка, въ которой прямая АЗ пересзкаетъ линю, прове- 
денную параллельно оси У-овъ черезъ точку М; такь какъ точка. № 
паходится на прамой АВ, то ордината у, этой точки равна а2’ - 6, и 
Формула (21) обратится въ 


ЕЕ Ув 
Ут + а. 
Разность у’— у, въ первомъ случав положительна, во второмъ отри- 
цательна. Е 
Длину перпендикуляра можно опредфлить прямо изъ прямоугольнаго 
треугольника МКР. 
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МР = ММ зш ММР == == (/’ —у,) Е ыы ты 
Ут а Ч а" 

76. Возьмемъ теперь косоугольныя оси. Прямыя АВ и МР будуть 
перпендикулярны тогда, когда угловые ихъ коегФишенты а и а’ удов- 
летворяютъ условю 1-- аа’ -- (а | а’) с08 0 —=0, откуда а’ = 

1 + « ©0800 


— эре 9 Сльдовательно, уравнеше перпендикуляра МР будетъ 


й 


1 { а сов 8 

р Вы Ый: 

ие) У У = — ‘чЕова 
Рьшивъ два уравнения (2) и (22), получимъ координаты 2 и у точки Р; 

но если, какъ и прежде, опредлимъ разности х — 5’, у — 9’, то найдемъ 


(у' — ах’ — 6) (а - сов 8) 


— 2! — 
* 1+ а + 2а сов@ 


—_„„ — —_ @'— 942! а е089), 
лы 1-4 -|- 2а со? 


внеся эти разности въ Формулу, выражающую разстояше двухъ точекъ 


($ 56) 


1=У(2 — 2) + у—у’ 2 (2—2) (у — У) 086, 
получимъ 


й 


ра = (у' — ах! — ВУ (а воз 9)* | (1-Р а соз 8)*— 2(а + с08 0) (1 + а с03 0) с0з 0, 
>= 1--2а ео 8 - а? 


Раскрывъ скобки, увидимъ, что величина, находящаяся подъ корнемъ, 
иметь множителемъ 1 — с03? 09; и ее можно написать такъ 


(1 - 2а воз 0 а”) зш? 6; 
селёдовательно, 


(' — ах’ — Бу зше 
23 Е Е, 
( ) УТ 2а сов в + а*° 


Числитель будетъ положительнымъ или отрицательнымъ, смотря по тому. 
находится ли точка М относительно прямой АВ со стороны положитель- 
ной оси у-овъ или, со стороны отрицательной. Знакъ выбираютъ всегда 
такъ, чтобы [ было положительное. 

77. Во всвхъ предъидущихъ случаяхъ мы предполагали, что уравнене 
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данной прямой имЪфетъ видъ у — ах -Ь. Если это ур. будетъ имфть 
обиий видъ 


(1) Аз + Ву + С =0, 
: ь А р 
то угловой коехфищентъ @ данной прямой будетъ равенъ — 5, и принимая 


. 1 В 
прямоугольныя оси координатъ, получимъ @’ = — =, и перпенди- 


куляръ, опущениый изъ точки М, выразится уравнешемъ 


у-уУ=я@— а), 


или 
ме У 
(24) | Е А" 
р А с 
Если въ ФормулВ (21) замбнимъ а и 6 ихъ величинами — 5 — в’ То 
нолучимъ 
Аж! Ву! С 
А? + Вз 


Эта Формула выражаетъ разстояше точки отъ прямой въ прямо- 
угольныхъ координатахъ; числитель въ этой формулЪ есть первая часть 
уравненя прямой, въ которомъ х и У замфнены координатами точки; 
знаменатель есть квадратный корень изъ суммы квадратовъ коехфищентовъ 
при < и 9. 

Если оси косоугольныя, то- 


__ В— Асов в 


, 
а о, 
А — Весов 68° 


и уравнеше перпендикуляра будетъ 


И 
(26) А— Ве08 @ `В А с0в 6' 


а Формула (23) обратится въ 


г (Ах! -- Ву’ - С) зш 8 
то СУЕТ 
Знакъ числителя надо брать, смотря по положенцю точки М относи- 
тельно прямой АВ. Пусть № (фи. 50) будетъ точка, въ которой лин!я 
МО, параллельная оси у-овъ, пересъкаетъь прямую АВ; дая точки № выра- 
жене Ах -- Ву-- С равно нулю; когда коехФищентъ В положительный 
И если мы двигаемся по направленю у положительнаго, то члень Ву 
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увеличивается, и хункщя принимаетъ положительныя, все большя и большя 
величины; если идемъ въ противоположномъ направяени, то она ирипи- 
маетъ отрицательныя величины. Если В будетъ отрицательно, то заклю- 
чене будетъ обратное. 


Задача Х. 


78. Черезх точку пересъченя двулз данныхь прямыхь провести 
прямую, перпендикулярную кз данной прямой. 
Пусть 


Ле Ву 0—0, 
А'х + Ву 0'=0, 
Ат» -- Вму - С" = 0, 


будутъ уравненя трехъ прямыхъ въ прямоугольныхъ координатахъ. Всякая 
прямая, проходящая черезъ точку пересфченя двухъ первыхъ прямыхъ, 
выражается уравнешемъ вида 


(Ах | ВУ О-) (А’» -- ВУ С’) == 0. 
Чтобы эта лия была перпендикулярна къ третьей, необходимо, чтобы 


А“ (ААА 


Ро 

откуда 
О аеВВи 
== — МАИ ВЕ" 


замфнивъ А его величиною, получимъ уравнен!е искомой прямой 
(28) (А’А" -- ВВ) (Аз + Ву-- О=(А”А -- ВВ) (А-В 0) 


79. Три данныя прямыя образуютъ треугольникъ, вершины котораго 
суть точки пересфченшя этихъ прямыхъ; уравнене же (28) выражаетъ 
перпендикуляръ, опущенный изъ одной вершины на противоположную сто- 
рону. Перемъняя различнымъ образомъ значки, получимъ уравненя пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъь изъ каждой вершины на противоположную 
сторону, 7 


(АТА + ВИВ) (А'ж -- В’у + 0’) = (АА’ - ВВ” (А"д-- Ву С”), 
(АА’ -|- ВВ’) (А"з + В!у - 0") = (А!А" - В’В") (Аз - Ву-- оО). 
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Очевидно, что если мы саложимъ первыя два уравнешя, то получимъ 
третье. Отсюда заключимъ, что три высоты треугольника проходятъ че- 
резъ одну точку. 


Задача ЖЕ. 


’80. Нодти зеометрическое мъсто точекз, равно удаленныхь от» 
двух данныть точекз. 

Возьмемъ прямоугольныя оси, и пусть х'и 1’, 2” и у" будутъ коор- 
динаты двухъ данныхъ точекъ. Если черезъ х и у означимъ координаты 
какой-нибудь точки геометрическаго м®ста, то уравнеше геометрическаго 
мвста будетъ я 

(2 — =’) + (уу) 5 (а — 2" (фу, 


Иди ^ 
(09 И) ии) =. 


Это геометрическое мЪсто есть прямая, перпендикулярная въ средин$ 
прямой, соединяющей двз данныя точки. 


Задача ЖИ. 


81. Найти зеометрическое мъсто точекз, равно удаленныхь отз 
двухз данныхь прямыл. 
Возьмемъ прямоугольныя оси; пусть 


А+ Ву + С=0, 
А'т + Ву + С’ =0, 


будутъ уравнене двухъ данныхъ прямыхъ. Если черезъ х и у означимъ 
координаты какой-нибудь точки геометрическаго м$ста, то › уравнеше гео- 
метрическаго м®ста будетъ 


5 Аз + ВС | А+ вс 
(30) Узы = удивн, — 


Такъ какъ здёсь двойной знакъ, то уравнене это выражаетъ двф 
прямыя, раздфляющя углы, образуемые двумя данными прямыми, пополамъ. 


Брю и Букк. ГЕОМЕТЬА. |: 
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Уравнев!е прямой лишы отаосительно полярныхъ коорданатъ. 


82. Пусть О будетъ полюсъ и ОХ полярная ось, Подожеше прямой АВ 
можно опредзлить длиною @ перпендикуляра О), опущеннаго изъ полюса 
. Фиг. 51. на эту прямую (фи. 51), и угломъ а, который обра- 
зуетъ этотъ перпендикуляръ съ полярною осью; этотъ 
уголъ можетъ измфняться отъ 0 до 2т. Означимъ че- 
резъ р и ® координаты какой-нибудь точки М пря- 
мой. Проектируя радусъ векторъ ОМ ва перпенди 
куляръ ОО, получимъ 


[22 
е08 (м —а)* 


(31) р 608 (® — «) = а; или р = 
Это уравнене имфетъ видъ 


с 
2 Е = —_—_ 
(32) : ? А 605 в -- Ввшо 
Обратно,’ всякое уравнен!е такого вида выражастъь прямую. Въ самомъ 
дълБ, переходя къ прямолинейнымъ координатамъ, взявъ полярную ось за 
ось х-овъ и перпендикуляръ, проведенный изъ полюса, эа ось у-овъ, ура 


внене приметъ видъ Ах -- Ву = С. 


Другой водъ уравнсв!а прямой. 


83. Разложивъ уравнене (31), получимъ 


р 608 © 608 а -- о 8Ш ® вт а —= а, 


или, взявъ прямоугольныя координаты, 
)33) х сова узша — а =0. 


Фиг. 52. Первая часть уравнен!я прямой, представленная 
въ такомъ видв, имъетъ очень простое геометрическое 
значеше. Разсмотримъ какую-нибудь точку М пло- 
скости, полярныя координаты которой суть р иь, а 
прямоугольныя суть х и у. Изъ этой точки опустимъ 
перпендикуляръ МР ва прямую АЗ (физ. 52). Про- 
екщя ращуса вектора ОМ на прямую ОЛ есть р соз 
(и — а); и эта проекщя равна лини ОШ, увеличен- 
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ной или уменышенной на периендикуляръ РМ, смотря по тому, находятся 
ли точка М и начало О по разнымъ сторовамъ прямой или по одной. 
Такамъ образомъ, если черезъ р означимъ этотъ перпендикуляръ и возь- 
мемъ его со знакомъ -- въ первомъ случав и со знакомъ — во второмъ, 
то получимъ 


ар = р е08 (® — а) = сов « - увт «,. 
откуда р = 608 а | у вш « — а. 


Такимъ образомъ, нервая часть уравнен!я (33) ‘выражаеть разстояве, 
взятое съ приличнымъ знакомтъ, какой-нибудь точки плоскости, координаты 
которой суть диу, отъ прямой, выражаемой зтимъ уравнешемъ. Отсюда 
легко опредфлить координаты 2, и у, основан!я Р перпендикуляра. Дъйстви- 
тельно, такъ какъ разности 1 —4,, у— у, суть проекщи прямой РМ. ва 
объ оси, то получимъ 


д — 2, ==р 608 = (2 ©08 « Нувш « — а) сов а, 
у — 9, = р8ш «== (2 608 « {- у зш х — а) 81 2. 


Уравнеше прямой, представленное въ видф (33), очень часто употре- 
бляется во многихъ случаяхъ. 


ГЛАВА ИП. 
Кругъ. 


84. Найдемъ прежде уравнен!е круга въ прямоугольныхъ координа- 
тахъ. Означимъ черезъ а и 6 координаты центра С Фиг. 53. 
(физ. 53) и черезъ г ражусъ. Такъ какъ окружность т 
есть такое геометрическое м%сто точекъ, разетоян!е 
которыхъ отъ центра равно радтусу; то уравненеё ея 


будетъ 


(1) ба 9—6): =”; 
Раскрывъ скобки, это уравнеше можно представить подъ видомъ 
(2) а 9 Аз + ВУ С=0. 


Такимъ образомь, уравнеше крупа вз прямоуюльныхь координатахь 
есть уравнеше второй степени, которое не содержит произведеня 
< 5* 
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ху перемънныхь и в5 котором члены х? и у? имъють одинаковые 
коеффищенты. 
85. Обратно, веякое уравнене такого вида, относительно прямоуголь- 


ныхъ координатъ, выражаетъ окружность круга. Дъйствительно, уравнене 
(2) можно написать такъ 


(в (ув) =“. 


г А В 
Если построимъ точку С, координаты которой суть И -; тоЛер: 


вая часть представляетъ квадратъ разстояня какой-нибудь точки М илоско- 
сти, координаты которой суть хиу, отъ точки С. Если вторая часть будетъ 
положительна, то уравненше будетъ удовлетворяться координатами всфхъ 
точекъ плоскости, разстоящше которыхъ отъ точки С равно и } 
слфдовательно, это уравнене выражаетъ окружность круга. Если же вто- 
рая часть равна нулю, то разстояше МС равно нулю, и точка М совиа- 
деть съ точкою С, а уравнеше удовлетворится только координатами этой 
точки; слфдовательно, геометрическое мфсто приводится къ одной точкЪ. 
Наконецъ, если вторая часть отрицательна, то уравнеше не можетъ быть 
удовлетворено координатами никакой точки плоскости, потому что квадратъ 
разстоля точки М отъ точки С есть величина положительная; слфдова- 
тельно, въ этомъ случаЪ уравнеше не выражаеть никакого геометриче- 
скаго мфета. 

Фиг. 54. 86. Возьмемъ теперь косоугольныя оси, состав- 
аяющя между собою уголъ 0 (фи. 54); выразивъ, 
что разстояе какой-нибудь точки геометрическаго 
мъста отъ центра равно рад!усу, получимъ урав- 
пеше окружности: 


нии 
п 


г (3) (2—в-9—6)*-+-2(2—а)(у— БВ) сов =. 


Это ур. имфетъ видъ 


(4) д? + у? -|- 229 сово + Аз | ВУ С =0. 


Нтакъ, уравнеше круа относительно косоуюльныхь координать 
есть уривнеше второй степени, вз которомз члены х? и у? коеффи- 


щентали имъютз 1, а члень ху множится два раза на косинус 
ума осей. 
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87. Обратно, всякое уравнене такого вида выражаетъ окружноеть круга. 
Дъйствительно, три постоянныя а, 6, г? можно опредфлить такъ, чтобы урав- 
нения (3) и (4) были тожественны. Раекрывъ скобки уравнения (3), получимъ 


2? - у? + 2ту с080 —2 (а - 6 с080) х — 2 (6 + асоз 9) у 
+ “| 5? - 206 088 — т? = 0. 


Это уравнеше будетъ тожественно съ уравненемъ (4), если положимъ 


‘а Ве =, + а со8б =-&, 


а? -|- 6? {- 226 в089 — т = С. 


Первыя два уравневшя даютъ для а и 5 конечныя величины, потому что 
знаменатель 1 — с08° 9 или 81? 9 не равенъ нулю. 


Третье уравнене 
даетъ 


т?" — а" |+ 6’ 2а6 сов 9 — С. 


Поетроимъ точку С, координаты которой суть а и 6. Первая часть 
уравненя (3) выразить квадратъ разстояня, точки С отъ какой-ни- 
будь точки М плоскости, координаты которой суть хи у. Если для 7” 
найдемъ величину положительную, то уравневе будетъ удовлетворено 
координатами вефхъ точекъ илоскости, находящихея отъ точки С на раз- 
стояни 7; слБдовательно, оно выражаетъ окружность круга. Если величина 
т? будетъ равна нулю, то разстояне МС будетъ равно нулю, и уравнене 
удовлетворится только координатами точки С; сл довательно, оно выражаетъ 
одну точку. Наконецъ, если 7? будетъ величина отрицательная, то уравне- 
ве не будетъ удовлетворяться координатами никакой точки. 

ВмЪето того, чтобы опредфлять центрь С помопию его координатъ @ 
и 5, гораздо проще опредфлить его поередствомъ ореогональныхъ проек- 
щ прямой ОС на 0б$ оси. Назовемъ черезъ а’и 6” эти двЪ проекщи 
ОР и ОЕ (фи. 54), взятыя съ приличными знаками, и выразимъ, что 


проекщя прямой ОС на ту или другую ось равна проекщи ломаной лини 
ОРС или ООС. Такимъ образомъ получимъ 


а' = а +- 6 с0в8, 6’ = -{- асов 6; 
р В 
селфаовательно, а = — 22 $ — — 5 


Отложимъ на осяхъ отъ начала координатъ величины @” и 0’ и изъ 
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точекь ) и Е возставимъ перпендикулнры къ осямъ; тогда пересфчене 
двухъ перпендикуляровъ и будетъ центръ С. 
88. Уравневе окружности круга, какъ мы видфли, есть 


(5) @—а-+- 9—5 -а4— В 0088 —#"*=0. 


Первая часть этого уравнентя имфетъ слБдующее геометрическое зна- 
чеше. Разсмотримъ точку М, координаты которой суть 5 и у. Выражеше. 


(1 — а)* -- (у— 6)" - 2 (2 — а) (У — 5) воз 8 


выражаетъ квадратъ прямой МС, которая соединяетъ точку М съ центромъ 
(Фил. 55); сльдовательно, первая часть уравнен!я равна МС? — 77°, т. е. 
произведеню двухъ множителей МС -- ги МС — т, 
которые выражаютъ два отрЪзка МА и МВ ламетра, 
проведеннаго черезъ точку М; эти отрфзки будутъ 
имфть одинаковые или разные знаки, смотря по тому, 
отложены ли они по одному или по противополож- 
нымъ направленямъ. Такимъ образомъ, первая часть 
уравнен!я (3) выражаетъ произведене двухъ отрЪзковъ какой-нибудь сЪку- 
щей, проведенной черезъ точку М. Когда точка М находится вн круга, 
это произведеше равно квадрату касательной. 


Фиг. 55. 


` 
Задача 1. 


89. Найти уравнеще касательной, проведенной кз какой нибудь 
кривой. 

Мы уже опредвлили, что такое касательная, проведенная къ кривой 
вЪ точк$ М (627). Черезъ точку М и ближай- 
шую къ ней точку М’, взятую на кривой, про- 
ведемъ сфкущую ММ’; положимъ, что точка 
М! неопредвленно приближается къ точк® М: 
тогда свкущая ММ’, обращаясь около точки М, 
будеть приближаться къ предфльному положе-. 
ню МТ; эта прямая МТ называется каса- 
тельною къ кривой въ точкё М (физ. 56). 

_— Пусть д и у будутъ координаты точки прикосновещя М; а --Аы 
у -- Ё координаты ближайшей точки М’; угловой коеффищентъ сфкущей 
ММ’ есть отношене разности ординатъ двухъ точекъ М и М’ кь разно- 


Фиг. 56. 


Е о 
сти ихъ абециесъ, т.е. ;-. Когда точка М’ неопредвленно приближается къ 
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точкф М, оба приращеня # и К приближаются къ нулю, а ихъ отношеше 
Е ы 

> къ предфлу, который есть производная отъ ординаты, разематриваемой 
какъ Функщя абсциссы. Если рёшимъ уравнеше кривой относительно у 
и представимъ его въ вид$ у = } (4), то угловой коеффищентъ касательной 
будетъ у’ —= Г’ (2). Когда же уравнеше кривой ] (2, у) = 0 не рёшено, 
тогда производную у’ отъ неявной хувкщи у найдемъ изъ уравнения 
Т.- у’, = 0, въ которомъ Л!» и Р, означаютъ частныя производныя 
отъ Функщи }(2" 9), взятыя относительно 2 и относительно у. Отсюда 

/ 


(6) | ит 


Такимъ образомъ, если черезъ Х и У означимъ координаты какой-нибудь 
точки касательной, то ея уравнеше будетъ 


Задача 11. 


90. Назити уравнеше касательной, проведенной къ круц. 

Приложимъ предъидущую Формулу къ кругу, и дая простоты, положим, 
что оси прямоугольныя, и начало координатъ находится въ центр круга. 
Уравнене круга въ такомъ случав будетъ 


д у — т? =0. 
Опредёливъ у, получимъ у = И "°— 47; взявъ производную отъ 
этой ФункЩи, найдемъ 


й Е ИЕ ыы 
и у 


Если же уравненя мы не рёшимъ, то, прилагая Формулу (6), полу- 
, - т . 
чимъ ту же величину 9’ == =. Такимъ образомъ уравнене касательной 


будетъ 
У—у=—, (Х —2), или хз Х уу = а у. 


Такъ какъ точка М находится на круг, то ея координаты ‘чудовле- 
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творяютъ уравневше круга; и мы получимъ 27? -{- у* = г; въ лакомъ 
случа$, уравнеше касательной получаетъ болБе простой видъ 


(8) $ Х уу = г. 


Такъ какъ угловой коефоищентъ радуса, идущаго отъ центра къ точкЪ 


прикосновеня, есть г то отсюда видно, что касательная перпендикулярна 


къ этому радусу. 


р Задача ВИЕ. 


91. Провести касательную кз круч/ черезз точку Р, лежащую 
внъ круш. 

Уравнен!е круга, относительно прамоугольныхъ осей, начало которыхъ 
находится въ центръ, есть . 


(9) а -у =. 


Означимъ черезъ 2, и у, координаты данной точки Р (фи. 57). 
Пусть МР будетъ касательная, проведенная черезъ 
эту точку; такимъ образомъ вопросъ приводится къ 
опредфленю точки прикосновешя М. Означимъ че- 
резъ 5 и У неизвфстныя координаты этой точки. 
Такъ какъ точка М находится на кругф, то ея ко- 
ординаты удовлетворяютъ уравненшю (9); слдова- 
тельно, касательная, проведенная къ точкф М, выра- 
зится уравненемъ х Х + УХ =”. Такъ какъ ка- 
сательная проходитъ черезъ точку Р, то координаты этой точки должны 
удовлетворять ея уравненгю; поэтому мы получимъ 


(10) ха, Е уу, = т". 


Рьшивъ уравнеше (9) и (10), найдемъ величины неизвфстныхъ 2 и у. 

Очевидно, что рёшить два уравнешя (9) и (10), изъ которыхъ первое 
выражаетъ кругъ, а второе — прямую, значить найти точки пересъченя 
этихъ двухъ лин, т. е. опредблить величины хи у, которыя удовле- 
творяли бы въ одно и то же время этимъ двумъ уравневямъ, значить 
найти точки пересъчевня прямой съ кругомъ. Эта прямая, которая пере- 
съкаетъ кругъ въ двухъ точкахъ М и М’, называется прямою прикосно- 


Фиг. 57. 
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вешя. Замфтимъ, что уравненше (10) прямой прикосновеня имзетъ оди- 

наковый видъ съ уравнешемъ (8) касательной; съ тою только разницею, 

что координаты точки прикосновеня замънены координатами точки Р. 
92. Извъстно, что если имфемъ два совмёстныя уравнен!я 


А = 0, В=0 


съ двумя неизвфстными х и у, и если одно изъ нихъ замфнимъ уравне- 
немь тА -- пВ =0, которое получимъ, когда оба уравнешя умно- 
жимъ на произвольныя числа 7 и п и сложимъ ихъ, то получимъ новую 
систему уравненй 


А —0, тА -- "В =0, 


которая одинакова съ данной системой. Геометрически это выражаетъ то, 
что точки пересфчешя двухъ линй, выражаемыхъ двумя данными уравне- 
ниями, суть точки пересфченя одной изъ нихъ третьей линей. 

Мы сказали, что точки прикосновешя М и М’ опредфляются пересз- 
чешемъ даннаго круга съ прямою прикосновенй. Вычтя почленно два 
уравненя (9) и (10), получимъ новое уравнене 


д? -- у’ — 1.5 — уу =0 


— еучьуееы 


которое можетъ замфнить уравнеше (10). Это новое уравнеше выражаетъ 


2 
кругъ; его центръ, координаты котораго суть -5 и “ 


динё прямой ОР. Такъ какъ это уравненше не содержитъ постояннаго 
члена, то это показываетъ, что кругъ проходитъ черезъ начало коорди- 
натъ. Такимъ образомъ мы получаемъ кругъ, описанный на прямой ОР, 
какъ на дМаметр®; точки, въ которыхъ этотъ кругъ пересфкаеть данный 
кругъ, суть точки прикосновения. 


находится въ сре- 


Задача 1%. 


93. Провести касательную параллельно данной прямой. 
Требуется провести касательную къ кругу 


(9) и 
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параллельно прямой у = т, которая, положимъ, проходить черезт, 
начало координатъ (физ. 58). Если черезь хиу 
означимъ координаты точки прикосновешя М, то 
какъ извфстно, угловой коеффищентъ касательной бу- 


Фит. 58. 


т 
деть —. Чтобы касательная МТ была параллельна 


данной прямой, необходимо, чтобы угловой ея коеф- 
Фищентъ былъ равенъ 70; такимъ образомъ полу- 


. ея 
чимъ уравнеше — „= т, иди 


(11) у = — ит. 


Такъ какъ координаты точки М должны удовлетворять уравнен!ю круга, 
то он$ опредфлятся двумя совместными уравнешями (9) и (11), и слБ- 
довательно, точки прикосновешя М и М’ опредвлятся пересфченемъ круга 
съ прямой, выражаемой уравнешемъ (11); эта прямая ММ’ есть даметръ, 
перпендикулярный къ данной прямой ОА. 

94. Этотъ вопросъ можно рёшить иначе, и это дастъ намъ поводъ 
представить уравневе касательной къ кругу въ новомъ видф. Найдемъ 
сперва точки пересъчешя круга 2° - у* — 7? съ какою-нибудь прямою 
у=та--Ё. Исключивь У, получимь уравненме второй степени 
я (те - К) =", ии = 

(21? -- 1) 2? +- 2тка Е ® —"* =0. 


Если это уравнене будетъ имзть дфйствительные корни, то кривая 
пересёчетъ кругъ въ двухъ точкахъ, абсциссы которыхъ будутъ корни 
уравненя. Если корни будутъ равны между собой, то об точки пере- 
сфчешя сольются, и сёкущая обратится въ касательную къ кругу. Нако- 
нецъ, если корни будутъ мнимые, то прямая не перес$чется съ кругомъ. 

Такимъ образомъ, чтобы прямая была касательною къ кругу, мы имБ- 
емъ услове 


т? — (т? - 1) (Е? — 1) = 0, или А? =" (т? +1). 
Замфвивъ въ уравнеше прямой # его величиною, получимъ 
(12). у— т Е тУтя 1. | 


Это уравнеше, содержащее произвольный параметръ 7, выражаетъ 
всф касательныя къ кругу. 


КРУГЪ. 15 


Если направлене касательной будетъ дано, т. е. угловой коеффищентъ 
т будетъ извфетенъ, то мы получимъ уравненя двухъ касательныхъ, 
параллельныхъ данному направлентю. 


Задача №. 


95. Найти чеометрическое мъсто точекз, разстоянёя которых 
0т5 двутё опредъленныхь точекз находятся между собою в данном 
отношении. 

Пусть А и В будутъ двф данныя точки (41. 59). Прямую АВ возь- 
оы мемъ за ось х-овъ, а перпендикуляръ, возстав- 

ленный изъ средины АЗ, за ось у-овъ. Если 


В т 
черезъ За назовемъ разстояне АЗ, черезъ г 


данное отношен!е, и если черезъ х и // назо- 
вемъ координаты какой-нибудь точки геометри- 
ческаго мЪета, то уравненте его будетъ 


у" (2 а)" т 


уе = м 


или 
т? -- п 


(13) 2? -- 9? — Зах Е и а? — 0. 


Это есть кругъ, центръ котораго находится на оси 2; а концы д1аметра 
РЕ суть точки, которыя прямую АВ дфлаятъ въ отношени 7 къ 7. 


Задпча %°1. 


96. Найти точки пересъчешя двуть крузюв. 


Пусть | 
(14). 2 |- + Ах Ву-С =0, 
(15) пу Аз ву 0 =0, 


будутъ уравнешя двухъ круговъ относительно прямоугольныхъ координатъ. 
Точки пересфчешя опредфлятся изъ этихъ двухъ уравнений. Второй кругъ 
можно замфнить прямою 


(16) А — А) 2+ (В В)у-+ © — С) =0, 
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которое получимъ, вычтя эти уравнешя одно изъ другаго; такимъ обра- 
зомъ вопросъ приводится къ отыскивашю точекъ пересъченя перваго 
круга съ этой прямой. Если прямая перееъчетъ кругъ, то оба круга 
будутъ имфть дв точки пересёчешя, и уравлеше (16) выразить общую 
сзкущую. Если прямая будетъ касательная къ кругу, то обф точки пере- 
съчешя сольются и оба круга будутъ касаться. Наконецъ, если прямая 
`не пересфкаетъ кругъ, то оба круга не будутъ имфть общей точки. - 

‚ Во вебхъ этихъ случаяхъ уравнеше (16) имъетъ замфчательное геоме- 
трическое значене. Шервыя части уравнений (14) и (15) выражаютъ 
(6 88) произведеня отрёзковъ сфкущихъ, проведенныхъ изъ какой-нибудь 
точки М, координаты которой суть х и у, черезъь оба круга. Сравнивъ 
эти два выражешя, въ слёдстые чего уничтожатся члены второй степени, 
получимъ уравнеше (16); слдовательно, уравнене (16) выражаетъ геоме- 
трическое мЪфсто такихъ точекъ, что произведения отрёзковъ сфкущихъ, 
проведенныхъ изъ каждой изъ нихъ къ тому и другому кругу, будутъ 
равны. Это геометрическое мъсто есть прямая, которая называется ра- 
дикальноюосью двухъ круговъ. Часть этой прямой, находящейся вн® кру- 
говъ, есть геометрическое мЪсто такихъ точекъ, что касательныя, прове- 
денныя изъ нихъ къ двумъ кругамъ, равны между собой. Очевидно, что 
радикальныя оси трехъ круговъ, взятыхъ по два, проходатъ черезъ одну 


и ту же точку; эта точка называется радикальным центром трехъ 
круговъ. 


Уравнене круга отмосштельво ноляриыхъ коордымать. 


“97. Пусть О будеть полюсъ, а ОХ полярная ось (физ. 60). Назовемъ 

еее черезъ @ и х координаты центра С, черезъ 7 ра- 
дусъ, черезъ р и ® координаты какой-нибудь точки 
М окружности. Въ треугольникв ОСМ находимъ 


(17) р — 2ар с08 (® — «) { а’ — т? = 0. 


Если поаюсъ О находится на окружности, то 
а — г, то уравнеше приметъ видъ 


(8) р==2т сов (в — 2). 


Чтобы показать приложеше этой Формулы, разсмотримъ два пересЪ- 
кающеся круга. Черезъ точку пересёченя О проведемъ какую-нибудь 
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сзкущую; эта сзкущая пересъкаетъь круги въ двухъ другихъ точкахъ 
Ми М’; найдемъ геометрическое мЪсто средней точки прямой ММ’. 
Если точку О возьмемъ за полюсъ, то оба круга выразятся уравненями 


р=2" 608 (в — =), р== т” 08 (& — =), 
откуда непосредственно получимъ уравнеше геометрическаго мъста. 
р==# 608 (в — =) т" ©08 (® — =); 
это уравеше можно представить въ видё 
$ — т 608 (® — а,); 


такимъ образомъ, геометрическое мЪето есть кругъ, проходаций черезъ 
точку пересёчешя О двухъ данныхъ круговъ. 


ГЛАВА 1Ш. 


Геометрическ!я м%ста. 


98. Геометричесмя м$ста опредЪляютъ различнымъ образомъ; или даютъ 
общее свойство каждой изъ точекъ геометрическаго мфста, и выражая это 
свойство помонию алгебраическихъ знаковъ, получаемъ уравненге геометри- 
ческаго м$ста. Такъ, напримфръ, мы опредфляемъ окружность круга, какъ 
геометрическое мЪсто точекъ, отстоящихъ отъ данней точки на опредзленную 
величину; и представивъ это свойство общимъ для всзхъ точекъ геометриче- 
скаго м5ста, мы получили уравнене окружности ($ 84). Подобнымъ же 
образомь мы нашли геометрическое мфсто точекъ, разстояне которых» 
отъ двухъ данныхъ точекъ находятся между собой въ данномъ отношени 
(6 95); выразивъ это свойство, мы получили уравнене геометрическаго 
мфста. Точно также мы получили уравнеше перпендикуляра, возставлен- 
наго изъ средины прямой, соединяющей двЪ данныя точки ($ 80), и 
уравнен1я ливй, раздфляющихъ углы, образуемые двумя данными пря- 
мыми, пополамъ ($ 81). . р 

Но обыкновенно линю РО (фи. 61) опредёляютъ движенемъ точки 
въ плоскости; каждое изъ положенй движущейся точки М опредфляется 
построешемъ Фигуры, различныя части которой зависятъ только отъ про- 
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извольнаго параметра а. ИЗзЪ этого видно, что 0бф координаты хи у 
точки М суть Функщи этого перемфннаго параметра а. 
Пусть 


Е = (а). у =, (а), 


будуть ташя дв Функции. Уравнеше геометрическаго м5ста, описаннаго 
точкою М, получимъ, исключивъ изъ этихъ двухъ уравненй параметръ а. 

Каждую изъ точекъ геометрическаго м5ста геометрическое построене 
опредБляеть вообще пересвчешемъ двухъ движущихся лин, которыя, 
слЪдовательто, зависятъ отъ параметра а; пусть 


(1) Е (%, 9, а) —=0 
(2) ‚ Е, (вуа) =0 


удутъ уравнешя этихъ двухъ линй. Если этому параметру дадимъ час- 
тную величину, то получимъ двё лини Аи В, пе- 
ресвкающияся въ одной точкв М, координаты кото- 
рой хи у удовлетворяютъ двумъ совмвстнымъ урав- 
нешямъ (1) и (2). Если параметру далимъ другую 
величину а’, то обф лини будутъ имфть положення 
А’ и В’, и точка пересьчешя будетъ въ М’. Третья 
величина а” параметра дастъ двё лини А” и В" 
и точку пересъченя В", и такъ далфе. Положимъ, 
что параметръ @ изм няется непрерывно; тогда объ 
лини Аи В будуть непрерывно перемвщаться въ плоскости, и тогда 
пересёчеше М опишетъ линю Р@. Уравнене лини Р@, т.е. уравне- 
шя геометрическаго м$ста точки М, мы получимъ, исключивъ изъ двухъ 
уравнешй (1) и (2) параметръ а. Дфйствительно, исключить а изъ двухъ 
уравнений (1) и (2) значить найти систему двухъ уравненй 


(3) Е, (2, у, а) =0, 
(4) 1 (, у) = 0, 


тожественную системв двухъ уравневий (1) и (2) и притомъ, чтобы въ одно 
изъ нихъ не входила буква @. ДвЪ системы уравнешй называются тожест- 
венными тогда, когда онЪ удовлетворяются однёми и 15ми же произвольными 
величинами пзремзнныхъ. Если @ дадиМъ частную величину, то коорди- 
наты хи у точки М, въ соединены съ этой величиноо а, образуютъ 
систему величинъ трехъ количествъ 1, у, а, которыя въ одно время удо- 
влетворяютъ двумъ уравневшямъ (1) и (2). Такъ какъ система уравненй 


Фиг, (1, 
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(3) и (4) тожественна предъидущей, то эти величины удовлетворяютъ 
также уравнешя (3) и (4); слфдовательно уравнеше (4), которое не со- 
держитъ а, удовлетворяется координатами одной какой-нибудь изъ точекъ 
геометрическаго м%ста, 

Обратно, всякая точка М, координаты которой 5 и 9 удовлетворяютъ 
уравненю (4), привадлежитъ геометрическому мфсту. Въ самомъ дЪлЪ, 
если опредфлимъ величину а, уловлетворяющую уравнению (3), въ ко- 
торомъ д и у имфютъ предъидущ!я величины, то получимЪъ систему вели- 
чинъ трехъ количествъ 1, у, а, которыя удовлетворяютъ системв ур 
вненй (3) и (4). Уравнешя (1) и (2), будучи тожественны съ преж- 
ними, удовлетворятся однЪми и т5ми же величинами. ’Такимъ образомъ, 
получимъ двф лини А и В, проходящ!я черезъ точку М. 

Однако можетъ случиться, что системЪ дЬйствительныхь величинъ 
д и у, которыя удовлетворяютъ уравненгю (4), соотвфтствуетъ величина а, 
при которой уравнешя (1) и (2) не представаяютъь  дёйствительныхь 
линЙ. Это будеть, напримЪръ, тогда, когда величина а будетъ мнимая. 
Но во вефхъ случаяхъ величины 1, у, а будуть удовлетворять двумъ 
уравнен!ямъ (1) и (2). 

99. Хотя построене каждаго положен!я Фигуры, которое опредфляетъ 
различныя точки геометрическаго мфста, зависить только отъ вели- 
чины произвольнаго параметра, но часто бываетъ удобнфе, ввести въ вы- 
числеше нЪФсколько перемфнныхъ параметровъ а, 6, с,....; но тогда 
эти параметры связаны между собою такимъ образомъ, что величина 
одного будетъ произвольна, и измвнене этого параметра опредзаяетъ, 
сдздовательно, измвнене всъхъ другихъ. Если число этихъ параметровъ 
будетъ п, то они будутъ связаны между собою 1» — 1 условями. | 

Положимъ сперва, что мы имфемъ только два перемънные параметра 
а иБ, связанные между собою услошемъ 


(5) Ф (а, 6) = 0, 

и пусть 

(6) К (@, у, а, 9) = 0, 
(7) Е, (а: а, 0) =0, 


будутъ уравнешя двухъ движущихся лишй А и В, пересвчеше которыхъ 
даеть каждую точку геометрическаго м$ста. Если параметръ а мы бу- 
демъ измЪнять непрерывно, то параметръ 6, который по услов1ю (5) за- 
виситъ отъ а, будетъ также измВняться непрерывно; слЪдовательно, объ 
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лини А и В, уравневя которыхъ содержатъ эти два параметра, будутъ 
танже измфняться непрерывно, и точка ихъ пересёчешя М опишетъ ли- 
ню РО. 

Уравнеше этой лиши мы получимъ, исключивъ два параметра а и 6 
изъ трехъ уравнений (5), (6), (Т). Дъйствительно, исключить а и 6 изъ 
этихъ трехъ уравненй значитъ найти систему трехъ уравненй 


(8) Е, (5, у, а, 6) = 0, 
(9) Е, (2, у,а, 5) =0, 
(10) У (@, у =0. 


тожественную съ данной системой, и чтобы одно изъ нихъ не содер- 
жало болфе а и 6. Если а и В далимъ величины, которыя удовлетвор- 
ли бы уравненю (5), то координаты х и у точки М, въ соединеми съ 
этими величинами ви б, составятъ систему величинъ четырехъ количествъ 
х, у, а, 6, удовлетворяющихъ въ одно время уравнешямъ (5), (6), (7). 
Три уравневя (8), (9), (10), будучи тождественны съ предъидущими урав- 
ненями, будуть также удовлетворяться тфми же величинами; слфдова- 
тельно, уравнене (10), будучи независимо отъ аи 6, удовлетворится 
координатами х и у каждой изъ точекъ геометрическаго мЪета. Обратно, 
всякая точка М, координаты которой 5 и у удовлетворяютъ уравнен!ю (10), 
принадлежать геометрическому мЪ$сту. Въ самомъ дБлЬ, если опредфлимъ 
величины а и 6, удовлетворяющия двумъ уравнешямъ (8) и (9), въ кото- 
рыхъ д и у имфютъ ятредъидупия величины, то получимъ систему вели- 
чинъ четырехъ количествъ х, у, а, 6, которыя удовлетворяють системЪ 
трехъ уравненй (8), (9), (10). Три уравневя (5), (6), (7), составляя си- 
стему тожественную съ этой, также удовлетворятся, и мы получимъ двЪ 
лини А и В, проходяпия черезъ точку М. 

100. Положимъ, вообще, что мы имфемъ я перемфнныхъ параметровъ 
а, 6, с,....й, связанныхъ между собой п — 1 уравненями 


Фо: В, 
Фа (а, 6, с,...-й)=0, 
(11) В 


+ 


9: (аб, 6... —=0, 

и пусть 

(12) Р (р, у, а, 6, с,...., 1) =0, 
(13) рае — 0, 
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будуть уравнешя двухъ движущихся линЙ А и В, пересъчене которыхъ 
дасть каждую точку геометрическаго мфста. Когда параметръ а будемъ 
измвнять, друге параметры будуть также измфняться и точка М опи- 
шетъ геометрическое м$сто. Уравнеше этого геометрическаго мёста полу- 
чимъ, исключивъ ® параметровъ изъ 7% -- 1 уравнений (11), (12), (13). 

101. Мы сказали, что построеше Фигуры зависитъ только отъ одного 
произвольнаго параметра а. Если Фигура будетъ зависеть отъ двухъ про- 
извольныхъ параметровъ а и 6, то об координаты 1 и у точки М будутъ 
Функшями этихъ двухъ параметровъ 


2 = (а, 9, у=Х (а, 5). 
Этимъ параметрамъ можно дать тамя величины, чтобы точка М совпала 


съ какою нибудь точкою плоскости, иивющею координатами 2, иу,; для 
- этого надобно опредфлить диф изъ двухъ уравненй 


— — Аа, 59, —= 1/00, 

Такимъ образомъ точка М опишеть не опредзленную линю въ пио- 
скости, но цфлую плоскость. 

Отеюда видно, что въ Томъ случаф, когда имфемъ п перем$нныхъ па- 
раметровъ, необходимо, чтобы эти п параметры были связаны между собою 
п — 1 различными условями; потому что, если будетъ можно привести 
эти уравнешя къ меньшему числу, то два параметра, по крайней мЪрь, 
будуть произвольны. : 

Можетъ случиться, что двф перемённыя лини А и В пересфкаются 
въ нёсколькихЪ точкахъ; въ такомъ случа предъидущее вычислене опредз- 
ляетъ геометрическое мфето, описанное совокупност!ю этихъ точекъ. 


Задача 1, 


102. Дан уоль ХОХ и точка Р в плоскости (физ. 62); черезз точку 
Р нроводимз неподвижную съкушую РВА в сюкущую движущуюся РОС, 
проводимг прямыя АО, ВС; найти зеометри- 
ческое мъсто точки ихз переючещя М. 

Возьмемъ прямыя ОХ и ОУ заоси координатъ, 
и черезъ 2, и 9, означимъ координаты точки Р. 
Уравнеше неподвижной сБкущей РВА будетъ 


Фиг. 62. 


у а. —а (я —*;), 


въ которомъ параметръ а имфетъ постоянную 
Брю и Буке. ГЕОМЕТРИЯ, 6 
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величину. Точно также движущаяся сфкущаяся РОС выразится уравненшемъ 
у— у: =т (< —1:), 
въ которомъ т означаетъ перемнный параметръ. Есливъ каждомъ изъ этихъ 


уравнен!й послвдовательно сдълаемъ у —= 0, 1 = 0, то получимъ коорди- 
наты точекъ, въ которыхъ эти прямыя пересфкаются съ осями координатъ. 


А, у = 0, =а— 1, 

В, #=0, у=у, — аз, 
0, у=0, = — № 
О, 5=0, у=у, — тз:. 


Прилагая сюда Формулу $ 67, получимъ уравнеше прямыхъ АО, ВС, 


и) х, —^ У: — т, 
ея . у ря 
(2) и 
1 т 


Величины 2.и у, которыя удовлетворяютъ двумъ совмфстнымъ урав- 
ненямъ (1) и (2), суть координаты точки пересёчешя М двухъ пря- 
мыхъ АП и ВС; эти кобрдинаты измфняются вмфстф съ произвольнымъ 
параметромъ 1. Вычтя почленно эти оба уравнешя, получимъ 


| т а 1 1 

(. —тт, Е у (ие) = 
или - 
(3) Е РАЕН (из: У =0, 


которое въ соединеши съ уравнешемъ (1) составляетъ систему тожде- 
ственную системф двухъ уравненй (1) и (2). Пока параметръ т имфетъ 
величину различную отъ а, первый множитель не будетъ нуль; въ такомъ 
случа координаты д и У точки М должны второй множитель обращать 
въ нуль. Такимъ образомъ, координаты каждой точки геометрическаго мъ- 
ста удовлетворяютъ уравнению 


у у = 0, 
(3) | Уи 


х т, 


Это геометрическое мьсто есть прямая ОГ, проходящая черезъ начало. 


„ 
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Если 7 — а, то система двухъ уравнен!й (1) и (2) приводится къ 
уравненю (1); т. е. об прямыя АЛ и ВС совпадутъ, и точка ихъ пере- 
съченя будетъ какая-нибудь точка неподвижной сфкущей РА. 

Если мы исключимъ Другимъ образомъ, напримфръ, если бы вели- 
чину 27, найденную изъ уравнения (1), внесли въ уравнене (2), то по- 
лучили бы уравнеше второй степени, первый членъ котораго разложился 
бы на два производителя первой степени, и которые, слБдовательно, выра- 
зили бы двв прямыя: геометрическое место ОТ, и прямую РА, Это урав- 
неше будетъ 


(уу з- =, 9) у— у, —а (* — #,)] =0. 


Очевидно, что уравнеше (4) не содержитъ постояннаго параметра а; от- 
сюда слфдуетъ, что геометринеское место не зависить отъ частнаго по- 
ложешя неподвижной сфкущей РА. Отсюда выводимъ слёдующую теорему. 
Данъ` уголь ХОХ и точка Р въ его плоскости; если черезъ точку Р 
проведемъ двБ какя-нибудь свкушя РА, РО, то точка пересфчемя М 
двухъ прямыхъ АД и ВС будетъ’ всегда находиться на одной и той же 
прямой ОТ.. Замътимъ еще, что уравнеше (4) зависитъ только отъ отно- 


шеня в, т. е. отъ угловаго коеффищента прямой ОР. Такимъ образомъ 
: 


геометрическое мвсто ОТ, остается то же, если точку Р перем$етимъ на 
прямую ОР, проходящую черезъ начало. 

103. Этотъ вопроеъ можно рышить гораздо скорфе. Возьмемъ какя- 
нибудь дв оси на плоскости. Означимъ для краткости черезъ « == 0, 
В —= 0 уравнешя данныхъ прямыхъ ОД и ОВ, а черезъ у = 0 уравнеше 
неподвижной свкущей РА. Данная точка Р опредфлится не по ея коор- 
динатамъ, но пересёчешемъ двухъ данныхъ прямыхъ РА и ОР; уравнене 
этой послЬдней, какъ проходящей черезъ точку пересфченя О прямыхъ 
ОА и ОВ, будетъ В - ах = 0. Движущаяся сфкущая РС, проведенная 
черезъ точку пересфченя Р двухъ прямыхъ В -- ах = 0, у=0, выра- 
зится уравненемъ вида 


(1) Ва му =0, 


въ которомъ 1% означаетъ произвольный параметръ. Точка С, въ которой ` 
эта сфкущая пересфкаетъь прямую ОД, опредфляется двумя уравненями 
«=0, В-|-аа-- ту = 0, ии «=0, В+ жу=0. Это посльднее 
уравнене выражаетъь прямую, проходящую черезъ точку С и также че- 
резъ точку пересёчешя В прямыхъ В =0, у=0; слБдовательно, это 


6+ 
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есть уравнене прямой ВС. Точно также точка О, въ которой движу- 
щаяся сфкущая пересъкаеть прямую ОВ, опредфляется двумя уравне- 
нями В —=0, В -|- аа-|- ту=0, или В =0, а«-|- ту= 0. Прямая, вы- 
ражаемая этимъ послфднимъ уравненемъ и проходящая также черезъ 
точку пересфчешя А прямыхъ а —0, у=0, есть ни что иное, какъ 
прямая АТ. Сльдовательно, уравненя движущихся прямыхъ ВС и АО, 
пересёчен1е которыхъ опредфляетъ точку М геометрическаго мъста, будутъ 


(2) В+ ту =0 
(3) ах -|- ту = 0. 
Уравнен!я геометрическаго м$ста мы получимъ, иИсклюЮчивъ ИЗЪ ЭТИХЪ 


двухъ уравненй параметръ 7; если вычтемъ почленно эти уравненйя, то 
получимъ уравнене 


(4) | В — ах = 0. 


Отсюда заключаемъ, что геометрическое мфсто есть прямая, проходящая 
черезъ точку О. Эта прямая не зависитъ отъ у, т. е. отъ неподвижной 


сфкущей РА, и она будетъ та же самая, какое бы ни было положене 
точки Р на прямой ОР. 


Мы предполагали, что параметръь % имфетъ конечную величину; если 
т замбнимЪъ черезъ © и, умноживъ на 0, сдёлаемъ 4 —=0, то уравненя 


(1), (2), (8) приведутся къ у = 0,т. е. движущаяся съкущая совпадаетъ 
съ неподвижною сфкущею РА, точно такъ, какъ дв прямыя ВС и АО. 


Задача ни. 


104. Стороны перентнназо треузольника АВС вращаются около трех неподвиж- 
нытв точек Р, Р!’Р!, расположенных по прямой ди- 
ни, между ттьмд какё деть из5 вершин А и В пере- 
илщаются по двун5 неподвижным прямым Ш и Е; 
найти зеометрическое нъсто, описанное третьей вер- 
шиной С (физ. 63). 

Возьмемъ ва плоскости дв кав!я-ннбуль осн и озна- 
чимъ для краткости, какъ прежде, черезъ « = 0, В=0, 
уравнен{я данныхъ прямыхъ ГЛ, ТЕ и черезъ у == 0 урав- 
вен!е прямой РР’Р/”/; каждая изъ неподвижныхь точекъ 
Р, Р!, Р'! можетъ быть опредблена пересфчешемъ этой 
прямой, съ прамою проходящей черезъ точку Г. Такъ какъ 
Ге точка Г есть точка пересфчен!я прямыхъ ® =0, д == 0, то 

прямыя ТР, ТР’, ТР" выразятся уравнешямн вида 


В ав = 0, В а'« = 0, в а" «= 0, 


Фвг. 63. 
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въ которыхъ а, а', а” означаютъ постоянные коеофищенты. Чтобы построить чает- 
ное положене перемфнной Фигуры, черезъ Р проведемъ пронзвольную прямую РА! и 
потомъ проводимъ АР! в ВР”, `пересфчене которыхъ опредфлить точку С геометрн- 
ческаго мета. Такъ какъ точка -Р есть пересфчене двухъ прямыхъ у=0, р аа =0, 
то уравнеше прямой РА, проведенной черезъ эту точку, будетъ 


(1) В а | ту = 0, 


тд$ т означаеть пронзвольный параметръ. Точка А, въ которой прямая РА перес*- 
каеть прямую ТА, опредфляется двумя уравненямн а«=0, в - ва -- ту = 0, нли 
а = 0, В -- ту = 0. Уравнеше прямой АР’, какъ проходящей черезъ эту точку, будетъ 
В - ту | та = 0; коефенщенть т’ надобно опредёлить такъ, чтобы прямая прохо- 
дита также черезъ точку Р', опредфяемую двумя уравненями у = Ои ВР а'!« = 0. 
Если въ уравнен!н зтой прямой сдЪлаемъ у=0 в ё = -— @'а, то получнмъ (т'—а’) «=0; 
а такъ какъ < не равно нулю, потому что точка Р’ не находится на прямой а = 0, 
то необходимо т! — а' = 0; слбдовательно, я” = а!. Такимъ образомъ, прямая АР! вы- 
разнтся уравненемъ 


(2) в а’х- т =0. 


Точно также точка В, въ которой прямая ВР пересъкаеть прямую ТВ, опредфляется 
двумя уравнешяин в = 0, В -|- аа | ту=о0, илн В =0, аа ту= 0; прямая ВР", 
проходящая черезъ эту точку, выразится уравненемъ аа -- ту | т!" в =0. Коефеи- 
щентъ т” надо опредфлить такъ, чтобы эта прямая преходила черезъ точку РМ, перр- 


сБченге прямыхъ у=0, В Ра’! = 0. Положивъ въ этомъ уравненш у=0 и В = —а”', 
получныъ (а— т!'а”) я = 0; слВдовательно т’' = сн Такныъ образомъ, прямая ВР" 
выразится уравненемъ 

в 
(3) ди а"а) - ту =0. 


Уравнения (2) и (3) суть уравнен!я двухъ движущихся прямыхъ АР’ и ВР", перее*- 
чен!е которыхъ опредъляетъ какую-нибудь точку С геометрическаго иЪста. Исключивъ 
изъ этихъ двухъь уравнен!й параметръ т, получимъ уравнен!е геометрическаго м%ста. 
Если эти уравнен!я вычтемъ, то получимъ уравнен!е 


(4) (а' — ад а"а- (а" — ав =0. 


Отсюда заключаемъ, что искомое геометрическое мёсто есть прямая, проходящая че- 
резъ точку Г. 

105. Примъчаше {. Изъ всего предъидущаго мы выводныъ рёшене слёдующей 
задачи: В5 треуюльник (ТЕ вписать друюй треузольникв, стороны которазо про- 
ходили бы соотвътственно черезз три данныя точки Р, Р', Р", натодяийяев на 
прямой лищи. Если будемъ разсматривать перемфнный треугольникъ, стороны кото- 
раго должны проходить черезъ три точкн Р, Р’, Р’’, между тЪыъ какъ дв вершнны 
А иВ перемфщаются по прамымъ ТО, ТЕ, то геометрическое мфсто третьей вершивы 
С будеть прямая 1С. Слядовательно точка пересфченя С прямыхъ 1С в ПЕ бу- 
детъ одна изъ вершинъ искомаго треугольника, а прямыя С.Р’, С,Р!"” опредфлятъ 
АВЪ другя вершнны А, и В,. Замфтимъ, что это рёшен:е не требуетъ никакого дру- 
гаго инструмента, кром8 линейки. . 
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° Примтчаше 9. Предъидущую задачу можно легко представить въ общемъ видф. 
Разсмотримъ четыреугольинкъ, четыре стороны котораго обращаются около четырехъ 


Фиг. 64. 


иеподвнжныхъ точекъ Р, Р/!, Р’, Р”'!, рас- 
положенныхь на прямой нии, а три вер- 
шины А, В, С перемфщаются по тремъ не- 
подвижнымъ нрямымъ В, 8, Т и постараемся 
найтн геометрическое м%фсто, описываемое 


‚ четвертою вершииою О (фе. 64). 


Трн стороны треугольника ВСЕ вра- 
щаются около трехъ неподвижиыхъ точекъ 
Р, РИ, РИ’, а двЪ вершины В н С перем$- 
щаютея го неподвнжнымъ прямымъ В и Т; 
©1$ ховательно, вершина Е описываетъ пря- 
мую ЕР. Точно также три стороны тре- 
угольника АЕ вращаются около трехъ не- 
подвижныхь точекъ Р, Р’, Р", а двБ вер- 
шины А в Е перемфщаются по двумъ пря- 


мымъ Вы ЕЁ; слБдовательно, вершина О опнсываетъь прямую лин!ю. 


Оть четыреугольника точно также перейдемъ къ пятвугольнику. Такимъ образомъ, 


котда п сторонъ многоугольника вращаются около п неподвижныхъ точекъ, располо- 
кженныхь на прямой лии!и, а п — 1 вершииъ перемёщаются по я — 1 веподвижиымъ 
прямымъ, я-ая вершина опишеть прямую хин. 

Отсюда выводимъ способъ вписать въ миогоугольникъ, инфющ п сторовъ, дру- 
гой многоугольникъь съ п сторонами, проходящими черезъ я неподвижиыхъ точекъ, 


ваходащнхся ва прямой лини. 


а уравнеше движущейся свкущей будетъ 


(3) 


Задача Ш. 


106. Дан треуюльникь АВА’; черезб неподвижную точку О, взятую на ею сто- 


Фиг. 65. 


Ронь АА!, проводим доижущуюся стъкущую 0СС!'; 
проводимё первый крузв через5 три точки 0, А) Си 
второй круз через три точки 0, А!, С!’. Найти лео- 
метрическов итъето точки переспчещя М этих двутб 
кру:ов5 (физ. 65). 

Возьмемъ прямую ОА’ за ось х-овъ, а перпендику- 
ляръ ОУ, проведенный изъ точки О, за ось у-овъ. Если 
черезъ аи а' назовемъ абсциссы точекъ А и А!, то 
уравнен!я двухъ неподвижныхъ прямыхъ АВ, А'В бу- 

А 


у—=с (1 — а) 
ус! (д—а!), 


у = тх, 


въ которомъ т означаеть перем$нный параметръ. Координаты точки С мы получямъ, 
рёшивъ уравнен!я (1) и (3); такимъ образомъ получимъ 
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са тса 
) у —= . 
с —т с—т 


Уравнен!е всякаго круга, проходящаго черезъ точки О н А, будетъ 
21* + уз — ах — бу =0, 
въ которомъ параметръ $ произвольный. Этотъ параметръ мы опредфламъ, выразивъ, 
что кругь проходитъ черезъ точку С; тогда мы получвмъ 
а (ст -{ 1) 
5=——; 
с—т 
слздовательно уравненше круга, проходящаго черезъ три точки 0, А, С, будетъ 
а (ст +1 
_ @ < р 


с—т 


(4) = у’ — ад 6. Е 


Если въ этомъ уравнеши а и с зам$иимъ черезъ а’ и с', то, очевидно, получимъ 
упавнев!е круга, проходящаго черезъ три точки О, А', С’, 
в та + р 


= 0. 
"Шт 


(5) у 2 \—а’х 


Чтобы получить уравнене геометрическаго м$ста точки пересвчен!я М двухъ кру- 
говъ, иадобио изъ двухъ уравнев!й (4) и (5) исключить перем$иный параметрь т. 
Сравиивъ величины т, найденныя изъ уравнен!Я (4) и (5), получимъ уравиеи!е 


с (12° у — 2) —ау _ с! (2 у*— ат) — у 
(2 Ну" ах) Неа (пу ат) фа 
преведя къ одному знаменателю, получимъ 


(с —с') (2 у — а2) (#1 -ур-ез) | аа, 


пан + @ - со) у [@' (2* - у — а=) — а (д-р у —а!=)] =0, . 
- (с— с’) [(2*- у*)— (а а) = (а - у) | аа! (2-6 у")] 
+ се!) (а'—Фу®- у) =0; 


взявЪ 2* -|- у? общамъ множителемъ ин раздливъ на с —с', найдемъ 


(6) (2 у | 1 у’ — (а а)х— ПЕ 6—9) а') уе |0. 


е—с' 
Это уравнен!е разлагается на два уравнен!я: одно ыы 
у 2 у —=0 
опредфляетъ точку 0, въ которой всегда пересфкаются два движущеся круга; другое 


(0) а* у? — (аа) 2 — 


есть уравнеше геометрическаго мфста точки М. Это геометрическое м5сто есть кругъ. 
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Можно сказать # рмом, что три точки В, А, А’ принадлежать геометрическому 
мъфету. Въ самомъ дЪлЪ, если движущаяся сёкущая проходить черезъ точку О, то оба 
круга пересфкутся въ В; эта точка составляетъ часть геометрическаго мёста. Поло- 
жимъ, что сфкущая длается параллельною прямой А’В; тогда точка С’ удаляется въ 
безконечности, второй кругъ сливается съ прямою ОА!, которая пересфкаетъ первый 
кругь въ А. Точно также получим точку А’, когда сБкущая сдлается параллельною 
АВ. Сверхъ того, легко повфрить по уравнен!ю (7), чго геометрическое мЪсто про- 
ходнтъ черезъ три точки В, А, А!. Такимъ образомъ искомое геометрическое м5сто 
есть кругъ, описанный около треугольника АВА’. 


107. Замьчаже. Иногда случается, что одна изъ двухъ движущихся 
кривыхъ А, В, пересъчеше которыхъ опредфляеть точку М геомвтриче- 
скаго мета, проходитъ черезъ неподвижную точку Р. Въ этомъ случа 
координаты этой`точки Р удовлетворяютъ уравнешю, которое получимъ 
черезъ исключеше. Действительно, положимъ, что уравненя двухъ лишй 
содержатъ п перемфнныхъ параметровъ, связанныхъ между собою п — 1 
отношенями: если координаты х, и`у, неподвижной точки Р удовлетво- 
ряють уравнешю лиши А, при всЪхъ величинахъ параметровъ, то, зам$- 
няя фи у черезъ 2, у, въ уравнеши лини В, получимъ уравнеше, 
которое, въ соединеши съ п — 1 условными уравнен!ями, составятъ 
систему п уравненй, опредфляющихъ величины этихъ параметровъ. (об- 
ственно говоря, эта точка Р не будетъ точкою геометрическаго м$ста, 
если найденнымъ величинамъ не будутъ соотвётствовать дЪйствительныя 
лини. ь | | 

Въ этомъ случав иногда случается, что точка Р входитъ въ уравне- 
ше частнымъ множителемъ, котораго можно уничтожить; уничтоживъ 
этого. множителя, уравнеше выразитъ самое геометрическое мЪсто. Но 
часто бываеть невозможно разложить первую часть уравненя на два 
производителя; въ такомъ случаБ точку Р должно разсматривать, какъ 
особую точку, связанную съ кривой. Слвдующй прЕмрЕ представляетъ 
первое обстоятельство. 


Задача и". 


108, Данз крузб и внутри езо неподвижная точка Р; около точки Р обращаем5 
прлиой ушюлё АРВ; пряною лишею соединлем5 двъ точки А и В, в5 которыхё сто- 
роны прлмаю ума переспкают5 круз, и из точки Р опускаенз перпендикудярз РМ 
на прямую АВ; найти зеонетрическое иъсто осповабя М перпендикуляра (фиг. 66). 

Возьмемъ за ось г-овъ даметръ ОР, за ось у-овъ перпендикулярный х!аметръ; въ 
такомъ случа$ данный кругъ выражается уравнешемъ 


{1) ту = р у 
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Пусть 
(2) у=ах- 6 


будетт уравнен!е` сБкущей АВ. Если изъ двухъ уравнёвшй (1) н (2) исключимъ у, то 
получимъ ур. второй степени 


Фиг. 66. (3) ‚ (1-4 *-- 9 аб 5—8 —=0, 


корни котораго выражаютъ абсднсы х’н 2” точекь Ан В; 
‚ ординаты же будуть ах +6, ах" -- 65. Если черезъ с озна- 
чимъ постояпную длину ОР, то угловые коеффищенты двухъ 
прямыхъ РА и РВ будуть 

и у" ах О. ан, 


еее › ИДН 
5'—с!!' —с же’ а" с’ 


такъ какъ уголь АРВ прямой, то я услове 


а) а" _ 


о @ат-9 1 


Нан 
а“) а!" | (46 — в) (в! «+ -=0; 
# 
замёнивъ х'-- х" н 2'2” нхъ величинамн изъ уравнен/я (3), получимъ соотношене 
(4) .- (1 -- а*) (@#*— 1) +25 (ав + =0 


между двумя перемёнными параметрамн а н 6. 
Уравнен!е перцендикуляра РМ, опущеннаго изъ точки Р на прямую АВ, бухетъ 


(5) ` у=-т@е-о. 


Точка М опредбляется уравнен!ями (2) н (5), перем нные параметры которыхъь ан ф 
удовлетворяютъ уравнению (4). Исключнвъ нзъ трехъ уравненй (2), (4), (5) эти. два 
параметра, получимъ уравнен{е геометрическаго м%ста точки М. Изъ уравнения (5) 


РЕ а ее 
находим а — = 7 ы цотомъ изъ уравнения (2) находимъ $ = ее. “ ей 


Внеся 


этн величины въ уравнеше (4)  получныъ уравнен!е 


— 18` с 
(6) Не-а = +7 )=о 


которое разлагается на два уравненя; иЗЪ нНхЪ одно: у -|- (5 — 6)* = 0 опредфляетъ 


точку Р; другое 
— 
(7) 


с 
Е 2 у — сх + р] =0 


выражаеть искомое геометрическое иъсто. | 


Очевидно, что точка Р не принадлежить къ такому теомегрическому м%сту, ко- 
горое опредфляемъ; но легко понять, какъ анализъ ее вводить въ результатъ. Коор- 
динаты г = с, у = 0 точки Р удовяетворяютъ ‘уравненю (5) прн всфхъ велачинахъ 
параметровъ; слфдовательно, изъ двухъ уравненй (2) н (4) можно опредфлить вели- 


90 КНИГА П, ГЛАВА Ш. 


чины, соотвётствующ!я двумъ параметрамъ аи 5; такимъ образомъ находимъ а = == {, 
$ = — ас. Это есть приложен!е замфчан!я, сдЪланиаго въ $ 98. 

Изъ уравнен!я (7) видно, что геометрическое м$сто есть кругъ, центръ котораго 
находнтся на прямой ОР. Чтобы его построить, надобно опредфлить оба конца д1а- 
метра СР. Если проведемъ прямныя АВ’, ВА’, образующя съ маметромъ ОР углы въ 
45°, то хорды АА’ ВВ’, будучн перпендикулярны къ этому д!аметру, опредфлять двъ 
точки Син О. Точно также, отыскивая геометрическое м%®сто средины М’ хорды АВ, 
получниъ тотъ же кругъ. ДЪйствительно, эта средииа опредфляется пересфченемъ 
хорды АВ съ перпендикуляромъ, опущениымъ изъ центра иа эту хорду. Такъ какъ 
уравнен!е этихъ прямыхъ есть 


1 
у=ах +6, И, 


то уравнеше геометрическаго мъста мы получимъ, исключивъ изъ этихъ двухъ урав- 
ненШ и уравиен!я (4) два перемфиные параметра а н 6, 


вау (ии +° =") =; 
\ 


это уравнене разлагается на два, изъ которыхъ одно опредфляетъ точку 0, посторон- 
нюю геометрическому м%сту; второе кругъ. 


Задача т. 


109. Найти зеометрическое мъсто таких точек, чтобы осповашя перпендику- 
ляровв, опущенных из5 каждой точки на три Орле нозьннкя АВС, находи- 
лись на прямой лищи. 

Пусть 

д сова -|- уша — р, =0, 
(1) сов $ + уп ё — р, =0, 
: х совс - увше — р, = 0, 


будуть уравнешя трехъ сторонъ треугольника, относительно какихъ-нибудь прямо- 
угольныхь осей, н для краткости Черезъ ©, В, у озиачниъ первыя части этнхъ урав- 
нен!й. Назовемъ черезъ х и у координаты точки М геометрическаго м5ста, черезъ 
ну, я, ну, 2, и у, координаты оспованй перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
точки М на стороны треугольника. Тогда получимъ ($ 83) 


`2—=#, = 6084, х-х.=18 6086, + —, = усове, 
у — у: =а вша, у— у, =В з1б,  у— у, = ув с. 


Уравнеще геометрическаго м%ёста мы получимъ, выразивъ, что эти три точки нахо- 
дятся на прямой лини. Для этого надобно сравнить хва отношен!я и, р › 
сы м. 


которыя можно представить въ ви 


И-У-ш-у_в--и 
(<. —1)—(х.—х) (1,—х) (и, —<) 


ГЕОМЕТРИЧЕСК:Я МБСТА. 91 


Такимъ образомъ получнмъ уравнен{е 


Вто — авт а узшс — авша 


В с08ё — асова усов с — асова 
пли ь 
(2) ой вш (8 — @) -- Вуз (с — В) - уа в (а — с) = 0. 


Такъ какъ <, й, у означаютъ многочлены первой степени отиосительно д н у, то оче- 
видно, что уравиеш{е (2) есть второй степени. Коеффищенть при ху есть < 


вт (@ -- 6) в (6 — а) - вю (5 -- с) вш (с — В) + ва (с - а) в (а — с); 
замёинвъ здёсь пронзведен1е синусовъ разностью косинусовъ, получнмъ 


(сов За — с0з 96) -| (©0896 — сов с) -| (сов 2с — сов За). 
баб: —онерыиеЩь С бныь о аа 


этотъ коеффнщентъ равенъ нулю. Коеффищенты при 45° и у’ суть 


А = е08 а со8 В в (5 — а) - 05 8 е08 свш (с — 8) -[ е0в с с0в а вш (а — с), 
В = эта ворбаю ($ — а) -- заозш св (с — 5) | зшезшави (а — с). 


Если вычнелимъ нхъ суиму и разность, то получимъ 
АВ сов (а -|- 5) вш ($ — а) -|- сов (6 -| с) ва (с — 8) -| е0в (с - а) вш (а — с) 


_ #126 — зш2а -- 212 с — 126 -|-- т2а — вс _ 


2 о, 


А-В = сов (а — 6) в ($ — а) - ов (6 — с) в (с — 6) + 008 (с — а) вш (@— с) 


° _ 812 $ — а) + 812 (е—6) { ви 2 (а — с) 
. у 2 


= — 28 ($ — а) в (с — 6) в (а — ©); 
отсюда к З 
А = В== — в (6 — а) № (с —Юзш (а—©). 


Такимъ образомъ геометрическое м5сто есть окружность круга. Такъ какъ урав- 
нен!е (2) будетъ удовлетворено тогда, когда въ немъ сдБлаемъ' В == 0, у=0, то точка 
А будетъ принадлежать геометрнческому м$сту; то же самое скажемъ о точкахъ Ви С; 
слфдовательно, геометрическое м%ето есть кругъ, описанный около треугольника 
АВС. 

110, Надобио обратить вннман!е на вндъ уравиен!я круга, описаннаго около тре- 
угольинка. Первая часть этого уравиен!я вмфетъ очень простое геометрическое аиа- 
ченше. Чтобы показать его, положнмъ, что начало координатъ находнтся внутри тре- 
угольннка: АВС (фи. 67), н что углы а, 6, с, заключающиеся между 0 и Зл, располо- 
жены по возрастающниъ велнчннамъ. Разсмотримъ точку М, коордннаты которой суть 
1 ну, и которая находнтся внутра треугольника. Изъ этой точкн опустнмъ перпен-` 
днкуляры на стороны треугольника и основан!я этихъ перпендикуляровъ соединныъ; 
тогда получимъ треугольннкъ ОЕЕ. Буквы а, В, у означаютъ длины этихъ перпеиди- 
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куляровъ, взятыя здфсь со знакомъ —; сверхъ того, этн перпендикуляры ныфютъь на- 
правлен!е одннаковое съ направленшемъ перпендикуляровъ, проведенныхъ изъ начала, 
н которые служать къ опредфлению угловъ а, 6, с. Членъ 
Фиг. 67. — а вт ($ — а) равенъ МО ХУМЕХ вт ОМЕ, т. е. выражаетъ 
двойную площадь треугольника ОМЕ; два друге члена точно 
также выражаютъ двойныя площадн треугольннковъ ЕМЕ, 
ЕМО; такнмъ образомъ первая часть уравнешя (2) выражаетъ 
двойную площадь треугольннка ОРЕХ. 

Разсмотрныъ теперь точку М’, находящуюся вн тре- 
угольника АВС. Въ этомъ случа мы ныбемъ « = — М/О,, 
В = —М'Е’, у= - МЕ’; тогда первая часть уравнен!я вы- 
ражаеть двойную разиость между треугольннкомъ О'М’Е’ н 
суимою треугольннковъ Е'М/Е’, Е’М'’О’; это есть также хвой- 
мая площадь треугольннка Р’Е’Е’, взятая со анакомъ -- или —. Такныъ образомъ, 
какое бы ни было положене точки М въ плоскостн, первая часть уравненя выра- 
жаеть двойную площадь треугольника ГЕЕ, ваятую со знакомъ + или —. СлБдова- 
тельно, уравнен!е (2} показываетъ, что площадь треугольника РЕЕ равна нулю, т. е. 
что три точкн ОЕР находятся на прямой лнни. 

Еслн черезъ г назовемъ рад1усъ круга, опнсаннаго около треугольника АВС, а че- 
резъ @ разстояще точки, координаты которой суть д ну, отъ центра круга, то первая 
часть уравнен (2), которую можно представить въ вндь 


Ау +...) 


будеть равна А (4* — 7*). Это выражен сохраняетъь одннъ н тотъ же знакъ, пока 
разстояше 4 меньше г, т. е. пока точка М остается внутри круга; когда же точка М 
находится вн$ круга, оно получаетъ обратный знакъ. 

Изъ предъндущаго вндно, что геометрическое мфсто такнхъ точекъ—какъ площадь 
треугольника, вершины котораго суть основан!я трехъ перпендикуляровъ, равная дан- 
ному колнчеству #, составляется изъ двухъ круговъ, выражаемыхъ- уравненями 


` аб вш ($ — а) -- руна (с — 5) -{ уа вш (а — с) = == 2%. 


Эти два круга концентричны кругу, опнсанному, около треугольника АВС; одинъ изъ 
нихъ, прн всякой велнчнн$ данной площадн, будетъ внъшнимъ н всегда дЪйствитель- 


нымъ; другой будетъ внутренн!, а дъйствнтельнымъ онъ будетъ только тогда, когда 
данная площадь меньше абсолютной величины 2— 


, ПРИМ ЗРЫ. 

1-й. Выразнть площадь треугольника н какого-нибудь многоугольника въ Функци 
координатъ вершин. 

2-й. Найтн площадь треугольннка, составленнаго тремя прямыми, уравненя кото- 
рыхъ даны. —_ 

3-й. Въ плоскостн даны ю точекъ А, В, С....н п велнчинъ т’, ж'!, т!’...., 
которыя соотвфтствуютъ этимъ п точкамъ; на прямой АВ возьмемъ такую точку М» 
чтобы разстояня этой точки отъ двухъ первыхъ точекъ былн въ отношенш т’ къ т. 
ЦПотомъ на прямой М,С, соединяющей точку №, съ третьей точкой, возьмемъ такую 
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точку №, чтобы ея разстояия отъ точекъ №, н С былн въ отношен!н т/”^ къ м/т”; 
потомъ на прямой №0, соеднияющей точку №, съ четвертою точкою О, возьмемъ такую 
точку №. чтобы ея разстоян/я отъ точекъ №. н О былн въ отношен:н мах кът! - тт”, 
и такъ далфе, до тзхъ поръ, пока пе дойдемъ до послёдней даниой точки. Найти коор- 
динаты послфдней точки дфленя, которая нааывается центром5 пропорцональныхв 
разстолнй. 

Въ темъ случа$, когда множители т’, т’, т’’”.... равны между собою, посявд- 
няя точка р$лен!я называется центром5 средних разстолюй. Найтн, нанрвмръ, 
центръ пропорщюональныхъ раастоян!Й трехъ вершниъ треугольннка; опред лнть отсюда 
центръ тяжестн треугольника, центръ впнсаннаго въ него круга, точку пересфчен!я 
трехъ его высотъ н цеитръ описаннаго около него круга. 

4-й. Найтн геометрическое м$сто такнхъ точекъ, чтобы сумма произведен! нзъ 
квадратовъ разстоянЙ каждой нзъ ннхъ отъ ю давныхъ точекъ на постоянныя велн- 
чнны т’, т” т!'...., была бы равна данпой величин$. р 

5-й. Геометрическое м$сто центровъ круговъ, которые видны изъ двухъ даниыхъ 
точекъ подъ даннымн угламн. 

6-й. Геометрическое ифсто центровъ круговъ, которые въ даметрально противо- 
положныхъ точкахъ пересфкаютъ два данные круга. 

1-й. Геометрическое м$сто такнхъ точекъ, чтобы сумма разстоян!й кажлыхъ двухъ 
отъ двухъ прямыхъ и вообще отъ нёсколько данныхъ прямыхъ была постоянна. 

8-й. На двухъ взанмно перпендикулярныхъь прямыхъ ОХ, ОУ построенъ перемЖи- 
ный четыреугольникъ ОАВС, периметръ котораго равенъ 2а; перпендикуляръ, прове- 
денный нзъ вершнны С на д!агональ АВ, проходнтъ черезъ опредфленную точку. 

9-й. Построивъ ®нгуру, изъ которой доказывается теорема о квадрат гипотеиузы 
прямоугольнаго треугольника, доказать, что двф прямыя, соедвияющя концы гипоте- 
нузы съ вершннамн квадратовъ, построенныхъ на протнвоположныхъ сторонахъ, 'пере- 
сфкаются на перпендикулярф, опущенномъ нзъ вершины прямаго угла иа гипотенузу. 

10-й. Изъ опредёленной точки Р проводныъ касательныя къ кругамъ, которые 
проходятъ черезъ дв данныя точкн. Найти геометрическое м$сто точкн, въ которой 
хорда прикосновен!я перес$каеть д1аметръ, проходящ И черезъ точку Р. 

11-й. Данъ правильный шестнугольннкь АВСОЕЕ; соеднняемъ А съ (нЕ; черезъ 
центрь проводнмъ какую ‘ннбудь сЪкущую, которая пересфкаеть дв$ прямыя АС и 
АЕ въ точкахь @н [; потомъ соеднняемъ В съ @Сн Е съ Н; найтн геометрическое 
мЪсто точкн пересфчен!я этнхъ двухъ прямыхъ. й 

19-й. Доказать, что окружности, описанных на трехъ агоналяхъ полнаго четыреуголь- 
иика, какъ на даметрахъ, попарно ныфютъ одну н ту же радикальную ось- 

18-й. Даны пять прямыхъ; беремъ изъ нихъ четыре, образующ!я полный четыре- 
угольнвкъ, въ которомъ средины трехъ д!агоиалей находятся на прямой лини; дока- 
зать, что пять прямыхъ, подученпыхь такнмъ образомъ, пересзкаются въ одной точк®. 

14-й. Даны три точки А, В, С н двё прямых Х, У; на АВ, какъ дтагонали, по- 
строимъ параллелограмъ, стороны котораго былн бы параллельны Х н У; точно также 
поступаемъ съ В, Сн С, А. Доказать, что друйя дгагоналн трехъ ооо чоЕ 
проходятъ черезъ одну точку. 

15-й. Даны четыре орямыя А, В, С, 0; по тремъ изъ нихъ строимъ треугодь- 
пакъ, посредствомъ котораго опредфляется точка встрёчи высотъ. Доказать, что че- 
тыре точкн, полученныя такнмъ образомъ, иаходятся на прямой лин. 

16-й. Ланы два опредфленные круга; два перемЪнные круга касаются между собой 
н съ предъидущеми; найти геометрическое м$сто ‘точкн првкосновеня перечфипыхъ 
Бруговъ. 
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17-й. Беремъ на окружности произвольно четыре точки; доказать, что лин, раз- 
дЪляющя пополамъ три пары прямыхъ, которыя проходатъ черезъ этн четыре точки, 
параллельно попарно. 

18-й. Найти геометрическое мЪсто такой точкн, что хорда прикосновен!я каса- 
тельныхъ, проведенныхъ изъ этой точки къ тремъ даннымъ кругамъ, перес5каются въ 
одной и той же точк$. 

19-й. Данъ уголь АОА! и точка С на лин, дБлящей уголь поподамъ. Уголъ по- 
стоянной величины вращается около его вершнны, находящейся въ (С; соединяемъ 
точки пересёчен!я В и В’ сторонъ движущагося угла съ сторонамн неподвижнаго угза; 
изъ точки С опускаемъ перпендикуляръ на ВВ’. Найтн геометрическое мЪсто основа- 
на перпендикуляра. 

20-й. Даны четыре прямыя А, В, С, 0, которыя, будучн взяты по три, обра- 
зують четыре треугольника. Прямая А принадлежить тремъ этныъ треугольннкамъ; 
центръ круга, опнсаннаго около каждаго изъ нихъ, соединяемъ съ вершииою, не на- 
ходящеюся на А; трн прямыя, полученныя такимъ образомъ, пересёкаются въ одной 
н той же точк$ У; четыре точки, подобных ТГ, в дентры четырехъ круговъ находатся 
на одной н той же окружности. 

21-й. Даны различные кругн, которые, будучи взяты по два, нм5ютъ одну н ту 
же радикальную ось; если перемённый кругъ пересёчетъ два изъ этнхъ. круговъ подъ 
постояннымн углами, то онъ перес$четъ также каждый нзъ другихъ круговъ подъ по- 
стояннымъ угломъ. 


КНИГА ТРЕТЬЯ, 


Бривыя втораго порядка. 


ГЛАВА Г. 
Построен1е лин!й втораго порядка. 


111. Общее уравненге второй степени съ двумя неизвфстными х и уесть 
(1) Ах-НВгу-РСу?--Оя-Еу-Е=0; 
это уравнеше содержитъ Цять произвольныхъ 
параметровъ, т. е. отношеня пяти коефФищен- 
товъ къ шестому. Сперва положимъ, что одинъ 
изъ коефФищентовъ при 2? и 4?, напримфръ С 
не будетъ равенъ нулю, и рфшимъ это урав- 
неве относительно 9; тогда мы получимъ 


@ у Е в Туя Е, 


а М = В* —4АС, М = ВЕ — 200, 
Р = Е? — 4СЕ, 


Фиг. 68. 
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Построимъ прямую ОО’, выражаемую уравнешемъ. 


Дая каждой величины х надобно по об стороны прямой ОО’ откла- 
дывать на ординат длину, равную 


1 —_—_—_—_— 
| У= ж ИМ -- 2№ + Р. 


Прямая ОО’ (физ. 68), которая длитъь на двз равныя части хорды, па- 
раллельныя оси ОУ, называевся Фаметромз кризой; а У есть величина 
ординаты, отсчитываемая отъ даметра. Такимъ образомъ, построеше гео- 
метрическаго мЪста приводится къ изученю трехчлена 


Мл" -{- 2№ --Р; 


и такъ какъ видь геометрическаго мъста главнымъ образомъ зависить отъ 
знака коефФищента М, то надо различать три главные случзи. 


Эллииеъ. 


112. Разсмотримъ прежде случай, когда коехФищентъ' М, т. е. В* — 
ААС, имъетъ отрицательную величину. Ордината У будетъ дъйствительною 
въ томъ случаЪ, когда трехчленъ будетъ имътъ положительную величину. 
Чтобы узнать знакъ трехчлена, когда х измвняется, ему даютъ различные 
виды; воть почему разсматриваемый нами случай дфлится въ свою оче- 
редъ на три друге. 

1° №* — МР> 0. Оба корня трехчлена дЪйствительны и не равны. Оз- 
начимъ черезъ х’ самый меньшй, а черезъь х" самый болышйЙ, тогда 
трехчлень можно Написать 


> 


М (#— 2’) (2 — 1") ии — Ме — т’) (2" — =); 


трехчленъ будетъ положителенъ, и слдовательно, ордината У будетъ дЪй- 
ствительная при всфхЪъ величинахъ 2, заключающихся между х’и &"; 
наоборотъ, трехчлевъь будетъ отрицательный, и ордината будетъ мнимая 
при веёхъ величинахъ х меньшихъ 2’ или большихъ д". 

Возьмемъ на оси 2-овъ двБ точки Р’и РИ, абсциссы которыхъ суть 
хи", и черезъ эти точки проведемъ лини Р!А/, РИА”, параллельныя 
оси у; тогда всякая кривая будетъ заключаться между этими двумя парал- 
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лезьными. Такъ какъ при измфнени абециссы х отъ х’ до 2”, У со- 
храняетъ конечную величину и возрастаетъ отъ нуля, и снова‘ обращается 
въ нуль; такимъ образомъ, получимъ сомкнутую кривую, которая прохо- 
дитъ черезъ точки А’и А", и которая называется эллитсомз. : 

Везичина х, заключающаяся между х’и х!" будетъ абецисса точки 
Р, закючающейся между точками Р!и РИ, а соотвфтетвующая вези- 
чина У будетъ 


вв "С №. РР”. РРи. 


Перемфнное произведене РР’. РРИ двухъ отрьзковъ прамой Р’Р" равно 
квадрату ординаты круга, описаннаго на ‚ какъ на даметръ;. когда 
точка Р перемфщается отъ Р’къ точкё [, срединё РР” то ордината 
круга, а слфдовательно, величина У, которая ей пропорщювальна, возра- 
стаетъ; она уменьшается, когда точка Р перемьщается отъ Г до РИ; 
слфдовательно, величина Х достигаеть тахипит, когда точка Р находится 


д-р м’ 
въ Г т. е. когда х — = = -_* это наиболыная величины равна 


С’ — д! —М : : 
РЕ . Отложивъ въ обв стороны отъ точки С, средины дгаме- 


тра А’А", по ординат линию, равную этой наибольшей величин, по- 
лучимъ дв точки В’ и В” кривой, и проведя черезъ эти точки линш, 
параллельныя даметру, составимъ паразлелограмь ЕСКН, въ которомъ 
будетъ заключаться эллипсъ. : 

Очевидно, что двумъ точкамъ Ри ©), одинаково отстоящимъ отъ сре- 
дины Г, соотвтствують равныя везичины У; отложивъ эти величины но 
об сторовы даметра ОО’, получимъ четыре точки М, М’, №, №. Такъ 
‘какъ два треугольника СВМ, СЭМ! равны, то три точки М, С, № нахо- 
днтся на прямой лини, а точка С есть средина` ММ’; такимъ образомъ, 
всЪ точки кривой попарно симметричны отиосительно точки (С, средины 
даметра А’А"”; слёдовательно, эта точка (есть центрз зллипса. Очевид- 
но также, что прямыя ММ, М’М’ параллельны даметру А’А", и каждая 
изъ нихъ дфлится прямою В’ЗВ" пополамъ; эта прямая есть второй д- 
метръ. Д1аметры А’А", В’В", изъ которыхъ каждый дБлитъ пополамъ 
хорды, параллельныя другому, называются сопряженными Фаметрами 
эллипса. 

113. Замьчанще. Такъ какъ 


Ми 2 РЕМ: (ли, Ре, 
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то урэвнене (1) можно представить въ видё 
2 ?, №— МР 
(8) (26у + В+ к)’ — м (2+) “0 


Первый членъ есть квадратъ многочлена, содержащаго два перемфнныя 
х и у; второй содержитъ квздратъ многочлена, который содержитъ только 
перемънное д, а трей постоянную отрицательную величину. 

114. 2 № — МР = 0. Оба корня 2! и 5” равны; и мы получимъ 


аа = =” м; 
По положеню, коеффищентъь М отрицателенъ, и слБдовательно, величина У 
будетъ мнимая при всфхъ величинахъ х, исключая при х == #7’, въ этомъ 
случаё У = 0. Такъ какъ уравнене допускаетъ только систему дЪйстви- 
тельныхъ рёшенй, поэтому геометрическое м$сто будетъ единственная 
точка С, находящаяся на прямой ОО’. Въ этомъ случаъ уравнеше (3) 
приводится къ ь 


(4) (2Су + Вз + Е). —М (а). =0, 


и ясно, что оно имфетъ только одно дйствительное р5шене. 
115. 3° № — МР < 0. Трехчленъ 
- М№\* МР — № 
9 Ра. ы 
Май + Ме РЕМ (ан) +, 
отрицательный, а слЪдовательно, У будетъ мнимое при всъхъ величинахъ х. 
Такъ какъ уравнеше не имБетъ дъйствительныхъ рфшевй, то оно не 
выражаетъ никакого геометрическаго м$ста. Если уравнен!е (1) предста- 
вимъ въ вид (3), то три члена будутъ положительны, и дфйствительно, 
видно, что уравнене не допускаетъ дзйствительнаго ръшеня, 


Гниербола. 


116. Разсмотримъ теперь случай, когда коеффищентъ М имфетъ поло- 
жительную величину. Этотъ случай раздфаяется также на три, 
1? № — МР> 0. Трехчленъ 


Ма" + 2М№ + Р, 


Брю и Бук. ГЕОмЕтРя. й и 
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который можно представить въ вид М (2 — 2’) ( — 2"), положителенъ, 
и слдБдовательно, У будетъ величина дфйствительная, когда х измЪняется 
отъ 2" до © и отъ я! до — <; кромБ того, У измфиняется въ то же 
время отъ 0 до <. 

Возьмемъ, какъ прежде, на оси д-овъ дв точки Р’и Р", абсциссы 
которыхъ суть д’ и <", и черезъ эти точки про- 
ведемъ лини Р’А’, РИА", параллельныя оси 
у-овъ. Кривая будетъ находиться внё этихъ ли- 
нй; она состоить изъ двухъ отдфлЬныхЪь вфт- 
вей, которыя простираются въ безконечность 
(физ. 69); эта кривая называется зимерболою. 
Если по оси х-овъ отложимъ по обф стороны 
точки [, средины Р’РИ, двБ равныя лини ГР 
и 1©), то соотввтетвующя величины У будутъ 
равны. Очевидно, что точка (С, средина А’АП 
есть центръ кривой, и что р прямыя ОО’ и 
ТС суть два сопряженные дзаметра. 

117. Разсмотримъ величину у. 


Фиг. 69. 


и 


п - = У м@е +. м (#2: пу 


Если х будетъ очень большое, то первый членъ въ скобкахъ, находящся 
подъ корнемъ, будетъ очень великъ въ сравненши со вторымъ; такъ что, 
ограничиваясь этимъ членомъ, получимъ для У приближенную величину: 


’  В+Е 
(5) Ум == 5 2. ими. 


Предъидущее уравнеше опредфляетъ двф различныя прямыя, ЖАРЫ 


пересЪкаются въ точкв даметра ПО’, абсцисса которой равна, — ы б 
т.е. полусумм$ абсциссъ точекъ Р’и РИ; сдБдовательно, эта точка есть 
центръ С кривой. Разсмотримъ вфтвь А”М кривой; если С положительно, 


то эта вБтвь выразится уравнешемъ 


-_ 


у = — +в Ум (2 +% ое > 


въ которомъ 1 измБняется отъ д" до -- ©. Возьмемъ теперь прямую СТ, 
уравнене которой есть 
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В Е 


АН в (#Ны) ИМ 


При какой-нибудь величин$ х, которая больше х", ордината кривой бу- 
детъ менфе ординаты прямой; такимъ образомъ вётвь АМ заключается въ 
угдв ГОО’. Разность у, — У ординатъ, которая соотввтствуетъ одной и 
той же абсциссф, имЪетъ величину 


1 и) МР — ы 
и — = 
ии (+) Уи — Ум + ы 
=: МР — № 
Ами т М РЕ 
2СМ [(@ и у ( м) 
Когда х увеличивается неопредъленно, знаменатель также увеличивается 
неопредфленно, и слбдовательно, разность у, — у приближается къ нулю. 
Прямая СТ, къ которой неопредленно приближается взтвь кривой АМ, 
называется асимитотою этой вЪтви кривой, заключающейся въ углЪ 
ГОО!. Подобнымъ образомъ увидимъ, что вфтви А"М’, А’М, А’М! за- 
ключаются въ углахъ Г.'СО’, Н’СО, НСО, и асимптотами имБють прямыя 
Л»/, СН’, СН. Такимъ образомъ, кривая заключается въ двухъ верти- 
кальныхъ углахъ [0], НСН’, и каждая изъ безконечныхъ прямыхъ НЦ], 
НТ,’ есть асимптота двухъ вфтвей кривой. 


Если уравнеше (1) представимъ въ вид (3) и отбросимъ постоянный 
членъ, то получимъ уравнение 


(6) (2Су -- ВЕ) — М(=-- и} =0, 


которое выражаетъ двз асимптоты. Кром того, замзтимъ, что угловые 
коеФФищенты этихъ двухъ прямыхъ опредфляются уравненемъ 


(7) , тб СИ В: — 4А0, ДАС, 
ИЛИ 


С? -- Вт -Е А =0, 


которое получимъ, замфняя въ членахъ второй степени уравненя (1) х 
черезъ 1, а у черезъ т. 
118. 2-й, № — МР <О. Такъ какъ трехчленъ 


Ма? + 2 --Р=М (2 в 


9 
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О 
есть сумма двухъ положительныхь количествъ, то величина У будетъ 
дъйствительная при всзхъ величинахъ д и никогда не обратится въ нуль; 


М 
Фиг. 70. при д = — у У иметь наименьшую величину 


Ри. Пусть Г (физ. 10) будетъ точка на 
бум | 
ыы М 
оси д-овъ, абецисса которой есть — 5; прове- 
демъ линю ТО параллельно оси ОУ и возь- 
мемъ лини СВ’ и СВ", равныя наименьшей 
величин$ У; полученныя такимъ образомъ дв® 


точки В’`и В" будуть точками геометриче-` 


М 
скаго м$ста. Когда х измфняется отъ — ы до -- ©, или отъ — 


д0 — со, величина У возрастаетъ неопредфленно; слфдовательно, если 
изъ точекъ В’ и В" проведемъ лини, параллельныя д1аметру ОП,’, то 
увидимъ, что кривая состоитъ изъ двухъ безконечныхъ вЪтвей, расположен- 
ныхъ вн параллельныхъ. Эту кривую называють также зижерболою. 


М 
Если 2 дадимъ величины д = — ; а, т. е. если по обЪ стороны 


точки Т отложимъ двф линм ТР = [© — а, то соотвтствующя величины 
У, будуть равны. Отсюда сльдуетъ, что точка С есть центръ кривой, и 
что двф прямыя ОО’, [С суть два сопряженные даметра. 

Точно также увидимъ, что двф прямыя 


= а. (2+ н) УМ, 


которыя пересвкаются въ центр, суть асимитоты безконечныхъ вфтвей. 
. 39. 3-й. № — МР = 0. Въ этомъ случаЪ мы получимъ. 


——— * 
= в Ум (еп) = (2+ я) 


Асы СЯ (2 г) 


Геометрическое место состоитъ изъ двухъ прямыхъ, которыя пересз- 
каются на д!аметрв ОО’. Въ этомъ случаБ уравнеше (3) приводится къ 


(2бу -- В -- Е) —М(е+х) =0; 
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первая часть этого уравненя состоитъ изъ произведеншя двухъ множите- 
лей первой степени } 


[2сучева-нЕ + (2+5) Ум | [2Су-+вВе-+Е— (2+5 ) УМ] =0. 


МШарабола. 


120. Положимъ наконецъ, что коеффищентъь М равенъ нулю. 
Тогда величина У будетъ 


У= УМ Е Б. 


Этотъ случай мы раздВлимъ на несколько другихъ. 


1-й. М> 0. Положимъ — Эд — 4’, тогда 


1 Ей 
= 56У2М (@ — т). 


Когда х измБняется оть д! до-- ®, У будеть величина дЪйстви- 
тельная и будетъ измъняться отъ 0 до -- ©; при величинахъ х мень- 
шихъь 2’, У будеть мнимое. Сльдовательно, если Фиг. 71. 
черезъ точку Р’, абецисса которой есть 2’, прове- | 
демъ линю Р’!А’ параллельно оси У, то увидимъ, 
что кривая вся расположена справа этой параллель- 
ной. Эта кривая состоить только изъ одной вЪтви, 
проходящей черезъ точку А и простирающаяся въ 
безконечность по об стороны даметра ОО’ (фи. 11); 
эта кривая называется хараболою. 

2-й. М < 0. Когда х измфняется отъ 2’ да — ©, У имфетъ дъйстви- 
тельную величину; кривая проходитъ черезъ току А’ и простирается въ 
безконечность со стороны отрицательной оси х-овъ. Эта кривая назы- 


вается также параболою. ` 
3-й. № —=0. Въ этомъ случа будетъ 
28 78° а ре 


« || у 


` Если Р будетъ положительно, то это уравнене выразитъ двф прямыя, 
параллельныя дламетру ОГО’ и находяпияся отъ него на одинаковомъ раз- 
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стояни. Если Р —=0, то эти двЪ параллельныя совпадутъ съ дламетромъ; 
наконецъ, если Р отрицательно, уравнене не имфетъ дъйствительнаго 
рёшеня. 

Въ томъ случаБ, когда М равно нулю, уравнеше (1) можно предста- 
вить въ одномъ изъ слфдующихъ трехъ видовъ. 


(12) (2бу-- В -- Е) -- 2 № Р=0, 
(13) (209 -- Вг -- ЕР -=0, 
(14) (2Су -- Вх - Е) =0. ° 


к 121. Во всемъ предъидущемъ мы предполагали, что коефФищентъ С 
не равенъ нулю. Если же коеффищенть С равенъ нулю, а коеффищенть 
А не равенъ нулю, то уравнеше можно бы было рёшить относительно х 
и, какъ прежде, построить геометрическое мЪсто. Такъ какъ первый чденъ 
трехчлена, находящагося подъ корнемъ, коеффищентомъ имфетъ В?, и слф- 
довательно, имфетъ величину положительную или нуль, то геометрическое 
место будетъ гипербола или парабола. Но лучше уравнеше рышить отно- 
‘сительно перемфннаго, которое ВХОДИТЪ ТОЛЬКО ВЪ первой степени; сверхъ 
того, этотъ способъ единственно употребляется, когда коеффищенты Аи С 
въ одно время равны нулю. 
Расположивъ уравнене (1) относительно у, получимъ 


(Ва -- Е) у-Е Ал -- Ог-РЕ=0, 


р Аз? -- ре + К 
о 


откуда 


Положимъ, что В не равно нулю; выполнимъ дфлеше, располагая по 
уменьшающимся степенямъ х, до тхъ поръ, пока получимъ остатокъ, 
независящий отъ х. Здфсь надобно различать два случая, смотря по тому, 
будеть ли остатокъ равенъ нулю или нфтъ. Въ томъ случаф, когда оста- 
токъ не равенъ нулю, мы получимъ результатъ вида 


у = ах - битв = НО 


Чтобы понять это, предположимъ с > 0. Построимъ геометрическое 
с 
—4° 
Уравнеше у — ах -- 6 выражаетъ прямую ОО' (фе. 12); и мы видимъ, 
что ординату этой прямой, при всякой величин х, надобно увеличить на 


величину @М, равную У. Эта величина, при х = 4, обращается въ без- 


мфето, опредфляемое уравнешемъь у = ах -- 6, и положимъ У = 
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конечность. Возьмемъ точку С, абсциеса которой есть 4, и проведемъ 
лин СС’ параллельно ОУ. Если х дадимъ величину 4 х', тв х' 
есть положительная величина, то величинз Х 
будетъ положительная; и когда х! приближается Фиг. 72, 
къ нулю, У увеличивается неопредзленно; если, 
наоборотъ, х’ увеличивается неопредзленно, У 
приближается къ нулю. Такимъ образомъ, полу- 
чимъ втвь кривой, заключающейся въ угл 
С'ТО’ и состоящей изъ двухъ безконечныхъ 
дугъ, которыя соответственно будуть асимп- - 
тотами двумъ прямымъ 1О'и Ш’. Величинамъ х, 
которыя меныше Я, соотвЪтствуютъ отрицатель- 
ныя величины У; такимъ образомъ, мы получимъ вторую вБтвь, заклю- 
чающуюся въ угдё СП) и состоящую изъ двухъ безконечныхь дугъ, 
которыя будутъ асимптотами прямыхъ [С, Ш. Двумъ величинамъ а’, 
которыя имфють обратные знаки, соотвфтствуютъ величины у, которыя 
также равны и имфютъ обратные знаки. Такимъ образомъ двф точки Ми М! 
симметричны относительно точки |, которая есть центръ кривой. Если 
постоянное с отрицательно, то получимъ еще кривую, составленную изъ 
двухъ безконечныхъ вфтвей; и об эти вфтви будутъ расположены въ 
углахъ СТО, СТО’. Въ обоихъ случаяхъ кривая есть гипербола. 

122. Если остатокъ дБлевя равенъ нулю, то получимъ 


р 
Аз? | ОЕ = -— (В | В) (аа + 05), 

и уравнене приметъ видъ (у — ах — 6) (В | Е) == 0; это уравнеше 

разлагается на два друмя уравненя; у — ал — 6 = 0, Вг - Е = 0, 

выражающёя двф прямыя, изъ которыхъ одна параллельна оси 7. 

Если А и С въ одно время равны нулю, то въ предъидущемъ раз- 
суждени надо положить а = 0; и прямая ОО’ будеть параллельна оси 
х-овъ; такимъ, образомъ получимъ или гиперболу, асимптоты которой парал- 
лельны осямъ координатъ, или двё прямыя, соотвфтственно параллельныя 
осямъ. 

123. Положимъ теперь, что коефФищенты В и С равны нулю. Въ 
этомъ случаб коеффищенть А не можетъ быть равенъ нулю; въ противномъ 
случаЪ уравнеше будетъ первой степени. Величина у — а” -|- 6 -{- с; 
будетъ дЪйствительна при всякой величин 2; измЪняя х оть — © 
до -- <, получимъ безконечную вфтвь; это будетъ парабола. 

124. Замючаще. Разсматривая уравнеше второй стенени, мы нашли 
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три рода кривыхъ: сомкнутыя кривыя, кривыя составленныя изъ двухъ 
безконечныхь взтвей, и кривыя, имфющя только одну безконечную 
вътвь. Эллипсами мы назвали всё сомкнутыя кривыя, опредвляемыя урав- 
нешемъ второй степени; гиперболы вс кривыя, состоящия изъ двухъ 
безконечныхь вЪтвей; и параболами всф т8, которыя имфютъ только 
одну безконечную вЪтвь. ВначалВ (книга |, глава П), мы видёли, что 
кривыя, означаемыя въ элементарной геометр!и одинаковыми названами, 
выражаются уравнентями второй степени. Ниже мы увидимъ, что, наобо- 
ротъ, вс кривыя, выражаемыя уравнешемъ второй степени, имфютъ свой- 
ства, которыя служатъ опредфлешемъ въ элементарной геометр!и такимъ 
образомъ, что оба способа опредвлевя одинаковы. 

Повторяя вкратцё разсуждеше, увидимъ, что видъ кривой, выра- 
жаемой уравнемемъ второй степени, опредфляется знакомъ величины 
В* — 4А0. Такимъ образомъ кривая будетъ эллипсъ, гипербола или 
парабола, смотря по тому, будетъь ди В* — 4АСО ЕН положи- 
тельно или нуль. 

Однако необходимо помнить, что  уравнене не всегда выражаетъ кри- 
вую, ни даже геометрическое. мвсто. Въ томъ случаЪ, когда Вз — 4АС 
отрицательное, ура8нене выражаетъ эллипеъ, или точку, или не имфетъ 
дъйствительнаго рёшешя. Если В* — 4АС положительно, уравнеше вы- 
ражаетъ гиперболу, или дв$ пересфкаюцияся прямыя; наконецъ, когда ` 
В* — 4АС =0, уравнеше выражаетъ или параболу, или дв параллель- 
ныя прямыя, или одну прямую, или вовсе не имфетъ дЬйствительнаго 
рёшешя. 

Если величина В* — 4АС не равна нулю, то геометрическое мъето | 
обратится въ точку или въ систему двухъ прямыхъ, когда коеффищенты 
удовлетворяютъ условю № — МР —= 0, или 


АЕ? -- СП: — ВОЕ + Е (В* - 440) =0. 


Когда В* — 4АС равно вулю, это отношеше равнозначуще съ М = = 0, 
и : геометрическое мфето будетъ двф параллельныя прямыя. 


Масательная къ кривымъ втораго порядка. 


125. Пусть } (х, у) = 0 будетъ уравненте кривой. Если черезь хи у 
назовемъ координаты точки прикосновешя М; черезъ Х и У перембн- 
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:* > \ 
ныя координаты какой-нибудь точки касательной, то, какъ мы видфли 
($ 89), касательная выразится уравнешемъ 


Х—элЛ. + —УлЛ, =0, 
ХЛ. РУ, — @л, ул) = 0. 


Если кривая будетъ втораго порядка, то 
Л(е, 9) = Аз? Влу + Су" + Оз + Еу + Е; 
1.’ = 2Аз -- Ву + РО, 
Лу! = Ва +- 2Су Е, 
%Г.' 5 ук! = 2Ал* -- 2Вху -- 2Су? + Оз - Еу. 
Такъ какъ точка прикосновен!я М находится на кривой, то ея коор- 


динаты хи у должны удовлетворять уравненю 


(1) Аз” -- Вау -- Су? + Оз -- Е’-ЕЕ= 0; 


отсюда 


ИЛИ 


Аз? -|- Взу -- Су’ = — (О» + Еу- Е), 
а саБдовательно 
2/.' Л" = — (Оз + Ву 2) 


Такимъ образомъ уравнеше касательной въ точЕв, ты кото- - 
рой суть д и у, будутъ 


бух + ве 20+ В = аР) = 


Замътимъ, что координаты 2 и у точки прикосновен!я ВХхОДЯТЪ ВЪ ЭТО 


уравнеше только въ первой степени. Это уравнеше можно представить 
ВЪ ВИДБ 


(8) АХ ВУ + 0)2+-(ВХ--207-+-Е)у+- (ОХ + ЕХ +22) —0 


зи отсюда заключаемъ, что оно не изменяется, когда въ немъь Хи У 
замвнимъ черезъ х и у и наоборотъ. 

126. Положимъ, что требуется провести касательныя къ кривой черезъ 
данную точку Р, находящуюся на кривой, и которая координатами имзетъ 
2, иу.. За неизвзетныя возьмемъ координаты х и У одной изъ точекъ прико- 
сновен!я М; такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравненгю (1), 
то касательная, проведенная въ точк М, выразится уравнешемъ (2). Эта 
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касательная должна проходить черезъ точку Р; поэтому координаты этой 
точки должны удовлетворять уравненшю (2) или уравненю (3), и мы 
получимъ 

(4) (ФА, + Ву, 0) 2 - (Ва, -| би, + Ву (Фа, + у! Е 2Е=0. 
Такимъ образомъ, координаты 2 у опредфляются изъ двухъ: уравневшй (1) 
и (4). Такъ какъ одно изъ нихь второй степени, а другое первой, то 
эти два уравнешя допускаютъ два рьшеня; отсюда заключаемъ, что че- 
резъ данную точку Р можно провести двф касательныя къ кривой вто- 
раго порядка. Рёьшить эти два уравнен!я значитъ найти точки пересъ- 
чешя линй, опредфляемыхъ каждымъ изъ этихъ уравнен!й; первая есть 
данная кривая, вторая — прямая, проходящая черезъ об% точки прикосно- 
вешя. Замзтимъ, что уравнеше (4) хорды прикосновеня имзетъ одина- 
ковыЙ ВИДЪ СЪ уравнен!емъ (2) касательной: стоитъ только въ немъ коор- 
`динаты точки прикосновеня замфнить координатами точки Р. 


ПРИМ ЬРЫ. 


1. Постронть кривыя, выражаемыя уравнен!ями 


ху 2% —5у =0, 1 — ху у --2=—1=0 
2у? { 1ху -+ 34° —Зу 2 —2=0, 2 Зау—25=0 
327 — 5ху | 2 | 3х — 2у=0, 5х2 | 4ху + у — 2 -5=0 
22° — 2ху у’ 25 +1=0, 2 — 2жу | у —2 +2, —8=0. 


2. Найти геометрическое мЪсто точки, ордииата которой есть средняя пропор- 
цюнальная между соотвфтствующнмн ордниатамн двухъ даиныхъ прямыхъ. 

8. Найти геометрическое м5сто центра круга, который пересЪкаетъ два данныя 
круга подъ данными углами. 
„ 4. Данъ кругъ, касающся къ двумъ взанмно-перпенднкулярнымъ прямым ОХ, 0У, 
и двЪ точки Ри ©, расположенныя снмметрнчно относнтельно линн, дёзящей уголь 
пополамъ; къ кругу проводимъ какую-инбудь касательную, которая` пересфкаетъ сто- 
роны угла въ точкахъь Ан В. Найтн геометрическое м$сто точки пересёчен!я пря 
мыхъ АР, ВО. 

5. Треугольникъ АВС опнсанъ около даннаго круга; уголъ с постояиный; вер- 
шина В описываетъь прямую лннйо; найти геометрическое мЪсто вершины А. 


6. Построить параболу У а+Уч=ь 
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ГЛАВА П. 


Центръ, даметры и оси кривыхъ втораго порядка. . 


Щентръ. 


127. Центромъ кривой мы называли опредвленную точку С, относи- 
тельно которой вс точки кривой симметричны по двф. Разсматривая об- 
щее уравнен!е второй степени, мы нашли, что эллипсъ и гипербола имфютъ 
центръ. Теперь же мы постараемся отыскать центръ кривой втораго по- 
рядка прямо, не рёшая уравненя. Способъ, который мы здфсь примемъ, 
основывается на слёдующей теорем: если начало координатъ будетъ цен- 
тромъ лини втораго порядка, то уравнеше лини не будетъ содержать 
членовъ первой степени. | 

Дъйствительно, пусть 


(1) Аз? -- Вху - Су? Оз -РЕу--Е=0 


будетъ уравнеше линм втораго порядка, центръ которой есть начало 
координать (фи. 13). Уравнеше лини ММ’, 

проведенной черезъ начало, будеть у — тг. Фит. 13. 
Исключивъ у изъ этого уравнешя и уравненя 
кривой, получимъ уравнене 


(2) (АВт-Е От?) --(О-ЕЕт=--Е=0, 


которое опредфляетъ абециссы двухъ точекъ пе- 

ресфчешя. Такъ какъ начало координатъ есть -у% 
средина прямой ММ'’, то корни предъидущаго 

уравненёя должны быть равны и имёть противоположные знаки, а ддя этого 
необходимо, чтобы коеффищентъ при первой степени 2 былъ равенъ ную. 
Такимъ' образомъ подучимъ Р -- Ем == 0; и такъ какъ это услов!е должно 
быть справедливо для безконечнаго числа величинъ 7, то необходимо, 
чтобы 0 и Е отдфльно равнялись нулю, т. е. Э =0, Е =—=0. Обратно, 
если эти условя выполляются, то корни уравнешя (2), при всякой ве- 
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личин® т, будуть имфть противоположные знаки; слдовательно, начало 
координатъ будетъ центромъ кривой. 

128. Чтобы узнать, имфетъ ли кривая второй степени центръ, пере- 
носимъ оси параллельно прежнему ихъ направленю въ произвольную точку, 
координаты которой мы означимъ черезъ @ и 6; потомъ смотримъ, можно ли 
эти величины опредфлить такимъ образомъ, чтобы новое уравнеше не 
содержало членовъ первой сфепени. 

Для перемфщен!я осей тараллельно прежнему ихъ направленю, мы 
имфемъ Формулы х =а-х', у=6 -НУ'. Внеся ихъ въ уравнене (1), 
получимъ новое уравнене 


(8) Ал’-р Вг’у! + Су" 4+ @Аа-- ВЬ + О)’ (Ва- 206 - ®) у’ 
-{ Аа’ + Ваб - 08° + Оа- РЕБ Е=0, 


о составлеши котораго мы замфтимъ. Означимъ для краткости черезъ 
Де, у) первую часть уравненя (1), которая есть хункщя цфлая второй 
степени относительно х иуф. Въ уравнени (3) члены второй степени 
одинаковы съ членами въ уравнени (1); коехфищенты при членахъ пер- 
вой степени суть частныя производныя отъ Фхункщи { (2, у), взятыя от- 
носительно переизнныхь фиу, ивъ которыхъ эти перемфнныя замфнены 
черезъ аи 6; наконецъ, постоянный членъ есть величина многочлена 


ЖД, у) при х=а, у=. Слфдовательно, уравнеше (3) можно написать 
такъ 


(Ал -- Вау’ -- Су" -- Да, Бе и а, 0 =0. 


Приравнявъ нулю коеффищенты при 2’ и у’, получимъ два уравнешя пер- 
вой степени . 


Ва-- 2-Е =0. 


Отсюда видно, чо центре кривой вторазо порядка мы опредълимь, 
фьшивз два уравнешя, которыя получимь, козда приравняемз нулю 
частныя производныя, взятыя относительно хи у, отё первой части 
даннаю уравненя. 

129. Если а и 6 будемъ разсматривать, какъ перемфнныя коорди- 
наты, то каждое изъ уравненй (5) будетъ опредфлать прямую; и здфеь 
надо различать н5сколько случаевъ. 

„1°.В--4АС=0. Оба уравнен:я удовлетворяются системою величинъ 
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аифи только одною; об прямыя пересфкаются, и лишя допускаетъ 
центръ и только одинъ центръ, координаты котораго суть 


2Ср — ВЕ 


[реник ЕЕ й 
В: — 4АС’ 
(6) ь — АЕ ВР 
Ва” 


2. В" —4А0—0. Прямыя (5) параллельны или совпадаютъ; въ первомъ 
случа$ кривая не имфетъ центра; во второмъ случа$ за центръ можно взять 
каждую точку прямой, опредфляемой однимъ изъ уравненй (5). Очевидно, 
что въ этомъ случаЪ, если получимъ геометрическое мъсто, это геометриче- 
ское мЪсто необходимо будетъ состоять изъ двухъ па- 
раллельныхъ прямыхъ. Дъйствительно, пусть СО’ будетъ 
прямая, геометрическое мЪсто центровъ (фил. 14), а 
М точка геометрическаго м$ста. Точку М соединимъ 
съ различными точками прямой СС! ; эти прямыя про- 
должимъ и на продолжени ихъ отложимъ части, рав- 
выя имъ. Точки №, №, М",... полученныя такимъ 
образомъ, будуть принадлежать также геометрическому 
ифсту; кромБ того, вс эти точки расположены по лини, параллельной ОС’. 
Повторяя то же самое съ точкою №, получимъ вторую линшю, параллельную 
ММ’. Сверхъ того, уравненее (1) не можетъ выразить другихъ точекъ, кромЪ 
точекъ этихъ двухъ прямыхъ; въ противномъ случаЪ прямая пересзкла бы 
геометрическое мЪсто не въ двухъ, но въ большемъ числВ точекъ. Есди 
бы точка М находилась на прямой СС’, то обЪ параллельныя совпадали бы 
съ геометрическимъ м$фстомъ центровъ. 

130. Если кривая имфетъ центръ, то, перенеся оси параллельно имъ 
самимъ, уравнеше упростится и будетъ 


(1) Ах" Вау! бу Е, =0, 


потому что члены первой степени уничтожаются. Постоянный членъ Е, 
новаго уравнен!я есть | 


Е, = Аа* - Ваб -- 08 Ра-- ЕЕ, 


Фиг. 74. 


гдБ а и 6 означаетъ координаты центра. Но такъ какъ величины а и б 
удовлетворяютъ уравненшямъ (5), то, умноживъ 06$ части каждаго 
изъ нихъ соотвфтственно на @ и ф и сложивъ, получимъ 


Аа? +- 2Ваб -- 2081 +- ра -- ЕЁ = 0, 
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откуда Аа? + Ваь + С%? = — г 
а слБдовательно, 7 


Ра + Её 
КЕ. 
ЗамЪтимЪъ также, что, зам$нивЪ аи Ь ихъ величинами, нолучимъ 


= АЕ? -|- СО* — ВВЕ -|- Е (В* — 4АС) 
в В — 4АС у 


Если новый, постоянный членъ Е, равенъ нулю, то уравнеше поду- 
ЧИТЬ ВИДЪ 


(8) Ах" -|- Ву’ 5 Су? = 0. 


Отсюда (9) 9’ = — ВУ —4щ5 х’. 
20 
Если величина В* — 4АС отрицательная, то уравнене допускаетъ только 
одно дъйствительное рёшене 2’ = 0, у’ —=0. Если величина В? — 4АС 
положительная, то уравнеше выражаетъ двЪ прямыя, проходяция черезъ 
начаю координатъ. Въ этомъ случаь уравнене (7), въ которомъ постоян- 
ное Е, имфетъ какую-нибудь величину, опредфаяетъ гиперболу. Мы 
видъли ($ 111),. что асимптоты гиперболы проходятъ черезъ ея центръ, 
и что угловые коеххищенты опредфляются Формулою 


— В = Ув —44с. 


т = ; 
эс 


эти асимптоты суть нечто иное, какъ прямыя, выражаемыя уравненемъ 
(9) или уравненемъ (8). Такимъ образомъ, если уравнеше второй’ сте- 


пени выражаетъ гиперболу, отнесенную къ ея центру, то уравневше асим- 
ототы получимъ, уничтоживъ постоянный членъ въ данномъ уравнени. 


Жамшетры. 


131. Если-кривую втораго порядка пересфчемъ прямыми параллель- 

Фиг. 15. ными, то геометрическое мвсто среднихъ точекъ 1 
хордъ ММ’, заключающихся между двумя точками 
перес5ченя, будетъ даметрз кривой. Пусть 2 бу- 
детъ угловой коехФфищентъ хордъ, и 


1) Гел=А 4 Взу-4- бя 2 Ое-НЕу ЕО 


будетъ уравнеше кривой. Если оси перенесемъ иа- 
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раллельно прежнему ихъ направлено въ произвольную точку Г плоскости, 
координаты которой суть аи 6, то уравнеше кривой обратится ($ 128) въ 


(4) Аз” -- Вау! - Су" -НХь(а, 9) =' ЕЛ (а, Ву’ Е.Л (а, 5) =0. 


Дъйствительно, проведемъ черезъ начало { лишю ММ’, параллельную дан- 
ному направленю; уравнеше этой параллельной будетъ у’ =’. Исклю- 
чивъ у’ изъ этого уравнешя и уравнешя кривой, получимъ уравиене 
второй степени 


(10) (А--Вя + См”) =° + [1 (а,5) Аа, 5) т] = Ка, в) =0, 


изъ котораго опредфляются абсциссы точекъ пересфченя. Чтобы начало ] 
было срединою хорды ММ’ (фиш: 15), необходимо, чтобы корни предъ- 
идущаго уравнешя были равны и имБли противоположные знаки, т. е. 
чтобы а и 6 удовлетворяли уравненю 


И (а) тр’ (а, 6) =0 


такъ какъ координаты средины всякой изъ разсматриваемыхъ хорлъ дол- 
жны удовлетворять этому уравненю, то оно есть уравнеше геометриче- 
скаго мвста. Если въ немъ д и 6 замфнимъ черезъ х и у, то получимъ 


(1) Фу ву) =0, 
(Аз + Ву р) ®(В=--20у-- Е) =0. 


Такъ какъ это уравнеше первой степени, то отсюда заключаемъ, что 
даметръ, соотвфтствующ какому-нибудь ряду параллельныхъ хордъ, 
есть прямая ОО’. Означивъ черезъ 22’ угловой коехфищентъ Даметра, 
получимъ л з 
а 2А’-|- Вт 
(12) т’ = — В бт 


ИЛИ 


132. Замьчаше 1. Направлеше даметра вообще измфняется съ 
направлешемъ хордъ; однакожъ, когда 


2А 
и или В — - ААС — — 0, 


т. г. когда кривая есть парабола, 17’ есть` величина ПОСТА и равна 


— я. Такимъ образомъ вс$ даметры параболы параллельны `между собою. 
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133. Замьчане 2. Если данное число т будетъ удовлетворять отно- 
шеню 


. 


(18) А-В - бт: = 


откуда 
в, 
= зу ВАС, 


то уравиенше (10) обратится въ уравнеше первой степени. Въ этомъ слу- 
чав каждая прямая, параллельная данному направленю, пересфчетъ кри- 
вую только въ одной точкь, и такимъ образомъ нельзя отыскать д1аметръ, 
соотвфтствующй этому направленю. Въ томъ случа, когда мы имфемъ 
эллипсъ, корни уравненя (153) мвимыя, обстоятельство, © которомъ 
мы говоримъ, не можетъ представиться; такимъ образомъ, всякому направ- 
лентю хордъ соотвфтствуеть дламетръ. Въ томъ случа, когда мы имф- 
емъ гиперболу, корни уравневя (13) опредфляютъ направленя асимптотъ 
($ 117); такимъ образомъ прямая параллельная одной изъ асимптоть 
гиперболы пересфкаетъ кривую только въ одной точкф. Если же мы 
имфемъ параболу, то корни уравненя (13) будутъ равны, а величина 2 
будетъ общимъ угловымъ коеффищентомъ всфмъ Даметрамъ; прямая, про- 
веденная въ этомъ направлеши, пересвкаетъ параболу только въ одной 
‚ ТОЧКЕ. 

134. Замьчаюе 3. Величины х и 9, которыя удовлетворяютъ урав- 
ненямъ 


2А2-- Ву--р=0, В2-+20у-+-Е=0, 


удовзетворяютъ уравненю (11), при всякой величинЪ 75; слфдовательно, 
если геометрическое м®сто имзетъь только одинъ центръ, то всё да- 
метры проходятъ черезъ центръ; но если оно имфетъ ихъ безконечное 
число, то всф даметры совпадутъ съ геометрическимъ `мёстомъ центровъ. 

Два уравнешя, которыя опредфляютъ центръ, выражаютъ два да- 
метра; первый соотвфтствуетъ хордамъ, параллельнымъ оси 2-овъ; второй 
оси 9-овъ. 

Зампчаше 4. Въ томъ случа, когда мы имемъ эллипсъ и гипер- 
болу, всякая прямая, проведенная черезъ центръ, есть даметръ; потому 
что величиною 7 можно располагать такъ, чтобы коеффищенть 27’, опре- 
двляемый Формулою (13), имьлъ какую-нибудь величину. Однако, если ве- 
личина, полученная для 72; будетъ равна одному изъ корней уравнен!я 
(13), то ее нельзя допустить, потому что соотвфтствующя прямыя не 
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опредфаяютъ дламетровъ; но тогда 2’ будетъ равно 72%; оно соотвфтствуетъ 
одной изъ асимптотъ. 


Сопряжениые д1аметры, 


135. Положимъ, что В? —4АС не равно вулю. Соотношене (12) 
между т и т’ можно написать такъ 


(14) 2бтти- В (т + т’) + ЗА=0. 


Представимъ себ, что проведены с$кушя, какъ наир. ММ”, параллель- 
ныя Маметру ВО’ (физ, 15); пусть т” будетъ угловой коеффищенть 
даметра ЕЕ”, который дфлитъ эти хорды пополамъ; тогда точно также 
между направленемъ 7’ хордъ и направлешемъ 25” соотвфтствующаго 
даметра ЕЕ’ получимъ соотношене 


20т’т/ - В (т т") + А = 0; 


такъ какъ это и предъидущее уравнеше первой степени относительно 
т” и т, то очевидно, что т” = т. Два дламетра 00’ и ЕЕ’, угло- 
вые коехфищенты которыхъ суть 2! и М имфють то свойство, что каж- 
дый ‘изъ нихъ дфлитъ хорды, параллельныя другому, пополамъ; поэтому 
они называются сопряженными дфаметрами. 

Эллипсъ и гипербола имфютъ безконечное число системъ сопряжен- 
ныхъ даметровъ. Если кривая будетъ гинербола, то за первый дламетръ можно 
взять какую-нибудь прямую, проведенную черезъ центръ, лишь бы она 
не совпадала съ одной изъ абимптотъ. 


136. Въ кривыхъ втораго порядка, даметры, перпендикулярные къ 
хордамъ, которыя они дфлятъ пополамъ, суть оси 
симметрии. 

Въ параболдВ всф даметры параллельны; поэтому, 
` если представимъ себф рялъ хордъ ММ’ (фи. 16), 
перпендикулярныхъ къ общему направленю д1амет- 
ровъ, то даметръ АА!, который дфлитъ эти хорды 
пополамъ будетъ осью кривой, и она будетъ только 


Фиг. 16. 


г о з В 
одна. Угловой коеффищентъ дламетровъ есть — 56} 


Бро и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. 8 
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слфдовательно, если оси координатъ булуть прямоугольныя, то ось 
кривой булетъ даметромъ хордъ, угловой коефФфищентъ котораго есть 


= его уравневня ($ 131) будеть. 


В (Аз -- Ву + 0) 20 (Ве -- 20у + =0. 


Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то всякой оси АА’ (физ. 11) 

Фиг. 17. соотвфтствуетъ вторая ВВ’, образуя съ первой си- 
стему сопряженныхь д!аметровъ. Такимъ образомъ 
вопросъ приводится къ отысканю сопряженныхъ 
дтаметровъ, ‘перпендикулярныхъ между собою. Если 
оси координатъь прямоугольныя, то угловые ко- 
ехФищенты получимъ, соединивъ уравнеше (14) 
съ соотношешемъ 7/7’ = — 1. (Отсюда найдемъ 


р Сс—А р . 
т -- т’ =2 —в_; такимъ образомъ 1 и т’ суть корни уравненйя вто- 
рой степени 


(15) Ви -|-2 (А —Ои—В-=0. 


р 
Эллипсъ и гипербола имвютъ двф оси. Если В = 0 и А == С, то урав- 
нене обратится въ тождество, и кривая будетъ имфть безконечное число 
системъ сопряженныхъ прямоугольныхь даметровъ; въ этомъ случав гео- 
метрическое мвсто будетъ кругъ. { 

137. Мы видвли ($ 130), что если В: — 4А0 будетъ величина поло- 
жительная, то уравневе 


(8) Аз? -- Вау - Су? =0 


выразитъ дв прямыя, проходяция черезъ начало; уравнеше (15) опре- 
двляеть направлеше осей, т. е. лини, раздвляюнйя пополамъ углы, 
образуемые этими двумя прямыми; ‚уравненшя этихъ лиЙ мы получимъ, 


замёнивъ въ уравненуи (15) ш черезъ „ у, 


(16) Вг — 2 (А — 0) лу — Ву: =0 


Такъ какъ направлен!я осей зависятъ только отъ коефФищентовъ чае- 
новъ второй степени, то, если кривая будетъ гипербола, оси, параллель- 
ныя линямъ, дБдаящимъ пополамъ углы, образуемые прямыми (8), бу- 
дутъ ини, раздъляюция пополамъ углы асимитотъ. 
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Вершинами кривой втораго порядка называются точки, въ которыхъ 
она пересфхается съ осью. Парабола, имя одну ось, которая пересф- 
каетъ кривую въ одной точкф, имЪетъ только одну вершину. Эллипсъ 
имЪетъ четыре вершины; гипербола дв%. 


Эллинеъ я типербола, оэтнесениьым къ двум соприженнымт даметрамтъ. 


` 


138. Возьмемъ даметръ кривой втораго порядка за ось <-овъ, а за 
ось у-овъ длинно паралдельную хордамъ, которыя даметръ дфлитъ попо- 
ламъ; тогда уравнене : 


Аа? -|- Вху + Су? + Оз + Е Е=о 


должно для каждой величины х давать дв$ величины у, равныя и съ про- 
тивоположными знаками; для этого необходимо, чтобы 


Ва НЕ = 0, 


при всякой величин х; а саЪдовательно, В = 0, Е —= 0. Поэтому урав- 
неше будетъ имфть видъ : 


(17) Ай -- бе БЕ Е=0. 


Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то, принимая за ось у 
даметръ, сопряженный первому, получимъ точно также 0 = 0; то 
уравнене кривой будетъ г ь 


(18) Аз? -- С Е =0. 


Парабола, отнесеннаи къ даметру н касательной, проведенной къ ноицу этого 
даметра. | 


139. Парабола не имъетъ сопряженныхъ д1аметровъ; но если за на- 
чало координатъ возьмемъ точку, въ которой даметръ пересъкаетъ кри- 
вую, то постоянный членъ Е уравнешя (17) будетъ нуль; кромЪ того 
извфетно, что прямая, параллельная д1аметру, переезкаетъ кривую только 
вЪ одной ТОЧКЬ, такимъ образомъ, каждой величин$ у соотвЪтствуетъ одна 
величина 2; для чего необходимо, чтобы А —= 0. Слфдовательно, урав- 
нен!е параболы будетъ вида 


(19) Су рё=0, 
8* 
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Замвтимъ, что ось У-овъ есть не что иное, какъ касательная, провс- 
денная въ начал координатъ. Уравнения (18} и (19) относятся къ безко- 


нечному числу системъ косоугольныхъ осей и къ одной систем прямо- 
угольвыхъ. 


ГЛАВА Ш. 


Упрощен!е уравнен1я второй степени. 


140. Чтобы легче быдло изучать свойства кривой втораго порядка, 
надобно по возможности упростить еяуравнеше, отнеся ее къ прилично 
выбраннымъ осямъ координатъ. Въ предъидущей главё мы видили, что 


уравненше второй степени всегда можно привести къ одному изъ двухъ 
ви довъ 


(=) Аз? -- Су-НЕ=0, (в) Су + 0 =0. 


Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то уравнене ея приве- 
демъ къ виду (<), принимая за оси координатъ систему какихъ-нибудь 
двухъ сопряженныхъ д!аметровъ; тогда вообще координаты будутъ косо- 
угольныя; онф будуть прямоугольныя, когда кривую отнесемъ къ двумъ 
осямъ. Если кривая будетъь парабола, то уравнене ея приведется къ виду 
(8), принимая за ось 2-овъ какой-нибудь д!аметръ, а за ось у-овъ касатель- 
ную, проведенную къ концу этого д1аметра; если пожелаемъ, чтобы эти 
координаты были прямоугольныя, то за ось х-овъ надобно взять ось 
кривой. 

Съ помопию этихъ двухъ видовъ уравнен!й въ прамоугольныхъ коор- 
динахъ, мы докажемъ большую часть свойствъ кривыхъ втораго порядка. 
Теперь мы покажемъ, какъ упрощается уравнеше. Пусть 


(1) Аа” -- Взу - Су’ | О -- Е Е =0 


будетъ уравнеше второй степени относительно прямоугольныхъ коорди- 
натъ; если бы оси были косоугельныя, то первое преобразоваше будетъ 
состоять въ томъ, чтобы сдБлать ихъ прямоугольными. 


Эллипс и гипербола, 


141. Разсмотримъ сперва случай, когда В? — 4АС не равно нулю; 
въ этомъ случаБ кривая иметь только одинъ центръ, координаты кото- 
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раго а и Ф удовлетворяютъ двумъ уравнешямъ ($ 1928) 
_  2Аа- ВО ==0, Ва 20% ЕО. 


Перенесемъ оси параллельно самимъ себв въ центръ С (фи. 18); отъ 
этого, какъ мы знаемъ, члены второй степени 
не перемънятся, а члены первой степени уничто- 
жкатся; постоянный же членъ №, новаго уравнен]я 


опредёляется изъ формулы №, = Не ЧЕ. 


Фиг. 78. 


Отъ такой перемфны координатъ уравнеше кри- 
вой упростится, и мы получимъ 


©) Аа Вау, + бу Е, = 0. 


Полагая оси прямоугольными, повернемъ ихъ около центра С на уголъ 
а такъ, чтобы онф совпали съ осями кривой; для этого мы имфемъ ор- 
мулы преобразования 


2, =" 608 « — у’ Ша; 9, = <’ вша -- У’ сова. 
Внеся эти величины въ уравнеше (2), получимъ новое уравнене 
(3) (Асов’а-Ови"о--Ввтасова) =? -+- (Азт?а-|{-С сов*«—Взшасов®) у" 
- [2 (С — А) вт асов а - В (©08* а — вт? а) ] ж'у’ + Е, = 0. 


Уголъ а можно выбрать такъ, чтобы коехфищентъ при 2’/” обращался 
въ нуль; для этого надобно положить 


.(4) 2 (С — А) вт а 008 х -{- В (©08* х — в? а) == 0, 
или | 
(5) В пр? -|- 2 (А — С) вшвеа— В =0. 

Это уравнение второй степени одинаково съ уравнешемъ (15) 6 136, 
которое опредзляетъ направлен!я осей кривой. Но уравневв (4) можно 
решить проще, представивъ его ВЪ видЪ 

(С — А) вт 2х -{ В сов 2х =0; 
откуда | 


(6) 


В 
м 
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Если мы исключимъ случай круга, для котораго въ одно время имфемъ 
В =0ил —= С, то уравнеше (6) допускаетъ положительное рёшеше с, 
которое меньшё п, а различныя величины угла Эа, удовлетворяющя 
этому уравнению, заключаются въ.Формулб _ 


| 2% = #т, 


ДВ Ё означаетъ какое-нибудь Ц$алое число положительное или отрица- 
тельное; отсюда находимъ 


а=з-й.. 


Различныя величины х даютъ для оси СХ’ только четыре различныя 
направлен!я; эти четыре направленмя противоположны другъ другу по два, 
и составаяютъ двф перпендикулярныя прямыя. Для х мы возьмемъ вели- 


п ` 

5. Тогда членъ, въ ко- 
торый входитъ 2’у’, уничтожится въ уравнени (3); остается вычислить 
коеффищенты при членахъ 5’* и у!?. Если положимъ 


М =А сов*х -|- С зп" -- В в а с08 а, 
№—= Аз?» -- Се08*« — Взтхсова; 


Г 
чину 5, которая всегда положительна и меньше 


то получимъ 


М-М=А-С, 
М—М=(А—-0) (сов*х — вт) --2Взтасоз«=(А — 0) со8 =-{- Вят2а. 


Изъ уравненя (6) находимъ 


` 


ях  Зоы Ее. 
== ИВ“ - 6 = иИе+а-бт 
слбБдовательно, 


М — М = ИВ: -- (А— 0). 
Такимъ образомъ оба коеффищента М и № вычислимъ посредствомъ 
Формулъ - . 
а) М-+М=А-С 
М—М=- Ув: - (А 0}. 
Такъ какъ’ величину Эх мы взяли положительную и меньшую т, то 
8Ш За есть величина положительная; поэтому передъ корнемъ надо по- 
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ставить знакъ, который имфетъ В. Такимъ образомъ уравнеше кривой 
приводится къ простому виду ` 


(8) Ма!" -- Му" Е, =0. 


Если мы оба уравнешя (7) возвысимъ въ квадратъ и вычтемъ, то 
получимъ 


АХ№М — 4А0 — 


Уравнеше (8) выразитъ зллипсъ или гиперболу, смотря по тому, будутъ 
ли оба коеффишенты имзть одинаковые или разные знаки. 


Парабола. 


` 


142. Если В*°— 4АС —=0, то члены второй степени даннаго урав- 
невя составятъ полный квадратъ; дЪйствительно, замфнивъ А его вези- 


.В 
чиНОЮ 46, получимъ 


: В В В 
Ал" + Вгу -- Су" С (у-ва + а) =6 (у+ 5), 
и уравнеше можно написать такъ 


С (и-+ 52) + Ра УЕ =0. 


Повернемъ оси координатъ около начала на уголъ а (физ. 12). Съ по- 
монию Формулъ преобразования 
==, 608 а— у, за, у=х, зша-- у, спа; 


данное уравнене ‘обратится въ 
(9) С [(сов«— Зозша у, - ‘эта -Е 25 сова), И 
+ (О соза«-- Ева «) 2, - (Е воза — Озшау, Е =0. 


` 


Уголь х можно выбрать такъ, чтобы коефхфищентъ при <, или у, въ 
многочлен®, который возвьшается въ квадратъ, обратился въ нуль; поло- 
жимъ, напримЪръ а 


вта + оо 08а ==0, 
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откуда 

(10) _ _ впва=- 

тогда уравнеше (9) упростится и получитъ видъ 

(11) № + Ра Фи, Е Е==0. 

Мы имфемъ р 
МС (сов а — > эт «)'= С (сов а 1алб < 8 Ш а "= и 


В*-- 4С: С 
и слБдовательно, № —= — с = А-С. Что ‘же касается коеффи- 


центовъ Ри 0), то мы ихъ получимъ, замбнивъ вто и с08 а ихъ вели- 
чинами; такимъ образомъ, найдемъ 


2Ср — ВЕ ра асе + ВО 
= Уса +0, — в Ужа-то. 


Одна изъ величинЪ =, опредфляемыхъ уравненемъ (10), положительна 
и меныпе т; поэтому если возьмемъ эту 
величину, то в х будетъ величина ноло- 
жительная ;, слфдоват. корень надобно взять 
съ знакомъ обратнымъ знаку В. Если 
коефФищентъ Р равенъ нулю, то урав- 
нене (11), не заключая больше х,, вы-. 
разитъ только двЪ прамыя, параллельныя 
---^ оси ОХ. 

_—_*  Есди же этоть коеффищенть не ра- 
венъ нулю, то перемёщаемъ оси парал- 
лельно самимъ себф; положивъ 2, =а--7’, 
У: =6- у’, уравнеше (11) обратится въ 


М” + Р’ + (2 + ©) у’ + ("+ Ра + %-+Р=0. 


Координаты а и 6 новаго начала А мы выберемъ такимъ образомъ, 
чтобы коеффищентъ при у’ и постоянный чденъ 


2м№6-- @ =0, № {Ра 96+ Е=0, 


обращались` въ нуль; отсюда находимъ для @ и 6 величины конечныя и 
опредвленныя, и уравнене получитъ простой видъ 


(19) | Му" ++ Ра’ = 0. 


о 


Фиг. 79. 
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Потомъ оси координатъ поворачиваемъ около вачала такимъ образомъ, 
чтобы ось ОХ, сдБлалась параллельною оси параболы. Затьмъ оси пере- 
мвщаемъ параллельно самимъ себЪ въ вершину А параболы. Такимъ 
образомъ, парабола будетъ отнесена къ ея вершин® и къ касательной, про- 
веденной къ вершин. 

143. Замъчавше. Для упрощеня уравнен1я второй степени, мы пред- 
полагали оси прямоугольными; если же оси будутъ косоугольныя, обра- 
зующия между собою уголъ 0, то кривую можно отнести къ прямоуголь- 
нымъ координатамъ, взявъ за ось х-овъ прежнюю ось, а за ось у-овъ пря- 
мую, перпендикулярную къ оси х-овъ. Формулы преобразовав!я въ этомъ 


случа будутъ 


,, 


__ 4’ 00 — у’ ©0880 Е 
ще? 


ет эт 6 и 


коефФфищенты при членахъ второй степени въ новомъ уравнев!и будуть 


Взт 0—2 Азт0с080 С-+А с08°0 — В сов0 
АА В С р 


Замфтимъ, что эти коеффишенты удовлетворяютъ слфдующимъ отноше- 
шямъ 


А+ С-— Всоз 0 
81° 0 


— А 0, В 446 вв — 44/0. 


вш? 0 


Такъ какъ `ведичины А’- С’и В” — 4А’С’, которыя равны М -- Ми 
— 4ММ, остаются одинаковыми при всякой системЪ прямоугольныхъ осей, 
то отсюда слфдуетъ, что величины 


А-+С— В с0$ 0 В —4АС 


811? 0 ый 81° 0 


остаются постоянными при всякой систем косоугольныхъ осей. 


ИПрамБры. 


1. 227 — Злу | Зу' + < —19-4+1=0. 


Кривая есть эллипсъ, потому что величина В* — 4АС отрицательная. 


Чтобы найти“ координаты центра, приравняемъ нулю двф частныя проиэ- 
ВОДНЫЯ 


4х —Зу-+1=0, —3= - у —1=0; 
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откуда 


°Если оси перенесемъ параллельно‘ самимъ себф въ центръ С (фи. 18), 
то уравнеше обратится въ 


`Повернемъ теперь оси на уголъ а, опредфляемый изъ Формулы 
те 
ти фапо = — с 9: 


Решивъ уравнеше помощю таблицъ, получимъ 
9х — 11°33'54" или « — 35546154”. | 

Уголь « можно найти также грахически; на осяхъ хи у отъ начала 
С откладываемъ лини соотвфтственно равныя 1 и 3; тогда дагональ пря- 
моугольника, построеннаго на двухъ лин1яхъ, будетъ составлять съ осью 5 
уголъ, тангенсъ котораго равенъ 3;. сяБдовательно, ось СХ” разд®ляетъ 
этотъь уголь пополамъ. Потомъ М и М опредзлимъ изъ Формулъ 


М-+М=5, М-М=-— 10, 


потому что В отрицательно; отсюда 


5 И 5+5 
М = р: В о, 


и уравнене кривой будетъ 
а: ани. 2 
(5—У16)7” + (5 У10) у" =35; 


кривая на осяхъ отсвкаетъ лини 


26 о 
са = У оуву В=Узатуть: 


П. 21° — лу 5у—1=0. 


Кривая есть гипербола (физ. 80). Координаты центра, которые опре- 
дфяяются изъ уравнешй 


4х — 5у=0, 
—545=0; 
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будутъ 
= 9 =5, откуда Е, —=1. 


Если начало перенесемъ въ центръ, то 
уравнеше будетъ 


я — Бу, +1 =0. 

Уголь « опредфляется изъ Формулы 
1205 2х = :, и мы получимъ М-ЕМ=2, 
М М=— 99, 
откуда 


о-ва: 2+у5 
м=-ТИ®. ТИ 


' у 


Уравнене кривой, отнесенной къ ея осямъ, будетъ 


@— 159) "+ (2 29) У =0. 


Такъ какъ первоначальное уравнене не содержитъ члена у, то одна изъ 
асимптоть параллельна оси ОУ (фи. 80). 


Ш. 42° — 12 29 - 99 — 362 + 100 =0. 


Кривая есть парабола (физ. 19). Члены второй степени составляютъ 
точный квадратъ; и уравнеше можно написать такъ 


9(и— 2} — 362 + 100 =0. 


Повернемъ оси координать на уголь «, опредфаяемый уравневшемъ 


В 12 2 
{207 х — — 56 =18==3, Откуда «= 34° 41'25", тогда получимъ 
3 2 

М — 13, сов«—=-—, зта == 
; Узз’ Ув 

` 108 2 

Р = ——, , 

Уз Узз 


Сльдовательно, уравнеше кривой, отнесенной къ осямъ ОХ, и ОУ,, , 
будетъ 
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108 72 
13 ? ЕЕ. х ЕЕ 100 — 0. 
У: у -Е У у 
Координаты вершины мы найдемъь изъ этого уравнешя и уравнения 


26у, ть = 0. Такимъ образомъ получимъ 


Е 36 8901 
. 13/13’ * 21.13 18 
Если перенесемъ оси въ эту точку, то .уравнеше обратится въ 


13—19 м 0. 


13 


ГЛАВА ГУ. 
Эллипев. 


144%. Построимъ кривую, выражаемую уравнешемъ 
Ма" | № | Е, = 0, 


вЪ которомъ оба коеФФищента Ми М имЪютъ одинаковый знакъ, наприм. -|-. 
Если постоянное К, будетъ величина положительная, то уравнеше не 
будетъ удовлетвораться дёйствительнымъ величинами хи 9; поэтому оно 
не будетъ выражать никакого геометрическаго мета. 
Если Е, будетъ равна нулю, то уравнеше, удовлетворяясь величинами 
д=0, у=0, выразить только одну точку, начало координатъ 0. 
Разсмотримъ теперь случай, когда Е, будетъ величина отрицательная; 
позожимъ Е, = — Н, тогда уравнеше обратится въ 


Ма -|-- Му? =Н. 


` 


Опредзливъ у, получимъ 
Н— М 
Е Я 
у У м“ 


Чтобы ордината была величина дЪйствительная, необходимо, чтобы число- 


вая величина абециссы была мензе у; отложимъ на оси Х!Х отъ на- 
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чала координатъ дв лини ОА, ОА’, равныя У и черезъ точки А, А’ 


проведемъ лини, параллельныя оси УУ’; тогда 
вся кривая будетъ расположена между зтими 
двумя параллельными линшями (физ. 81). Каж- 
дой абсциссф ОР, заключающейся между этими 
предфлами, соотвфтствуютъ двф ординаты РМ, 
РМ’, равныя и съ обратными знаками. При 
$ —0, ордината достигаеть самой большей - 


числовой величины УЕ отложимъ на УУ’ отъ 


начала координать двё лини ОВ, ОВ’ равныя 
ув и черезъ точки В, В’ проведемъ двф лини, параллельныя оси Х’Х; 


тогда вся кривая будетъ расположена между зтими двумя новыми парал- 

лельными ливями, и сл5довательно, кривая заключается въ прямоуголь- 
ник5 СОЕР, образуемомъ зтими параллельными. 

Н 

Если для краткости ‘черезъ а и 6 означимъ двз величины Уз 


’ 


УЕ. то уравнене приметъ ВИДЪ 


(1) &+иЬ 
откуда 
(@) ужи 


При возрастам х отъ 0 до а, числовая величина у уменьшается отъ 
6 до нудя; и такимъ образомъ мы получимъ, въ слёдстые двойнаго зпака, 
дв дуги кривой ВМА, В’М!А*. При измфнени х отъ 0 до— а, число- 
вая величина у уменьшается также оть 6 до нуля, и мы получаемъ двф 
другя дуги ВМ,А’, В’МА’, равныя первымъ. Эти четыре равныя дуги, 
составляютъ залипсъ. 

Прямая А’А есть 06% зллипса, потому что каждой абециссв ОР’ соот- 
вфтствуютъ дв равныя и съ обратными знаками ординаты МР, РМ”. 
Прямая В’В есть также 0сь зллипса, потому что, решивъ уравнеше от- 
носительно х, точно также увидимъ, что каждой ординат ОС соот- 
в$тствуютъ дв равныя и, съ обратными знаками абсциссы ФМ, ОМ,. 
Точки А, А’, В, В’, въ которыхъ оси пересфкаютъ эллипсъ, называются 
вершинами эллипса. Оси А!А, В'В соотвзтетвенно равны За и 25. 
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Если оси будутъ равны, то эллинсъ обратится въ кругъ. 

Очевидно, что начало координатъ 0 есть центръ эллипса; дЪъйстви- 
тельно, пусть х, у будутъ координаты какой-нибудь точки М эллипса; 
ясно, что уравнеше (1) удовлетворяется также величинами — х, — У; слъ- 
довательно, существуеть вторая точка М эллипса, координаты которой 
- — ОР’, —Р/М соотвътетвенно равны координатамъ ОР, РМ точки М, но 
имфютъ противоположное направлеше. Изъ равенства треугольниковъ 
ОРМ и ОР’М заключаемъ, что ОМ = ОМ; и такъ какъ углы РОМ, 
Р’ОМ равны, то лишя МОМ есть прямая линя. Такимъ образомъ точки 
М и М эалипса симметричны по двЪ относительно точки О; слБдова- 
тельно, точка 0 есть центръ эллипса. , 

145. Чтобы изучить, какимъ образомъ измфняется разстояне центра 
отъ различныхъ точекъ эллипса, т. е. рамусъ эллипса, найдемъ урав- 
нене эллипса въ полярныхъ координатахъ, принимая центръ О за по- 
люсъ, а ось ОА кривой за полярную ось. Замнивъ въ уравнении (1) 
х иу ихь величинамъ р с08 и рать, получимъ 


а 


Положимъ, что а> 6, и представимъ уравнене въ видз 


1 


`1 1 1 . 
в — а (> — :) 811%. 


п 1 
Если мы будемъ измфнять ® оть 0 40», то величина <; будетъ возрастать 


и елБдовательно р будетъ постоянно уменьшаться отъ & доб. Наибольшая 
величина будетъ а, и наименьшая 6. 

146. Означимъ черезъь х и У координаты какой-нибудь точки пло- 
скости и разсмотримъ многочленъ | 


з з 

:. + р Ех 1. 
ют 82. Для какой-нибудь точки М, находящейся на эллипс$ 
(физ. 82), иногочленъ этотъ равенъ нулю. Вообра- 
зимъ себЪ, что движущаяся точка Р прбходитъ че- 
резъ точку М и удаляется по продолженю радуса 
' 7) ОМ; такъ какъ обф координаты 2 и у увеличи- 


ваются въ абсолютной величинВ, то многочленъ воз- 
растаетъ неопредфленно; слфдовательно, онъ поду- 


эллипсъ. = 127 


’Чаетъ положительныя, возрастаюпия величины. Наоборотъ, если дви- 
жущаяся точка приближается къ центру, то многочленъ уменышается и 


В 2 
получаетъ отрицательныя величины. Такимъ образомъ, многочленъ -, -- 
й @ 


У будетъ отрицательный для всЪхъ точекъ, находящихся внутри 
эалииса, ‘дяят очекъ, находящихся на эллипс, онъ равенъ нулю, и, нако- 
нець, онъ будетъ положительный для всфхъ точекъ, находящихся вн® 
эллипса. 

147. Евадраты ординатз, перпендикулярных кз одной из осей 
эллипса, пропорщональны произведеню соотвътсетвующихь отртъз- 
065 этой оси. 4 

Въ самомъ дл, если черезъ д иу означимъ координаты какой-ни- 
будь точки М эллипса (физ. 81), то, въ сафдстые уравненя (2), полу- 
ЧИМЪ | 

и ' ы 
= ИЛИ = 2 
Но отрёзки АР, А’Р оси АА’ соотвтственно равны а —х и ах; 
слБдовательно, получимъ 
МР 6 
АРЖАР а 
Итакъ квадратъ ‘ординаты находится въ постоянномъ отношении съ про- 
изведенемъ отрфзковъ, образуемыхъ на оси. 

148. Ординаты, перпендикулярныя кз большей оси эллитса, от- 
носятся кз соотвътствующимь ординатам 
круа, описаннало на этой оси, какз на да- 
метръ, такз какз малая ось кз большей. 

Пусть АА’ будетъ большая ось эллипса 
(физ. 83); на этой оси, какъ на даметрь; опи- 
шемъ кругъ; ординатв МР эллипса соотвЪт- 
ствуетъ ордината М.Р круга. Уравнеше (2) 
можно написать въ видв 


Фаг. 83. 


— 


@ — 2 


[1 
а; 


но У а* — д°’ выражаетъ ординату М.Р круга; слБдовательно, 


МР __$ 
МР `а, 


` 
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Малая ось имфетъ то же свойство; ордината М(), перпендикулярная 
къ малой оси, относится къ соотвфтствующей ординат М,(@ круга, опи- 
саннаго на этой оси, какъ на даметр, какъ болышая ось къ малой оси. 

Эллипс есть ортозональная проекция круш. Представимъ себъ, что 
кругъ АВ,А” мы. повернули около оби АА! на такой уголь ф, что 


| 
608 9—5; тогда ордината РМ, круга повернется около точки Р, оста- 


ваясь перпендикулярною къ оси АА’. Въ этомъ положени она проекти- 
руется на прямую РМ. Чтобы получить длину проекци, надобно линю 


ь 
РМ, умножить на 608$, или на =; тогда мы получимъ ординату РМ 


эллинса. Такимъ образомъ, проекщя точки М, круга есть точка М эллипса: 
и такъ какъ каждая точка круга проектируется въ соотвётетвующую точку 
элаипса, то отсюда слфдуетъ, что элдипеъ есть проекщя круга. Можно 
также кругъ разсматривать, какъ ортогональную проскцио эллипса. Пред- 
ставимъ, что мы повернули эллиисъ около оси’ ВВ’ на уголь ©, косинусъ 


ь . 
хотораго равенъ --; тогда ордината (М эллипса будеть имфть проекщею 


ординату @М, круга, описаннаго на ВВ’, какъ на маметрь, и малый 
кругъ будетъ проекщею эллипса. 

149. Построеще эллипса по точкамг. Изъ предъидущаго мы вы- 
`водимъ очень простой способъ строить эллипеъ по точкамъ. На каждой 
иэъ двухъ осей эллипса, какъ на д1аметрЪ, описываемъ кругъ (фж. 83); 
изъ центра проводимъ какой-нибудь радгусъ, который пересфчетъ оба 
круга въ точкахъ М, и М,; череэъ точку М, проводимъ линшю, парал- 
лельную малой оси; череэъ точку М, ливю, параллельную большой оси; 
точка пересфчемя М этихъ двухъ прямыхъ будеть точка эллипса. НЕА 
такимъ обраэзомъ достаточное число точекъ, проводимъ черезъ нихъ не- 
прерывную лишю, которая и будетъ эллипеъ. 

Х 150. Построить точки пересъчешя эллипса сз прямою. Полезно 
Фиг. 84. бываетъ опредфлить точки, въ которыхъ 

данная прямая ММ” пересфкаетъ эллипст, 
опредвляемый по его двумъ осямъ АА’, 
ВВ’ (фи. 84), не чертивъ  эллипеъ. 
—;— Эллипеъ, какъ мы сказали, можно раэсма- 
‚ тривать какъ ортогональную проекц!юо круга 
АВ,А’, описаннаго на большой оси АА’, 
какъ на даметр$, если мы его повернемъ 


. 6 
около АА’ на уголъ $, косинусъ котораго равенъ —. 
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Найдемъ въ плоскости круга прямую М, М), проекщя которой была бы 
ММ’ въ плоскости эллипса; пусть № будетъ какая-нибудь точка прямой 


; соотвфтетвующая точка №, находится на ординать №© на такомъ 


разстояни, что 


мо __ еб 
мо = а’ 


чтобы ее опредфлить, проводимъ прямую ВМ до пересфчешя ея съ осью 
АА’ въ точк$ Н; прямая В,Н, имя проекщю по НВ, пересъкаетъ 
ординату ОМ къточкь №,. Подобнымъ образомъ получимъ другую какую- 
нибудь точку прямой М,М,'; но лучше взять точку 8, въ которой прямая 
ММ’ пересъкаетъ ось; прямая ЭМ, проекщею имЪетъ данную` прямую въ 
плоскости эллипса. Эта прямая ЗМ, пересЪкаетъ кругъ въ двухъ точкахъ 
М,, М,!'; орливаты М.Р, М/Р’” опредфлятъ на данной прямой двЪ точки 
М, М’, въ которыхъ эта прямая пересъкаеть эллипсъ. 


Касательная. 


151. Мы нашли ($ 125) уравнеше касательной къ кривой втораго 
порядка; если уравнене эллипса представимъ въ простой ФормЪ 


2* р А 
а 


то уравнеше касательной, проведенной въ точкф М, координаты которой 
суть х, у, будетъ 


р Е2.4 уу Е. 
(4) “=; —1=0. 


: р 0х 
Угловой коефФфищентъ касательной есть — 2 Очевидно, что въ точ- 
кахъ Аи А’ касательная перпендикулярна`къ оси А’А; въ точкахъ Ви В’ 
она ей параллельна, и при движени точки прикосновен!я по эллипсу отъ 
А къ В, касательная составляеть съ А’А тупой уголъ, который увели- 
ы : 


чивается отъ 5 до т. 


7-1 


‚ Такъ какъ нормаль перпендикулярна къ касательной, то ея уравнене 
будетъ' : 


У —у = == 2). 


\ 
152. Построене касательной в5 точкь эллипса. Если въ уравне-. 
Брю п Букв. ГЕОМЕТР. 9 
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‹ 
Е] 


ни касательной сдфлаемъ У = 0, то получимъ абециссу Х = = точки Т, 
въ которой касательная пересфкаетъ продолжеше большой оси (фи. 85). 
Такъ какъ эта величина ОТ не зависитъ отъ ма- 
лой оси 26 и ординаты у точки прикосновешя, 
то отсюда слЪфдуетъ, что, построивъ на оси А’А 
нсколько эллипсовъ, касательныя въ точкахъ, 
 которыя имфютъ одну и ту же абсциссу, будутъ 
проходить черезъ одну и ту же точку Т, нахо- 
дящуюся на продолжеши оси А’А. Но между 
этими эллипсами находится кругъ АВ, А’. Чтобы 
построить касательную къ эллипсу въ точкВ М, 
проведемъ касательную къ кругу въ точкЁ М‚, 
находящейся на одной и той же ординатЪ; соединяемъ точку М съ точкою Т, 
въ которой касательная къ кругу пересвкаетъь продолжеше оси А”А; пря- 
мая МТ, полученная такимъ образомъ, будетъ касательная къ эллипсу. 

Изъ этого построен! я видно, что касательную проведенную къ эллипсу` 
въ точкБ М надобно разсматривать, какъ проекцию касательной, проведен- 
ной къ кругу въ соотвётствующей точкЪ М,. Дъйствительно если плос- 
кость круга повернемъ около оси АА’ ва уголъ $, то точка Т, въ ко- 
торой касательная М,Т пересъкаеть ось, остается неподвижною; точка 
же М, будетъ имфть проекщею точку М, а прямая М,Т будетъ имЪть 
проекшею МТ, т. е. касательную къ эллипсу. 

153. Провести касательную черезь вньъшнюю точку Р. Означимъ. 
черезъ х, и, координаты точки Р (физ. 86). Мы 
нашаи (6 126) уравнеше хорды прикосновешя ММ”. 
Сльдовательно, опредздене точекъ прикосновеня 
приводится къ рёшеншю двухъ совмфстныхъ урав- 
нен!й | 


Фиг. 85. 


Фиг. 86. 


(1) Ви 


С тт уу 
5) ее ЕЕ = = 


Исключивъ у, получимъ уравненше второй степени 
их 2х, У — 
«(ы) -2%+(1— $) =0 


корни котораго выражаютъ абсциссы точки прикосновешя Ми М’ двухъ 
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касательныхъ, проведенныхъ изъ точки Р. Корни этого уравненя, въ кото- 


х „ 
ромъ < можно принимать за неизвзстное, будуть дйствительны, если 


О, е 
удовлетворяется услоше —*; -|-  —1> 0, т.е. еси точка Р находится 


внф элипсса. 2 

Легко построить геометрически касательныя, проведенныя изъ точки 
Р, разсматривая эллипсъ какъ проекщю р АВ,А (фи. 87). Оты- 
щемъ въ плоскости круга такую 
точку Р,, которая имфла бы проек- 
цею точку Р въ плоскости эллипса. 
Проведемъ ‚въ плоскости эллипса пря- 
мую РВ и продолжимъ до пересзче- 
н1я ея съ осью въ точкБ Н; пря- 
мая НВ,, проекщя которой есть НВ, 
пройдетъ черезъ точку Р, и опредБ- 
лить эту точку. Изъ точки Р, про- 
ведемъ къ кругу касательныя Р,М, и 
Р.М’, и продолжимъ ихъ до пересъче- 
ня СЪ осью въ точкахъ Т и Т^ прямыя РТ и РГ’, которыя суть проекщи 
касательныхъ къ кругу, будутъ касательными къ эллипсу, и точки прикос- 
новеня Ми М!’ будуть находиться на ординатахъ точекъ М,, М!.. 
Даля этихъ построенй нЪтъ необходимости, чтобы эллинсъ былъ начерченъ. 

154. Провести касательную параллельно данной прямой. Пусть 
у —= тх будетъ уравнене данной прямой ОТ., которая, положимъ, про- 
ведена черезъ центръ (физ. 88). Назо- 
вемъ черезъь х и 9 координаты точки 
прикосновешя М. Эта точка находится 
на эалипс$, поэтому получимъ уравнене 


Фиг. 87. 


"У 
ви=Е 
‘такъ какъ угловой коефФфищентъ касатель- о 
ной долженъ быть равенъ 2, то полу- м 
чимъ второе уравненте 
5х 
—== т 
“у 


Эти два совмЪстныя уравненя опредфляютъ два неизвфетныя хи 7; 
первое выражаетъ данный элдипсъ, второе прямую ММ’, проходящую 
9 
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черезъ центръ; точки, въ которыхъ эта прямяя пересфкаетъ эллипсъ, бу- 
дутъ точками прикосновенИя. 

Эти касательныя легко построить геометрически. Отыщемъ прежде въ 
плоскости круга даметръ ОТ, ‘который проекщею имфлъь бы ОГ, въ 
плоскости эллипса; для этого ‚надобно точку В соединить съ какою-нибудь 
точкою Г. прямой ОГ. и продолжить прямую ВГ, до пересъченя ея съ 
осью въ точк$ Н; потомъ провести В,Н и взлть точку пересфченя Т,, 
этой прямой съ ординатою точки Г; такъ какъ точка Ъ, есть проекщя 
точки Г, то прямая ОГ будетъь проекщею ОТ,,. Проводимъ къ кругу 
касательныя МТ, М”Т’, параллельныя ОГ, и черезъ точки Т и Т’, 
въ которыхъ эти касатезьныя пересвкаютъ ось, проводимъ лини ТМ, ТМ’, 
параллельныя прямой ОГ. Это будутъ искомыя касательных, потому что 
проекщи ОТ, ТМ прямыхъ параллельныхь ОГ, ТМ, суть эти же па- 
раллельныя. Точки прикосновешя М и М” опредфляются ординатами то- 
чекъ М, и М'.,. 

155. Уравнене касательной, проведенной къ адлипсу, можно получить 
въ другомъ видф, который полезно знать. Найдемъ точки пересфчен!я эл- 


з з 
липса эНЫ —{ м прямой 5 == т -{ #. 


Исключивъ у, получимъ уравненше второй степени 
1 т?\ 3 ЭтЁ К 


корни котораго выражаютъ абсциссы точекъ пересченя. Если корни 
этого уравнешя будутъ дфйствительные и не равны, тогда прямая пере- 
сфчетъ эллипсъ въ двухъ точкахъ; это будетъ сфкущая. Если же корни 
будутъ равны между собою, что будетъ тогда, когда удовлетворяется ус- 
лов!е К? — а*т? -- 65°, то обЪ точки пересёчен!я сольются, и прямая обра- 
тится въ касательную. Замфнивъ постоянное Ё его величиною, уравне- 
. нге касательной представится въ видё 


(6) : у —= тх = У ат? ен Ь:. 


Это уравнене, въ которомъ 2 есть произвольный параметръ, выра- 
жаетъ всЪ касательныя, проведенныя КЪ эллипсу. Если данъ угловой коеф- 
ФиЩентъ 7, т. е. направлене касательной, то уравнеше будетъ совер- 
шенно опредфлено, и, по причин$ двойнаго знака, мы’ получимъ Ддв$ па- 
раллельныя касательныя, находяцщияся на равномъ разстояи отъ центра. 
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156. Этотъ видъ уравнен!я касательной бываетъ полезенъ во многихъ 
случаяхъ. Для примфра рёшимъ сл5дующую задачу. Найдемъ геометри- 
ческое мъсто вершины прямаго угла, описаннаго 
около эллипса. Положимъ, что желаемъ черезъ 
внёшнюю точку (физ. 89), координаты которой“ 
суть хи у, провести касательныя къ эллипсу. 
Если касательную выразимъ уравнешемъ 


У = мх + Уа* т В, 


то, изъ усломя, что касательная должна прохо- 
‚дить черезъ точку Р, получимъ условное урав- 
нен1е : 


Фиг, 89. 


у = те = У ат? - 0, 


въ которомъ угловой коеффищентъ 2 есть неизвЪстное. Это уравнене, бу- 
дучи представлено въ ЦЪФломъ видЪ 
т? (а — 2*) - 2жут - (5* — у*) = 0, | 


есть второй степени; два его корня опредфляютъ направленя двухъ каса- 
тельныхъ, проведенныхъ изъ точки Р къ эллипсу, а слдовательно, опре- 
дЪаяютъ эти касательныя. ОбЪ касательныя, проведенныя черезъ точку Р, 
будуть перпендикулярны между собою, если произведеше двухъ величинъ 
т будетъ равно — 1; для этого необходимо, чтобы координаты точки Р 
удовлетворяли соотношен1ю 

И = — 1 ии 2 у = а 6” 

а — т у == * 
Такимъ образомъ, геометрическое м5сто вершины прямаго угла, описаннаго 


около эллипса, есть кругъ, описанный около прямоугольника, построеннаго 
на осяхъ. | 


ЯЖИаметры. 


` 


157. Мы нашли (6 151) общее уравнеше даметровъ въ кривыхъ 
втораго порядка. Если означить черезъ } (2, у) = 0 уравнене кривой, и 
черезъ 2 угловой коехфищентъ параллельныхъ хордъ ММ’ (фи. 90), то 
‘уравнеше дламетра ОШ’, какъ мы видЪли, будетъ вида 


ту, = . 
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Такъ какъ эллипсъ отнесенъ къ его осямъ, то уравнеше дэметра будетъ 


2х Эту в 
ВЕР 2 == 0, или У — — =; Я. 


т 


Если черезъ 7’ означимъ угловой коеффищентъь даметра ОГ’ ‘то между 
направленшемъ хордъ и направлешемъ даметра 
получимъ соотношеше 


(1) тт! —= —-. 


Мы видБли также, что если проведемъ хорды 
ММ", параллельныя даметру ПП’, то угловой 
коеффищентъ д!аметра ЕЕ’, дЪлящаго эти хорды 
пополамъ, будеть т; два даметра 0О’, ЕЕ’ 
составляютъ систему сопряженныхъь Даметровъ, угловые коехфишенты 
ихъ т и т! связаны между собой соотношешемъ (1). 

Это соотношен!е показываетъ, что угловые коеффищенты ж и 2" 
имфютъ обратные знаки, и слфдовательно, два сопряженные полудаметры 
ОП и ОЕ, расположенные" съ одной стороны большой оси, находятся съ 
той и другой стороны малой оси; если первый будетъ обращаться отъ 
положешя ОД къ ОВ, то второй будетъ обращаться отъ положеня ОВ 
къ ОА.. 

158. 'Касательная, проведенная въ какой-нибудь точкё Г) эллипса, 
параллельна Даметру ЕЕ’, сопряженному Даметру ОО’, проходящему 
черезъ точку прикосновен!я. Дъйствительно, если черезъ х и У назовемъ 
координаты точки ПО, то угловой коеффищенть даметра ОГ будетъ` 


т. угловой же коеффищентъ касательной въ точкф ПО есть и’ = 
5х 0 , а ь 
Е. чевидно, что эти два коефФищента, удовлетворяютъ соотношен!ю- 
тт’ — — е 

а” 


Это можно доказать, вообразивъ, что сфкущая ММ’ двигается парал- 
лельно даметру ЕЕ” и удаляется отъ центра; тогда обф точки перес$- 
ченя М и М’ будутъ все боле и болфе приближаться къ срединз хорды 
и наконецъ сольются въ точкё 0; тогда съкущая обратится въ касатель- 
ную въ точкё О. 

159. Свойства сопряженныхъ Даметровъ вытекаютъ непосредственно, 
если эллипеъ мы будемъ разематривать какъ проекцию круга. Два перпен- 
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дикулярвые между собою даметра ОШ,, ОЕ, (фиш. 91) въ плоскости 
круга образуютъ систему сопряженныхъ д1аметровъ, потому что каждый 
изъ нихъ АФлИТЬ ПОПОЛамъ хорды, параллельныя дру-. 
гому; параллельныя хорды проектируются на плоскость Фиг. 91. 
эллипса по направлению параллельныхъ хордъ; средина 
хорды имфетъ проекцгю средину проекщи хорды; 'слдо- _ 
вательно, каждый изъ д1аметровъ ОЛ и ОЕ, которые суть 
проекщи первыхъ, двлитъ пополамъ хорды, параллель- 
ныя другому; это есть два сопряженные д1аметра эллипса. 
Отсюда легко находимъ соотношеше, которое су- 
ществуетъ между угловыми коеффищентами т и 1’ 
двухъ сопряженныхъ д1аметровъ. Если черезъ 2, и т.” назовемъ угловые 


коехфищенты двухъ сопряженныхъ дламетровъ ОШО,, ОЕ, круга, то полу- 
$ ь . 5: Е 
ЧИМЪ ® — И, 1’ = = 1’:; откуда ти’ == т’; такъ какъ со- 


пряженные д1эметры круга перпендикулярны между собой, то получимъ 


17.1.! = — 1; отсюда ти’ = —-. 


Если данъ даметрь ОП), то можно найти сопряженный ОЕ, не чертя 
эллипсъ. Построимъ д!аметрь ОБ,, который проекщею имфетъ ОО; про- 
водимъ дламетръ ОЕ,, перпендикулярный къ ОП, и проектируемъ ОЕ,; 
проекция ОЕ будетъ искомый даметръ. | 

160. Эллилсё озпнесенный кз 0вумз сопряженнымв Яаметрамз. 
Мы видвли ($. 138), что, принимая за 
оси координат два сопряженные д1аметра 
00’, ЕЕ” эллипса (физ. 92), 'уравнене 
кривой упрощается и получаетъ видъ 


Мл” -- Му" =Н. 


Означимъ черезъ За’ и 25’ величины этихъ 
сопряженныхъ дтаметровъ; если въ предъ- 
идущемъ уравнеши сдзлаемъ послвдова- 
тельно у—0 и х=0, то подучимъ 


Фиг. 92. 


Н Н й к 
а м’ 6" — х; и уравнене кривой будетъ имфть видъ 


(8) =. + — 1. 


Такимъ образомъ, уравнеше эллипса сохраняетъ тотъ же видъ, будетъ ли 
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кривая отнесена къ своимъ осямъ или къ систем5 сопряженныхъ дамет- 
ровъ. 

Ть же вычислешя, которыя мы дДФлали для доказательствъ свойствЪ э4- 
липса съ помощю уравнешя кривой, отнесенной къ ея осямъ, и въ кото- 
рыхъ мы предполагали координаты ортогональными, можно повторить 
надъ уравнешемъ кривой, отнесенной къ системв сопряженныхь дамет- 
ровъ. Такимъ образомъ, если эллипсъ отнесенъ къ системв сопряженныхъ 
маметровъ ОР и ОЕ, то ‘уравнеше касательной будетъ 


хе, ух! 2 
их 


“Уно уравнеше нормали не будетъ. имёть того же ‘вида, какъ при осяхъ 
——5щ—— 
‚ координать ОА и ОВ. 


161. Если черезъ х и В назовемъ углы, образуемые двумя полудаме- 
трами ОО, ОЕ съ большею осью ОД; черезъ а’и 6’ ихъ величины, то 
по уравненшю (3) ($ 145) получимъ 


и ь. (10) рык еее 


=: 


Такъ какъ оба д1аметра сопряженные, то получимъ еще уравнене. 


: Гу 
чапб а аб В — — 
ИЛИ ` 
(11) ое У ры о: 


Изъ двухъ угловъ х и В одинъ есть острый, другой тупой; положимъ, 
что х острый, В тупой. Четыре перемзнныя =, В, а’, 6’, изъ которыхъ 
одна произвольная, связаны между собою тремя уравненями; соединяя 
эти уравнен!я выведемъ различныя теоремы. 


162. Если обЪ части уравнешя (11) умножимъ на а’Ъ’, то получимъ 


- 


а! с08 © а’ вт 

а А: $ Г 
шв В! 0088 
Ето > ие 


каждая изъ этихъ дробей равна такой дроби,’ у которой числитель. есть 
квадратный корень изъ суммы квадратовъ числителей, а знаменатель квад- 
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ратный корень изъ суммы квадратовъ знаменателей; по уравнешямъ (9) 
и (10) эти дв$ суммы равны единиц; сл6довательно, 


а’ с08 & а’ вт « 
еее". НВ о. 
о вшв — —Ы ЕЕ № 
|.) а 
откуда - | 
а! сова _ "зто азшх  — 61008 д’ 
ь а = р а 5 а ‘ 
а’ зт < 6! соз В 


Если въ уравнеши (9) —— замёнимъ равною ей ведичиною — 


то получимъ 


{12) а’? 08" < 6” с08? В = а”. 
.  @’608 а о зв % 
Если въ томъ же. уравнен!и «—^ замфнимъ черезъ о, то най- 
демъ : ` 
(13) | а’? вш? а -- 6" вш? В = 5°. 


Изъ двухъ уравненй (12) и (13) видно, что сумма квадратовз про- 
екщий двутз какихё-нибудь сопряженныхь даметровз на каждую изь 
осей есть величина постоянная и равна квадрату этой оси. 

СОложивъ уравневя (12) и (13), получимъ 


(14) а" =", 


т. е. сумма квадралтовз двухь какихз-нибудь сопряженныхь Яаметровз 
есть величина постоянная и равна суммтъ квадратовз осей. 

163. Разложивъ каждый членъ уравнения (9) на два множителя, пред- 
ставимъ его въ видЪ 


а! сова а! 008 & а’ та &! вт а 


И О. 
а’ сова а! вт а 6! вт 6! сов В 
если множители ——, —;— замфнимъ черезъ —*, =: 0- 
лучимъ 
а! 6! (В В 603 а — в Ш < ©08 В) 1: 
аб Е: 
ИЛИ 


(15) а’ 6’ вт (В — а) == аб. 
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Произведеше а’6’эш (В — «) выражаетъ площадь параллелограмма ООКЕ 
(физ. 92); умноживъ на 4, получимъ площадь описаннаго параллелограмма 
ЕОНК. Такимъ образомъ, илощафь параллелофамма, построенназо на 
двул ‘каких-нибудь сопряженныхз Фаметрахь, есть величина посто- 
янная и равна площади прямоуюльнцка, построенназо на осях. 

Вписанный параллелограмиь ОЕО’Е/, который получимъ, когда соеди- 
нимъ концы сопряженныхъ даметровъ, равенъ половин$ предъидущаго 
параллелограмма и имфетъ также постоянную площадь. 

164. Эти теоремы легко можно доказать, разсматривая эллипсъ, какъ 
проекщю круга. Два сопряженные даметра О) и ОЕ эдлипса суть про- 
екщи двухъ перпендикулярныхъь между с0бою даметровъ ОШ, и ОЕ, 
круга (физ. 91). Такъ какъ углы О,ОР,, Е О@ служатъ дополнешемъ 
другъ другу, то прямоугольные треугольники О.ОР,, Е!О©) равны; сл$до- 
вательно, 0) = О.Р, но ОР? -{ Ь,Р? = ОО,? = а?, поэтому 


ОР* - 0@ = а”. 
Такъ какъ лини ОР и О©) суть. проекщи двухъ сопряженныхъ дламет- 
ровъ. ОБ и ОЕ на большую ось эллипса, то очевидно, что сумма кВад- 
ратовъ этихъ двухъ проекц есть величина постоянная 
' , 
а’? с08 « -- 6!? сов В = а". 
То же самое получимъ для другой’ оси; проекщи двухъ сопряженныхъ по-. 


С р ь 
лудламетровъ на малую ось равны ординатамъ ОР и ЕО; но ОР = а РЕ: 


ЕО = ь ЕК; слфдовательно, РО? -- Е@* —= — (р,Р*- Е,©*); такъ 
какъ лини ЕС) и ОР равны, то О.Р: -|- Е,()* = ,Р* -|- ОР* — а”, и 
потому | , . 
ОР? - Е@* = 
или 
ь а’ вш? а -|- 06° вш" В = 6°. 
Сложивъ почленно два предъидуция уравненя, получимъ 


а? 6 — а" + В°. 

165. Чтобы доказать свойство относительно площади параллелограмма, 
мы воспользуемся слБдующей теоремой. 

Проекшя плоской площади на какую-нибудь плоскость равна про- 
ектируемой площади, умноженной на косинусь узла двухз плоскостей. 
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Разсмотримъ сначала треугольникъ АВС (фил. 93), въ которомъ одна 
сторова АЗВ параллельна плоскости проекщи; мы можемъ предположить, 
зто плоскость проекщи проходить черезъ эту ста- 
рону АВ; изъ вершины С опустимъ на эту пло- 
скость перпендикуляръ СС’, и въ этой плоскости 
проведемъ С’О периендикулаярно къ АЗ; прямая СО 
будетъ также перпендикулярна къ АБВ, и уголъ СОС! 
будетъ мврою двуграннаго угла ф двухъ плоскостей. 
Положивъ это, получимъ 


Фиг. 93. 


. 


СТ = СР сов ф, 


откуда 
АВХ СР _ АВХ СО 
а а 
а слфдовательно 


АВ’О = АВСХ сов $. 


Такимъ образомъ площадь треугольника АС’В Ра площади АВС, умно- 
женной на с08 $. 

Положимъ теперь, что ни одна сторона треугольника АВС (фи. 94) 
не параллельна плоскости проекщи; эту плоскость 
мы можемъ провести черезъ вершину А такъ, чтобы Фиг. 94. 
дв друмя вершины находились на одной сторон 
плоскости; продолженная плоскость треугольника пе- 
ресвкаетъ плоскость проекщи по прямой АТ, и пря- 
мая ВС пересъкаетъь эту плоскость въ точкЪ [; тре- 
угольники АТС, АТВ проектируются на АТО’, АТВ’, 
и мы получимъ 


АС! = АТС Х сов ф, 
АТВ! = А1ВХ сов о; 


вычитая одно изъ другаго, найдемъ, 


АЗВ’О’ = АВС Х сов $. 


Эта теорема, доказанная для треугольника, справедлива также для пло-. 
скаго многоугольника, который всегда можно разложить на треугольники 
и Также для площади, ограниченной какою-нибудь сомкнутою кривой, по- 
тому что эту площадь можно разематривать какъ предфлъ площади впи- 
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саннаго многоугольника, число сторонъ котораго увеличивается неопре- 
дфленно, такъ что каждая сторона приближается къ нулю. 

Если эллипеъ будемъ разсматривать какъ проекцию круга, то парал- 
лелограмъ, построенный на двухъ сопряженныхъ д1аметрахъ, будетъ про- 
екц!я квадрата, описаннаго около круга; такъ какъ площадь квадрата есть 
ведичина постоянная и равна 447, то площадь параллелограма ‘есть также 
величина постоянная и равна 4а* `соз ф, т. е. 4а6. 


Шлонадь эллинса, 


166. Изъ этой же теоремы опредфляется непосредственно площадь 
эллипса. Такъ какъ эллипсъ есть проекщя круга, то его площадь равна 


м ь 
площади круга га*, умноженной на с08 ф иди на „т. е. таб. 


О 


Равные сопряженные д1аметры. 


167. Мы видЬли (6 157), что два сопряженные полудаметра ОО 
и ОЕ расположевы по обф стороны малой оси ОВ (физ. 95). Извъетво, 
что радусъ эллипса булетъ тёмъ болфе, чфмъ боле от- 
далается отъ мадой оси; слЪдовательно, для того, чтобы 
два сопряженные д1аметра были равны, надобно, чтобы 
эти два Даметра составляли съ малою осью ОВ 
равные углы, а для этого необходимо, чтобы углы 
« и В были дополнительными. СлБдовательно, полу- 


Фиг. 95. 


В и ь 
чимъ {200* х — дв Или 1ап8 « — -; такимъ образомъ 


‘равные сопряженные д!эметры ОС и ОН сливаются съ дагоналями 
прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 


а 5 
Изъ отношеншя а”? -|- 6”? — а? -- 6? находимъ а!” = ии ‚ и урав- 


неше эллипса, отнесеннаго къ его сопряженнымъ равнымъ м 
будетъ 


Юно имфетъь тотъ же видъ, какъ уравнен!е круга, только координаты косо- 
угольныя. Это уравнеше выражаетъ, что сумма квадратовъ разстоян!й 
каждой точки эллипса отъ двухъ равныхъ сопряженныхъ д!аметровъ есть 
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величина постоянная. Дъйствительно, пусть 6 будетъ уго4ъ двухъ равныхъ 
сопряженныхъ даметровъ; МР и МО коорли- 
наты точки М, МЕ и МЕ перпендикуляры, 
опущенные изъ точки М на эти д1аметры; въ та- 
комъ случа, получимъ (физ. 96) МЕ = у’ вш 0, 
МЕ = 2’ 310; откуда 


МЕ? -- МЕ? — (2 у’) вп? 0 


— (@* "+ 5*) а! 5*) эт? 9 24" 5 
а НЕ. 


Фиг. 96. 


Дополнительным хорды. 


168. Дополнительными тордами въ эллипсЪ называются таюя дв 
хорды МС, МС’, которыя, проходя черезъ одну и ту же точку эллипса, 
опираются на концы одного маметра СС’ (фил. 97). 
Двз дополнительныя хорды параллельны двумъ со- 
пряженнымъ д!аметрамъ. Дъйствительно, проведемъ 
маметры ОШ и ОЕ параллельно дополнительнымъ 
хордамъ МС’, МС. Въ треугольникв СМС’ пря- 
мая ОП, параллельная СМ, двлитъ двф стороны СС’ 
и СМ на части пропорщюнальныя; такъ какъ центръ О р 
есть средина СС’, то отсюда слфдуетъ, что даметръ ОР) дьлитъ пополамъ 
хорду СМ, а слфдовательно, дълитъ пополамъ всф хорды, параллельныя 
даметру ОЕ. Точно также даметрь ОЕ двлитъ пополамъ хорду С’М, а 
саЪдовательно дфлитъ пополамъ всф хорды, параллельныя ОО. Такимъ обра- 
зомъ, два маметра ОШ и ОЕ, параллельные ЕВ хордамъ 
МС’, МО, суть сопряженные д!аметры. 

Насборотъ, если черезъ концы д’аметра СС’ проведёмъ прямыя, парал- 
лельныя двумъ сопряженнымъ даметрамъь ОО и ОЕ, то эти прямыя пе- 
ресвкутся на эллиисф. Дйствительно, пусть М будетъ точка, въ которой 
хорда СМ, параллельная ОЕ, пересвкаетъ эллипсъ; соединимъ точки © 
и М; такъ какъ дополнительныя хорды МО, МС’ параллельны двумъ со- 
пряженнымъ ламетрамъ, то вторая хорда С’М будетъ параллельна ОО. 

169. Такимъ образомъ, учене объ измфнени угла двухъ сопряжен- 
ныхъ даметровъ приводится къ ученю объ измвнени угла двухъ допол- 
нительныхъ хордъ, т. е. угла, вписаннаго въ’половину эллипса. Для про- 
стоты вычислен!я полагаютъ, что дВЪ. дополнительныя хорды проведены 


Фиг. 971. 


— 
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черезъ концы большой оси (физ. 98). Уголь АМА’, который мы назо- 
вемъ черезъ 6, равенъ разности двухъ угловъ 
МАХ, МА/Х; такъ какъ угловые коеффищенты 


двухъ прямыхъ АМ и А'М суть — и 


то получимъ 


ей, 
х—а д а __ 2ау 


1ап& 0 —= 


дл ож в _ 9? 
п ый 


изи, замфнивъ 17^ его величиною, изъ уравненя эллипса, 


Чапо 0 —= — о 
(@“—Му 7 

Если точка М описываетъ верхнюю полобину АМА! эллипса, то уголъ 

8 будеть тупой, потому что тангенсъ будетъ отрицательный; когда точка 

М будеть въ точкв А, т. е. когда у —= 0, тогда уголъ будетъ прямой; 

при движен!и точки М отъ А къ В, у увеличивается; а такъ какъ абсолютная 

величина {ап 0 уменьшается, то тупой уголъ 0 увеличивается и достигаетъ 


шахипит въ точкё В; въ этомъ случа получимь у = б и фа1е 0 = 
в м В 
ЕНТО огда точка переходитъ за точку и проходитъ четверть эл- 


липса ВА’, уголъ 9 уменьшается отъ наибольшей еговеличины до прямаго угла 

Отсюда слфдуетъ, что уголь сопряженныхъ полудаметровъ ОШ ’и ОЕ, 
находящихся по одной сторон большой оси, есть тупой и изм$няется, 
начиная отъ прямаго угла до наибольшей величины АВА’; сопряженные 
лламетры, которые составляютъ наибольшЙ уголъ, соотвфтственно парал- 
лельные доподнительнымъ хордамь А/В и АВ, и саБдовательно, одина- 
ково наклоненные съ той и другой стороны КЪ малой оси, равны. 

Мы разсматривали измфнеше тупаго угла ООЕ двухъ сопряженныхъ 
даметровъ, острый же уголь БОЕ’ измзняется въ обратномъ направлени. 
Этотъ уголь мы получимъ прямо, проводя черезъ концы малой оси ВВ!’ 
дополнительныя хорды. Когда точка М описываетъ четверть эллипса ВА, 
вписанный уголъ уменышается, начиная отъ прямаго угла до наименьшаго 
угла ВАВ’, который служить дополнешемъ наибольшему тупому углу 
АВА’ до двухъ прамыхъ. 

170. Когда эллипсъ начерченъ, можно графически опредфлить центръ 
и оси. Чтобы найти центръ, проводимъ дв5 параллельныя хорды, доста- 
точно отдаленныя ‘одна оть другой; соединимъ средины этихъ хордъ, и 
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такимъ образомъ получимъ даметръ, средина котораго будетъ центромъ. 
Если на этомъ д1аметр5 опишемъ полуокружность и оба конца д!аметра 
соединимъ съ точкою, въ которой эта полуокружность пересвкаетъ полу- 
эллипсъ, то получимъ двф дополнительныя хорды, перпендикулярныя между 
собой; параллельные имъ даметры, образующие систему сопряженныхь 
перпендикулярныхъ между собою даметровъ, будутъ оси эллипса. 

Точно также можно найти двЪ системы сопряженныхъ д1аметровъ, ко- 
торые составляютъ между собой данный уголъ, заключающйся между 
шийпим и шахиии; для этого достаточно описать на даметрь сегментъ, 
вмфщаюпий въ себ данный уголь. 

171. По двумз даннымз сопряженнымз баметрамз построить эл- 
литсз. Пусть ОО’, ЕЕ! (фи. 99) будутъ 6 
два данные сопряженные даметра, вели- , 
чины которыхЪ означимъ черезъ За’ и 8$. 
Уравнеше эллипса, отнесеннаго къ этимъ 
двумъ д!аметрамъ, будетъ 


2 г 
ая т = 1. 


Черезъ центръ проведемъ прямую Е,Е;’ перпендикулярно къ ОО! и 
отложимъ на ней часть ОЕ, = ОЕ. Элаипсъ, оси котораго суть ОО’, 
Е,Е,', отнесенный къ этимъ осямъ, выражается тфмъ же уравнешемъ. 
Отсюда слфдуетъ, что ординаты МР,М,Р, которыя соотвфтствуютъ одной 
и той же абсциссз ОР, равны между собой. Представимъ себЪ, что, по спо- 
собу, изложенному въ $ 149, построены различныя точки эллипса ОЕ, О’, 
оси котораго извъетны. Пусть М, будетъ одна изъ этихъ точекъ, М.Р 
ея ордината; если черезъ точку Р проведемъ линю РМ, параллельную ОЕ 
и равную РМ,, то получимъ искомую точку М эллипса. Каждая точка 
перваго эллипса опредфлитъ соотвфтствующую точку втораго. Это при- 
водитъ къ тому, чтобы первый эллипсъ искривить, поворачивая каждую 
ординату РМ, около ея подошвы 'Р на постоянный уголъ. 

Точно такое же преобразоваше прилагается къ касательной. 

Касательная въ точкф М выражается уравненемъ 


въ косоугольныхъ координатахъ это уравнен!е выражаеть также касатель- 
ную, проведенную въ точкё М;, въ прямоугольныхъ координатахъ. Эти 
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дв касательныя пересфкаютъ продолжеше д1аметра ОО’ въ одной и той 
же точкв Т, асбциссу которой найдемъ, положивъ У = 0. 

Выфсто того, чтобы строить залипеъ по точкамъ, какъ мы показали, 
можно сперва опредБлить оси эллипса ‘и потомъ построить зтотъ зллиисъ 
по его осямъ. Опредёленше осей зависитъ оть слфдующей теоремы. 

172. Два каве нибудь сопряженные Фаметра отсъкаютз на 
опредъленной касательной Р@ два отръзка ОР, ОО, произведеще 


А которыхз есть величина постоянная и 
ИГ. . ь 
ы фавно квадрату полудаметра ОЕ, па- 
ое раллельналю касательной (физ. 100). 
( 


Если за оси координатъ возьмемъ д!а- 
метрь ОШ, который проходить черезъ 
точку прикосновешя, и сопряженный да- 
метръ ОЕ, и если черезъ а’и 6’ назо- 
вемъ эти даметры, то уравнеше эллипса 
будетъ 


Пусть 
у = тх, у=тх 


будутъ уравненя двухъ сопряженныхъ д1зметровь ОА, ОВ. Въ слёдстые 


замфчаня, сдвланнаго въ & 160, угловые коефФфищенты будутъ связаны 
: Е 5" 5 
между собою уравнешемъ тт’ = — а. Если въ этихъ уравненяхъ сдЪ- 


лаемъ д == а’, то найдемь ОР = — жа!’, О = т’а’, откуда ^ 


ОР. ОО = — ит’а? = $”. 


` 


173. Эту теорему можно легко доказать, разсматривая зллипсъ, какъ 
проекцию круга. Пусть ОД,, ОВ, (фиш. 101) будутъ два перпендикуляр- 
ные между собою даметра круга; Р,(©), каса- 
тельная въ какой-нибудь точкв М,; проведемъ ра- 
дусъ ОМ; и радусъ ОМ, параллельно касательной; 
изъ прямоугольнаго треугольника РО,(), находимъ 


М.Р, Х М,0, = ОМ,? = ОМ,'. 


Когда будемъ проектировать фигуру, даметры 
ОА,, ОВ, опредБаятъ два сопряженные даметра 


Фиг. 101. 
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эллипса, касательная Р,(©), касательную къ эллипсу, и прямая. ОМ, линю 
параллельную этой касательной; прямыя, параллельныя М,Р,, М,©),, ОМ, 
имъють проекщями МР, МО, ОМ, которыя имъ пропорцовальны; сл$- 
довательно, между этими проекщями также получимъ соотношене 


МР. МО —= О№. 


174. Положимъ, что два сопряженные дДаметра ОД и ОВ будуть 
оси эллипса (физ. 100). Кругъ, описанный на Р@), какъ на д1аметрф, 
проходить черезъ точку О, и ордината ОН, перпендикулаярная къ РО, 
равна ОЕ. Отсюда вытекаетъ очень простой способъ опредвлить направле- 
в!е осей, по двумъ данвымъ сопряженнымъ д1аметрамъь ОО и ОЕ. Черезъ 
точку ПО проводимъ линпю, параллельную ОЕ; эта лишя будетъ касатель- 
ная въ точк$ ПО); на этой прямой возстановляемъ перпевдикуляръ ОН, рав- 
ный ОЕ, и описываемъ кругъ, центръ котораго находится на РС), и. 
который пройдетъ черезъ точку’О и Н; прямыя ОР и О©), которыя 
идутъ оть центра къ двумъ точкамъ Ри ©), въ которыхъ кругъ пере- 
сЪкаетъ касательную, опредфлятъ направлеше осей. 

175. Остается опредъфлить величину осей. Изъ уравнешй 


а? -- 6? —= а” -- 6, аб = а вш, 
находимъ 


(@— 6) =а*-- 5" — за шо = а 5 — За вов (1—6), 
(ао а" а ба 5" — ЗВ вов (1-9). 


Такъ какъ можно положить, что 69, означаетъ острый уголъ между со- 


пряженными даметрами, то изъ этихъ Формулъ видно, что величина 
(«— 6) есть третья сторона треугольника, въ которомъ двф друМя сто- 


. я 
роны равны а’и 6’ и уголь между вими равенъ = 9. Это есть тре- 


угольникъ ООН, потому что уголь ООН равенъ 5— 9, а двЪ стороны 


ГО и БН равны а’ и 6’; такимъ образомъ, третья сторона ОН опредф-- 
ляеть а — 6. Точно также а-Н 6 есть третья сторона треугольника, ко- 
тораго двз друпя сторовы равны @’и 6’, а уголь между ними есть 
дополнительный предъидущаго; это есть треугольникь ОШК, который 
получимъ, продолживъ перпендикуляръ ОН и отложивъ на немъ величину, 
равную ОН; третья сторона ОК опредфлить & -- 6. Если изъ точки О, 
какъ центра, радусомь равнымъ ОН опишемъ кругъ, то лия КТ бу- 
детъ равна большей оси За, лимя КТ, малой оси 26. 

Брыо и Букк. ГЕОМЕТРи. 10 _. 
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Нужно замфтить, что большая ось ОА дФлитъ уголь НОК пополамъ; 
малая ось дБлитъ дополнительный уголъ пополамъ. 


черчев!е элалншса ненрерывнымл движешемуъ. 


176. Если два конца прямой СП, величина которой постоянна, 
двилалются по двумз перпендикулярным между 
собою прямымь ОХ, ОХ, то точка М этой 
прямой опишетз эллитсз (фи. 102). 
Возьмемъ за оси координатъ двЪ опредфлен- 
ныя прямыя; назовемъ черезъ @ и 6 двБ постоян- 
ныя лини МО, МС, черезъ х и у перемзнныя ко- 
ординаты точки М. Изъ подобныхъ треугольни- 


МР мс 
ковъ МРС, ОМ находимъ р — 


Фиг. 102. 


ИЛИ 


Слвдовательно, геометрическое мъсто, описанное точкою М, есть эллипсъ, 
котораго оси 2а и 26 направлены по двумъ даннымъ перпендикулярнымъ 
между собою лин!ямъ. 

Ньтъ никакой необходимости, чтобы точка М находилась на движу- 
щейся прямой между точками С и Г; она можеть находиться на продол- 
жени этой лини. Разсмотримъ прямую СО’, двЪ точки которой С! и 0” 
двигаются по двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ и ОУ, 
и найдемъ геометрическое мЪсто, описанное точкою М. Если черезъ 
а и 6 назовемъ разстояня МО’ и МС’, то изъ подобныхъ треугольни- 
ковъ МРС’!, Р’ОМ, какъ прежде, найдемъ 


МР МС ое 
ам ИИ уно а 


На этомъ свойств основывается устройство маленькаго инструмента, 
называемаго эдлийтическимь циркулемь. Два кончика нитки прикрфплены 
въ двухъ точквахъ С’и ШО’, взятыхъ произвольно на прямой С”)!, и въ 
точкБ М карандаш; два кончика двигаются по перпендикулярнымъ между 
собою желобкамъ, сдъланнымъ на деревянной доскЪ; карандашъ, помфщен- 
ный въ М, опишетъ эллипсъ непрерывнымъ движешемъ. 
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177. Замътимъ, что нормаль, проведенная къ эллипсу въ точкф М, 
проходитъ черезъ точку пересфченя К перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ точекъ Си Г на дв опредъленныя прямыя. Дъйствительно, если 
черезъ 2, и у, назовемъ координаты точки К, то изъ подобныхъ треуголь- 


никовъ МРС, ПОМ находимъ 


С И уу а. 
а’ у $ 
еек МИ 
откуда Е 


Такимъ образомъ угловой коеффищентъ прямой КМ равенъ угловому 
коеффищенту нормали, проведенной къ эллипсу въ точкВ М. 

178. Эту теорему въ общемъ смыслБ можно выразить такъ: Кода 
двъ точки Е, Е движущейся плоскости двилаются по двумз прямым 
ОА, ОВ, находящимся в5 неподвижной плоскости, тозда какая-нибудь 
точка движущейся плоскости описываетв эллинев (фил. 103). Раземо- 
‘тримъ частное положене движущейся плоско- 
сти; изъ точекъ Е и Е возставимъ перпендику- 
ляры къ прямымъ ОА и ОВ, и пусть К 6у- 
детъ точка пересфченя этихъ перпендикуля- 
ровъ; кругъ, описанный на прямой ОК, какъ 
на Даметр®, пройдеть черезъ точки Ви Е. 
Такъ какъ ЕЁ есть величина постоянная, точно 
такъ, какъ и уголь ЕОЕ, то дмаметръ круга , 
есть тоже величина постоянная. Положимъ, что 
кругь соединенъ неизм5няемо съ прямой ЕЕ 
и двигается съ ней вм$ст®; кругъь будетъ постоянно проходить черезъ 
точку О; всякая точка 0) круга опишетъ прямую линю ОУ, потому что 
дуга ЕЛ есть величина постоянная, уголь ЕО постоянный. 

Разсмотримъ теперь какую-нибудь точку М движущейся плоскости. 
Соединимъ эту точку съ центромъ Г круга: и отмётимъ два конца Сир 
этого даметра. Въ слЪдстйе предъидущаго обЪ точки С и О движутся по 
двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ и 0У; отсюда за- 
ключаемъ, что точка М описываетъ эллипсъ, оси котораго, равныя двой- 
нымъ разстояямъ МО и МО, имъютъ ваправлен!я по двумъ перпенди- 


кулярнымъ между собою прямымъ ОУ и ОХ. Въ частномъ случа точка Г 
опишетъ кругъ. 


Фиг. 103. 
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Перпендикуляры, возставленные изъ точекъ С и О на прамыя ОХ 
и ОУ, пересъкаются въ точкё КЖ; отсюда слёдуетъ, что прямая МК. 
нормальна къ эллипсу въ точкё М. Если будемъ разсматривать эллипсы, 
описанные различными точками ‚движущейся плоскости, то увидимъ, что 
нормали, проведенныя ко всфмъ этимъ эллипсамъ въ соотвътствующихъ 
точкахъ, проходять черезъ одну и ту же точку К. 
Такъ какъ даметрь ОК. движущагося круга иметъ постоянную длину, 
то геометрическое мёсто точки К. въ неподвижной плоскости будетъ кругъ, 
описанный изъ точки О, какъ центра, радгусомъ, рав- 
Фиг. 104. нымъ ОК (физ. 104). Движущися кругъ постоянно 
касается неподвижнаго круга. Пусть ОК’ будетъ 
новое положене движущагося круга; даметрь ОК” 
пересвкаетъ въ точкБ К, кругъ въ первомъ его по- 
ложени; эта точка К, движущагося круга описы- 
ваетъ, какъ мы видфли, даметрь К’КИ; во вто- 
ромъ положени движущагося круга она приходитъ 
въ К’. Въ неподвижномъ кругз уголъ при центр. 
КОК’ измфряется отношешемъ дуги КК’ къ ра- 
дусу ОК; въ маленькомъ кругё вписанный уголь КОК, измфряется 
отношешемъ дуги КК, къ даметру ОК; отсюда заключаемъ, что дуги 
КК’ и КК, равны. Отсюда слБдуетъ, что движеше перемвщающейся 
плоскости вЪ неподвижной плоскости можно получить, катя движущийся 
кругъ по неподвижному кругу, т. е. такимъ образомъ, чтобы дуги КК, 
и КК’ двухъ круговъ, заключающйяся между точками прикосновен!я, 
въ двухъ какихъ-нибудь положешяхъ, были ‘равны. 


к 


ПРИМЗРЫ. 


1-й. Найти геометрическое исто вершинъ паразлезограмиовъ, построенныхъ на 
‚ сопраженныхъ даметрахъ эллипса. 

2-й. Найти геометрическое мЪето средииы хордъ, проведеиныхъ черезъ одну и 
ту же точку въ эллипс$. , 

8-Й, Хорда круга перемфщается параллельно самой себЪ; черезъ концы проводпиъ 
прямых, паразлельных двумъ дапиымъ направленямъ; найти геометрическое исто точки 
пересфченя параллельныхь лннШ. ` 

4-й. Доказать, что между вс5ми паралаелограммамн, описаииымн около одного и 
того же эланпса, паралаелограммы, построенные на двухъ сопряжеиныхъь даметрахъ 
иифють нанменьшую площадь- 

5-й. Доказать, что между всфми параллелограммами, вписаииыми въ одннъ и тотъ 
же эллиосъ, тЪ параалелограммы, даговалн которыхъ составаяютъ систему сопряжеи- 
ныхь д!аметровъ, им ютъ ианбольшую пзощадь. 
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6-й. Какой самый большой эллипеъ изъ в6фхъ эллипсовъ, воисаппыхь въ одипъь и 
тотъ же параллелограммъ? 

1-й. Какой самый мень! эллипсъ изъ вобхъ эллипсовъ, описанныхъ около одного 
и того же параллелограмма? 

8-й. Доказать, что между всфми системами сопряженныхъь д1аметровъ эллипса, оси 
составляютъ ваименьшую сумму, а равные сопряженные д!эметры ваибольшую сумму. 

9-й. Вансать въ эллийсъ такую хорду, чтобы сумма ея длины и разстоян!я ея сре- 
дины отъ центра была наибольшая. 

10-й. Прямая перем5щается параллельно самой себф въ плоскости двухъ другихъ 
прямыхъ; возьмемъ на пей такую точку, чтобы сумма квадратовъ ея разстоявЙ отъ 
пересфчев!й съ неподвижными прямыми была величина постоянная; найти геометри- 
ческое м$сто, описанное этою точкою. 

1-й. Даны кав!е-нибудь два эллипса; можно опредфлить два направлев!я, параллель- 
пыя въ одно время двумъ сопряженнымъ д!аметрамъ въ томъ и другомъ эллипс$; черезъ 
общя точкн двухъ кривыхъ проходить трет эллипеъ, въ которомъ равные” сопря- 
женные д!эметры будутъ параллельны этпмъ двумъ направлен!ямъ. 

12-й. Эллипсъ обращается около своего центра; въ точкахъ, гд$ онъ перес$каетъ 
неподвижную прямую, проводимъ касательныя къ кривой; найти геометрическое м%сто 
точки перес$чен!я этнхъ касательныхъ. 

13-й. Данъ кругъ и неподвижная прямая, проходящая черезъ его центръ; движу- 
щаяся прямая, равная рамусу, одвимъ копцомъ опирается на кругъ, другимъ на пря- 
мую; найти геометрическое м5сто, описываемое точкою движущейся прямой. 

14-й. Лвижущаяся олоскость перем$щается по неподвижной плоскости такъ, что 
двЪ прямыя движущейся плоскости остаются соотвфтственно касательными къ двумъ 
кругамъ пеподвижной плоскости; найти геометрическое мЪсто, описываемое точкою 
неподвижной плоскости на движущейся плоскости. 

15-й. Найтв площадь эллипса, выражаемаго уравнешемъ 


А? - Вху -{ Су? =1. 


16. Треугольникъ вписанъ въ эллипсъ; если черезь В назовемъ радусь опи- 
<аннаго круга; черезъ а, 4’, а" полуд1аметры» параллельные сторонамъ, то получимъ 
ааа“ 


—= —_—. 


аб у . 
11. Какой-нибудь прямоугольникъ описанъ около` эллипса; параллелограммъ, вер- 
шины котораго находятея‘ въ точкахъ прикосновен!я, имфетъ постоянный параметръ, 
а дв$ смежных стороны составляютъ съ касательною равные углы. 


д 
18. Отъ какой нибудь точки эллипса по нормали откладываемъ линпо равную г , 


тд Ё есть постоянная величина, а р перпевдвкуляръ, опущенный изъ центра на каса- 
тельную; вайти геометрическое мфсто конца этой прямой. 
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`ТГЛАВА \. 
Гилпербола. 


179. Построимъ теперь кривую, выражаемую уравнешемъ 
Мл? -- Му" + Е, =0, 


въ которомъ М и М имфють развые знаки. Поздожимъ, что М подожи- 
тельно, №. отрицательно и равно —- №. Если К, равно нулю, то, р$- 
шивъ уравнене : 


Ма — №? = 0, 


относительно у, получимъ 


это уравненте выражаетъ двБ прамыя, проходяция черезъ начало. Если 
Е, будетъ положительно, то зтоть случай посредствомъ перемёны осей 
приведется къ случаю Е, отрицательнаго; для этого въ уравнени надо у 
замвнить черезъ 4, а 2 черезъбу; такимъ образомъ, положивъ №, = — Н, 
‘уравнеше будетъ иИМВТЬ ВИДЪ 


М2* — № =Н, 


въ которомъ М, М! и Н суть положительныя числа. 

Каждой величин 2 соотвфтствуютъ двф равныя и съ обратными зна- 
ками величины у; слёдовательно, ось х есть симметричная ось кривой; 
то же самое можно сказать относительно оси у. Отсюда заключаемъ, что 
начало координатъ есть центръ кривой. Это послднее свойство можно 
доказать, замфтивЪъ, что если уравнение удовлетворяется координатами 
х иу точки, то оно удовдетворится точно также координатами — х и —у 
симметричной ей точки. 

Рьшивъ уравнене относительно у, получимъ 
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Чтобы величина у была дъйствительная, надобно, чтобы численная ве- 


личина х была болЪе — Отложивъ отъ начала координать по оси 


Х'Х дв лиши ОА, ОА", равныя Е и проведя черезъ точки Аи А’ 


лини, параллельныя ОУ (физ. 105), увидимъ, Фиг. 105. 
что ни одной точки кривой не существуетъ 
между этими двумя параллельными лин!ями. При 
х —ОА, орлината у равна нулю, и мы полу- 
чимъ точку А; если х будетъ неопредъленно 
возрастать, начиная оть ОД, то численная ве- 
личина у будетъ также неопредфленно возра- 
стать, начиная отъ нуля; тэкимъ образомъ по- 
лучимъ двЪ безконечныя дуги АО и АО’. 
Измвняя х оть — ОА’ до — <, получимъ дв друмя безконечныя 
дуги А’Е, А/Е' симметричныя предъидущимь относительно ОУ. Эти 
четыре дуги еоставляютъ двЪ вЪтви гиперболы, оси бимметри которой 
суть дв прямыя Х’Х, У’У. Первая изъ этихъ осей только одна пере- 
съкаетъ кривую; она называется мо%еречною осью; вторая — мнимою 
осью; точки А и А’ называются вершинами кривой. Если для кратко- 


сти положимъ @ = У. р МЕ. то уравнеше будеть имфть видъ 


(1) . ре у = < 

Размъры гиперболы зависятъ только отъ двухъ лин! аи 6; эти два 
параметра называются ‘полуосями кривой; первая называется дЪйствитель- 
ною полуосью, вторая мнимою полуосью. 

180. Авадраты ординатз, перпендикулярных кз поперечной. оси, 
пропориональны произведенямз соотвутствующихь отръзковь на 
этой оси. ; 

Дъйствительно, изъ уравненя (1) находимъ 


у у | р 
а" И4И (а) в—а) @&’’ 
слфдовательно, ОВ 
я МР? 53 
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181. Асимитоты. Мы видЪли ($ 130), что если начало координатъ 
совпадаетъ съ центромъ гиперболы, то уравнеше асимптоты получимъ, 
уничтоживъ въ уравнеши кривой постоянный ‘членъ. Такимъ образомъ, въ 
нашемъ случа об асимптоты ВВ’, ББ’ выразятся уравненемъ 

2? у ь 
(2) =— и =0, или уже. › 

Легко убъдиться, что разность ММ ординаты прямой ОВ, и дуги АО 

предьломъ имфетъ` нуль, потому что эта разность выражается 


аб 


7] имущие 
а Иго ми НЫЕ 
о а = —— 


Дуга АТ заключается въ угл ВОХ и неопрёдёленно приближается 
къ прямой ОВ, которая есть ея асимптота. Прямыя ОВ’, 08, ОБ’ суть 
также асимптоты дугъ А’Е’, А’Е, АО’. Изъ уравнения (2) видно, что 
асимптоты В/В,, 5'3 суть д1агонали прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

182. Сопряженныя итеуболы. Сопряженными гиперболами назы- 
ваются так я двЪ гиберполы, которыя имфютъ одинъ и тотъ же центръ 
и одн и ТБ же оси, и кромф того дфйстви- 
тельная ось одной гиперболы есть мнимая ось 
‘другой. Такимъ образомъ, данная гипербола 
имфетъ сопряженною другую гиперболу, попе- 
речная ось которой есть 6, а мнимая ось есть 
а (фиш. 106). Уравнене этой второй гипер- 
болы, очевидно, будетъ 


Фиг. 106. 


ДвЪ сопряженныя гиперболы имфютъ однё и т же асимптоты, по- 
тому что прямоугольникъ, построенный на осяхъ, одинаковъ для двухъ 
кривыхъ.’ Одна изъ кривыхъ расположена въ двухъ вертикальныхъ углахъ 
В0О5’, В’ОБ; другая въ двухъ другихъ углахъь ВОЗ, В/О5’. 

183. Равносторонняя зипербола. Равностороннею гиперболою назы- 
вается такая гипербола, у которой оси а и 6 равны. Въ этомъ случав 
прямоугольникъ, построенный на осяхъ, ‘обращается въ квадратъ, а асим- 
птоты будутъ перпендикулярны между собой; сопряженная гипербола бу- 
детъ равна первой; въ этомъ случаф сопряженную гиперболу получимъ, 
Цовернувъ равностороннюю гиперболу около центра’ на прямой уголъ. 
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Подобно тому, какъ мы строили эллипсъ, имвющ осями а и 6, по- 
средствомъ круга радуса а, можно построить помощю равносторонней 
гиперболы, ось-которой есть а, гиперболу, которая осями иметъ а и 6, 
т. е. первую гиперболу можно разсматривать какъ ортогональную проек- 
цю равносторонней гиперболы. Но въ грахическомъ построеши гипер- 
бозы это не приноситъ никакой пользы, потому что черчеше равносто- 
ронней гиперболы нисколько не проще черчен!я какой-нибудь гиперболы. 

184. Пусть х и у будутъ координаты какой-нибудь точки плоскости; 
разсмотримъ многочленъ | 

а у] 
А 

Для точки М принадлежащей кривой, этотъ многочденъ ра- 
венъ нулю. Если точка Р будетъ дви- 
гаться отъ М по лини, параллельной попереч- 


ной оси АА’ (физ. 107), то членъ 35 не бу- 


Фиг. 101. 


х 
детъ измняться, между т5мъ какъ чаленъ у 


будетъ уменьшаться или увеличиваться, смотря 
по тому, будеть ли точка Р приближаться или 
Удаляться отъ оси у-овъ. Отсюда слзлуетъ, что 
многочленъ будетъ отрицательный для всЪхъ точекъ, находящихся между 
двумя в5твями гиперболы, а для всъхъ другихъ точекъ плоскости онъ бу- 
детъ положительный. 


Касательпая. 


185. Уравнеше касательной, проведенной въ точкё М, координаты 
которой суть хи у, есть 


(3) 1 =0. 


Чтобы построить эту прямую, можно опредЪлить точку Т (фил. 107), 
въ которой она пересвкаеть ось ОХ. Если въ уравнени (2) сдБлаемъ 


а 
У —=0, то получимъь Х = ОТ = 5; эту линю ОТ найдемъ, какъ третью 
пропорщюональную. 
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186. Угловой коехфишентъ касательной есть 
вх |1 


ау ПКУ 
1-м 
Положимъ, что точка М описываеть дугу АГ; въ точкв`А угловой 


коеффищентъ равенъ безконечности, и касательная будетъ перпендику- 
лярна къ поперечной оси; при возрастании 1, угловой коефФфищентъ по- 


[1 
Ч 
стоянно уменьшается и приближается, КЪ пред$лу о угловому коеффи- 


. т 
щенту асимптоты ОВ; слфдовательно, угодъ МТХ уменышается отъ-5 до 


ВОХ; въ то же время величина ОТ уменьшается отъ @ до 0; отсюда сл$- 
дуетъ, что асимптота есть предёльное положеше касательной, когда точка 
прикосновеня удаляется въ безконечность. 

187. Провести касательную черезь внъыинюю точку Р. Если че- 
резъ 2; и у, назовемъ кобрдинаты точки Р, то точка прикосновеня опре- 
длится изъ уравненя хорды прикосновения. 


(3) И 


и уравненя гиперболы. 
Исключивъ у, получимъ уравнен!е второй степени 


32° (2 у: ыы у 
(а) — 2 + (1+) =0, 
корни котораго выразятъ абсциссы точекъ прикосновемя М и М’ двухъ 
касательныхъ, проведенныхъ изъ точки В. Услове дЪйствительности кор- 


3 ® 
ней есть т — 9: —1<<0, т. е. точка Р должна находиться между 


двумя втвями кривой. Если точка Р будетъь находиться въ углБ асимп- 
тотъ, между которыми заключается кривая, то произведете корней будетъ 
положительное, потому что коехфищентъ ВЕ будеть положитель- 
ный; слфдовательно, оба корня будуть имфть одинаковые знаки, и об 
точки прикосновевня будутъ находиться на одной вфтви кривой. Наобо- 
ротъ, если Р будетъ находиться въ о Е угловъ ВОЗ, В/О’, 
то на каждой вфтви будетъ находиться точка прикосновения. 

188. Провести касательную параллельно данной прямой. Озна- 
чивъ черезъ 7 угловой коехфищентъ данной прямой, найдемъ точно такъ же, 
какъ въ 6 155, что уравнене касательной будетъ 


(5) у = те 5 Уже 
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Чтобы задача была возможна, надобно, чтобы величина 17? была больше 
% 
д; Т. @. если данная прямая проходить отъ начала, то она заключается 


въ углБ В08. Мы уже видфли ($ 186), что числовая величина угло- 
Ь е [1 
ваго коехфищента касательной больше -.. 


189. Къ гипербол6 можно провести двф перпендикулярныя, между 
собой касательныя, только тогда, когда уголь ВОВ’ менфе прямаго угла, 
т. е. когда а боле 6; если это усломе удовлетворяется, то геометриче- 
ское мфето, вершины прямаго угла, описаннаго около гиперболы, выра- 
зится уравнешемъ 


д 9 — а — $; 


это есть кругъь концентричный кривой. 


ЖМамотриых. 


190. Въ гиперболв, отнесенной къ ея осямъ, меметръ, раздЪляющий 
пополамъ хорды, угловой коефФфищентъ кото- 
рыхъ есть т, выражается уравнешемь . Аг. 108. 
2х 2у 
в = 


или 
3 
а 
Если черезъ 2%!’ означимъ угловой коеффи- 
щенть даметра, то между направленемъ хордъ 


и направлешемъ даметра получимъ соотно- 
шение 


(6) тит’ = -. 


Изъ этого уравнешя видно, что если за угловой коеффищентъ хордъ 
возьмемъ т’, то угловой коеффищентъ д!аметра будетъ 72; т. е. если пря- 
мая ОШ’ двлитъ хорды, параллельныя ЕЕ’, пополамъ (фил. 108), то об- 
ратно прямая ЕЕ! дфлитъ пополамъ хорды, параллельныя ОО’. Такимъ 
образомъ два даметра ОО’ ЕЕ’ имвютъ свойство, что каждый изъ нихъ 
дфлитъ пополамъ хорды параллельныя другому; таше даметры называются 
сопряженными даметрами. 
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Гипербола имфетъ безконечное число системъ сопряженныхъ дамет- 
ровъ. Изъ уравнешя (6) видно, что 2 и 2’ должны имфть одинаковые 
знаки; если мы положимъ, что они положительные, то при измфнени 


Г, : В ; 
т отъ 0 до = тт’ будеть измьняться отъ со до —} Даметръ ГО’ об- 


ращается оть ОА къ асимптотв ОВ, а даметрь ЕЕ’ отъ ОВ къ той 
же асимптотв. Точно также видно,. что одинъ изъ двухъ даметровъ 
всегда пересвкаетъ кривую, другой не пересЪкаетъ. Оси образуютъ только 
одну систему сопряженнныхъ перпендикулярныхь между собою дламет- 
ровъ, & острый уголь двухъ сопраяженныхъ даметровъ измфняется отъ 


= до 0. ' 

Подобно тому, какъ и въ эллипсЪ, мы докажемъ, что касательная РН, 
проведенная въ точкё О) гиперболы, параллельна даметру ЕЁ’, сопряжен- 
ному даметру ОО’, который проходитъ черезъ точку прикосновеня. 

191. Дв$ сопряженныя гиперболы и система ихъ осей имфютъ одинъ 
и тоть же даметръ для одного и того же ряда хордъ, потому что урав- 
нен!я трехъ геометрическихъ мЪетъ 


а 


отличаются только постояннымъ членомъ, который не входитъ въ урав- 
нен!е д1аметра }.' -- ж.},’ = 0. Три геометричесмя м®ста имфютъ также 


однН$ и ТБ же системы сопряженныхъ д1аметровъ. 
з 


Если гипербола будетъ равносторонияя, то уравнене ти’ —= ы об- 
ратится въ 7’ = 1; это уравнеше выражаетъ, что углы РОХ, ЕОХ 
служатъ другь другу дополнешемъ, а слдовательно асимптоты дфлатъ 
углы сопряженныхъ Даметровъ пополамъ. 

192. Гипербола отнесенная кз двум сопряженнымь Фаметрамз. 
Если за оси координатъ возьмемъ два сопряженные Даметра гиперболы, 
то мы видфли, что уравнене кривой будетъ имфть тотъ же видъ 


Ма" -|- Му" = Н. 


Возьмемъ за ось х даметръ, который пересфкаетъ кривую; можно 
положить, что Н положительно, тогда М будетъь положительно, а М 
отрицательно. Величина перваго полудаметра равна разстояню ОХ) точки 


О оть точки пересъчешя дгаметра съ кривою; это разстояше равно а=\/=- 
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Длиною втораго маметра называютъ величину 6” — — Если М за- 


Н у 
мънихъ черезъ в и М черезъ м, то предъидущее уравнеше будетъ 


хз уз 
(1) ая — Ъ" — 1 =— 0. й 
Этотъ результатъ мы получимъ также посредствомъ преобразован!я 
а з 
координатъ, если въ уравнени и Е. 0 перем$нныя д и у за- 


мБнимъ величинами 


У —= 4! 03 «-{- у’ воз В, у —= х' зто -Р у’ зщ В, 


9 


то, такъ какъ постоянный членъ не изм$няется и мы должны получить 


. $ у 
‘уравнен1е (т), заключаемъ, что многочленъ ВФ сд5лается тожест- 
: д у" . . 
веннымъ съ многочленомъ азы Если это же преобразовате прило- 


{2 


Е] 
жимъ къ сопряженной - гипербол5, то получимъ ре — У —0. Слф- 


довательно, величина мнимаго полудаметра 6’ данной гиперболы, имвю- 

щей направлеше по ОУ!, равна разстояню ОЕ точки О отъ точки Е, 

въ которой прямая ОУ” переськаетъ сопряженную гиперболу. 
Подобнымъ же образомъ уравнен!е асимптотъ будетъ 


хе уз 


ы 
ав фа М, 


— И 
= и’ — = д 2 

Отсюда ‘заключаемъ, что Фаюнали параллелорамма ЕНСК, по- 
строенналю на двухз какихз-нибуфь сопряженных Яаметрахь, совпа- 
даютз с5 асимптотами итеурболы. 


Подобно тому, какъ въ 6 181, можно убдиться прямо, что прямыя 
ы | 
у’ ==: д’ суть асимптоты. 


Стороны ЕН, СК. параллелограмма суть касательныя къ ‘первой ги- 
перболь, а стороны ЕК и СН — къ сопряженной гипербол$, такъ что 
параллелограмъ будетъ описаннымъ около системы двухъ кривыхъ. 

193. Если черезъ х и В назовемъ углы, образуемые поперечною 

Е : , й 
осью ОХ съ двумя сопряженными полуд!аметрами ОЛ и ОЕ; черезъ а’иб 
ихъ величины, то между этими четырьмя перемёнными величинами по- 
лучимъ три уравневя. 
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а'608 ато? 1 
а* р 9 


6/3с0838 б’затзВ 
Ри 


= — 1. 


с08%с088 зшозшв __ 0 


а? 62 


Первыя два уравнен!я выводятся изъ уравненй двухъ сопряженныхъ 
гиперболъ, отнесенныхъ къ полярнымъ координатамъ; третье уравненге 
выражаетъ, что два даметра суть сопряженные даметры. Эти уравне- 
в!я аналогичны съ уравнешями, которыя мы нашли для эллипса ($ 161); 
поэтому съ ними можно сдфлать то же преобразоване. Третье уравнеше 
можно представить въ видф 


а'сова @зша У вв 2 ата 2 
а Б а )— а 

Фвшй — Фсовя —— ЕЕ =1; 
и ‚. У (->- 7 а 


продолжая точно также, получимъ 
4? 08 х — 6!? сов В — а?, а’?вта — 6 вш? В —= — 6. 


Такимъ образомъ, разность квадратов проек. двухь какихз-нибудь 
сопряженных Фаметровь на каждую изз осей есть величина посто- 
янная. 
Сложивъ почленно эти два уравнен!я, получимъ 
а"? — 6”? — а? — ь; 


т. е разность квадратовь двутз какихз-нибуфь сопряженныхь 0 а- 
метровз есть величина постоянная и равна разности квадратновз 
осей. ыы 

Точно также найдемъ 


авт (В — 2) = а5; 


отсюда заключаемъ, что площадь параллелорамма, построеннаю на 
двуть сопряженных Яаметратз, есть величина постоянная и равна 
площади прямоузольника, построеннало на осялз.: 

Изъ уравненя а’? — 6’? — а — 6 * видно, что если а не равно $, 
то а’ не будетъ равняться 6’, и гипербола не будетъ имфть равныхъ со- 
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пряженныхъ д!аметровъ. Если, наоборотъ, гипербола будетъ равносторон- 
няя, то а’ — 6; тогда всЪ сопряженные д!аметры будутъ равны, что 
согласно съ замфчашемъ $ 191, потому что тогда оба дламетра состав- 
ляютъ съ асимптотами равные углы. 

194. Такъ какъ гипербола и ея двЪ асимптоты им$ютъ одинъ и тотъ 
же даметръ для одного и того же ряда хордъ, то средина 1 хорды ММ” 
будетъ тоже срединою хорды №№ (фил. 108). Слъдовательно, отрьзки ММ, 
М’М’ съкущей, заключающейся между зиперболою и ея асимптотами, 
равны. : | 

Если съкущая обратится въ касательную, то получимъь ОЕ==ОН; т. е. 
отрьзки касательной, заключающиеся между точкою прикосновеня и 
асимптотами, равны. | 

195: Положимъ, что гипербола отнесена къ двумъ сопряженнымъ 
д1аметрамь ОО’, ЕЕ’, изъ которыхъ одинъ параллеленъ данной сфкущей 


ММ; тогда уравнене кривой будетъ 


а^ уравнене асимптоть у” = = 8. 

Такъ какъ на 4. 108 сфкущая ММ’ перескаетъ одну и ту же 
в-твь въ двухъ точкахъ, то параллельный ей маметрь ЕЁ’ не перес$- 
четъ кривой, и мы получимъ 


МТ = 2 (ОГ), М =. ОТ". 
. а 


а 
и сл$довательно, . 
МГ — МР = 6, изи (ММ) (МГ -- МВ = 5", 
но 
МГ — М! = ММ и МГ- МГ = М№/; 
слфдовательно, 


ММ Х ММ! = ®. 


Если сфкущая будетъ пересфкать обЪ вЪтви гиперболы, то параллельный 
ей маметръ пересфчетъ кривую, и мы получимъ подобный же резуль- 
татъ. Итакъ ироизведене отртъзковз сюкущей, заключающейся между 
точкою кривой и асимптотами, равно квадрату полудаметра па- 
раллельнало съкущей. 

196. По даннымъ асимптотамь ВЦ’, 88’ и точкё М гиперболы, 
можно найти столько точекъ кривой, сколько угодно (фи. 109). Дфй- 
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ствительно, проведемъ черезъ точку М какую-нибудь прямую МММ!; эта 
прямая пересфчетъ асимптоты въ точкахь № и №. Если на этой прямой 
возьмемъ линшо М"М’, равную. ММ, то получимъ вто- 
Фиг. 109. рую точку М’ гиперболы. Точно также можно опре- 
дълить направлене и величину осей. Тэкъ какъ 
кривая расположена въ углахъ ВОВ, В/О5’, 
лишя ОА, раздёляющая эти два угла пополамъ, бу- 
детъ поперечною осью, а перпевдикуляръ ОВ мни- 
мою осью. Проведемь @МС)’ перпендикулярно къ 
ОА; тогда мнимая ось $ будеть среднею пропор- 
щональною между МО и МО’. Отложивъ на ОВ 
линю ОВ равную 6 и проведя ВО параллельно ОА, ВС будеть дъй- 
ствительною осью а. 

Можно также построить касательную къ кривой въ точкф М” кривой. 
Проводимъ черезъ эту точку линйо М’”Р параллельно асимптотф и воз- 
мемъ ОС: —= 2ОР;. тогда прямая М!(С будетъ искомая касательная. 

197. Зная положеше и величину двухъ сопряженныхъ д!аметровъ, 

Фиг. 110. `  дегко опредфлить оси. Дъйствительно, пусть ОО!, ЕЕ 
(физ. 110) будуть два даметра, изъ которыхъ пер- 
вый будетъ дъйствительный; тогда дагонали па- 
раллелограмма, построеннаго на двухъ даметрахъ, 
будутъ ассимптотами; зная оси асимптоты и точку О, 
мы приходимъ къ предъидущему построеню. 
Е 198. Дополнительныя хорды. Дополнительными хордами называются 
‚тая двф хорды МО, МС’, которыя, выходя изъ одной точки кривой, опи- 
раются ва концы одного и того же даметра 
СС’ (физ. 111). Подобно тому какъ въ $ 168 
было доказано для эллипса, мы докажемъ, что 
двъь дополнительныя хорды параллельны си- 
стемь сопряженныхь даметровг, и обратно, 
если черезь концы Фаметровз проведемз пря- 
мыя, параллельныя двумзъ сопряженнымз да- 
метрамз, то эти прямыя пересъкутся на 
зиперболь и образуютз систему дополнительныхь х0рдз. 


Гыпербола, отнесенная къ аснимототамъ. 


199. Если за оси координатъ возьмемъ двЪ асимптоты кривой, то урав- 
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нене не будетъ содержать членовъ первой степени, потому что начало 
координатъ будетгъ центромъ; слБдовательно, оно. будетъ имфть видъ 


Аа? -- Вху -- Су? =Н. 


Прямыя, параллельныя ОУ, пересЪкаютъ кривую только въ одной точк$; 
слфдовательно, каждой величин$ 2 соотвЪтствуетъ 
только одна величина 9; а это показываетъ, что 
коехфищентъ С долженъ быть равенъ нулю. Точно 
также увидимъ, что коеффищентъ А долженъ 
быть нуль; такимъ образомъ уравнене приво- 
дится КЪ 


Фиг. 112. 


(8) Вху —= Н, или ху = - =". 


а н._ 
Если оси возьмемъ такъ, какъ показано на Фигурф, то постоянное г -бу- 


детъ положительное, потому что для воёхъ точекъ кривой координаты х 
и у будуть имфть одинаковые знаки. Постоянное &? легко опредфлить, 
когда извъетны оси кривой; дьйствительно, уравнене (8) должно удовле- 
творяться координатами одной какой-нибудь изъ точекъ кривой. Если, 
папримфръ, будемъ разсматривать вершину А, то для этой точки полу- 
ЧИМЪ : ь 


4 д в 
ху = ОА ИВ 


а Т/Х 
; откуда Е? =°^. 
Иногда постоянное ” называютъ степенью гиперболы. 

Когда гипербола отнесена къ ‘ея асимптотамъ, то уравнене касатель- 
ной ТТ’, проведенной въ точкз М, координаты который суть х и_у, бу- 
детъ ь 


(9) УХ + =У = 2®. 


Абсцисеу точки пересфченя касательной съ осью ОХ мы найдемъ, поло- 
живъ въ этомъ уравнени У = 0, откуда 


р 
Отсюда мы снова видимъ, что точка прикосновен!я М дфлить пополамъ 


отрёзокъ ТТ’ касательной, заключающийся между асимптотами ($ 194). 
Брю и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. п 
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Млощадь гиперболическаго сегмента. 


200. Сперва мы докажемъ теорему, на которой обыкновенно основы: 
вается вычислене площадей. 
Разсмотримъ площадь, заключающуюся между осью ОХ, кривою, по- 
стоянною ординатою АВ и перемвнною ординатою МР (физ. 118) соот- 
вфтствующею абсциссё х. Эта площадь, которую мы 
Фиг. 113. означимъ черезъ 8, есть Функщя перемфннаго х, про- 
изводную которой мы постараемся опредфлить. Да- 
димъ 2 приращене Ах — РР’ довольно малое, чтобы , 
оть М до М’ ордината измфнилась въ одномъ на- 
правлен!и; черезъ точки М и М! проведемъ лини 
МС, МО параллельно оси ОХ; приращене ДВ пао- 
щади бодфе параллелограмма МРРО и менфе парал- 
лелограмма ОРРИМ,, площадь перваго параллелограмма равна удя вш 6, 
гдф 9 есть уголь между осями; площадь втораго ВОВ (у + АУ Ахвш8; 
сл$довательно, 


„ 


УАх вш 0 < д < (у-- Ау) Ах в 0; 


и, раздъливъ на Ду, получимъ 


узо <, < т. 


48 
Д; 
ключается между двумя величинами: узт@ и другою величиною, ко- 
торая предфломъ имъетъ эту величину; слфдовательно, отношене имзетъ 
предвломъ также у вп 0. Такимъ образомъ, производная площади, разсма- 
триваемой какъ Функшя `абсциссы, равна у вш 6. Обратно, площадь В 
есть первоначальная ФункШя отъ увш0, разсматриваемой какъ Функ- 
щя отъ х. Если оси будуть прямоугольныя, то производная площади 
равна У. 

201. Разсмотримъ гиперболу, отнесенную къ ея асимптотамъ, и опре- 
дФлимъ площадь, заключающуся между асимптотою ОХ, гиперболою, посто- 
янною ординатою АЗ, соотвфтствующею абсциссв а, и перемфнной орди- 


Положимъ теперь, что Ах приближается къ нулю; отношеше за- 
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натой МР, соотвътствующей абециесв д (фи. 114). Изъ уравнешя (8) 


Е 
находимъ у = и саБдовательно ‘ 
У = у в 0 == 41 зщ Х-. 
Е 
Но - есть производная отъ 1.5; сафдовательно, Фиг. 114. 


В 1 Е 
# зш 0 = есть производная отъ #* в 0 15; 


поэтому 
8 = 22 зп 0 Тм -[ С. 


Постоянное С опредфлится изъ услов!я, что при 
1 = а, площадь должна равняться нулю; от- 
куда находимь С —= — А? вш 0 Та. Такимъ 
образомъ получимъ 


(10) $ == 4 в 9 (14 — 1) = вт хЬ (=) 


Такъ какъ абсциеса а остается постоянною, то, при неопредзленномъ 
увеличен и х, площадь В будетъ также неопредфленно увеличиваться. Это 
же самое имфетъь м$сто и въ томъ случаф, когда а приближается къ нулю, 
а д остается постояннымъ. 

Въ частномъ случа, когда гипербода Е равносторонняя, мы по- 
лучимъ шт 0 = 1; если кромф того положимъ &? —=1 и если площадь 
будемъ считать отъ ординаты, которая соотвфтствуетъ абецисс$ 1, т, е. 
отъ вершины кривой, то. предъидущая Формула приведется къ 


=): 


Вотъ почему Неперовы логариемы называются также гиперболическими 
логариемами. Если положимъ & —=1 и а=1, то Формула (10) обра- 
тится въ . а 


— вт 6 Т, (2). 


Уголъ @ можно взять такъ, чтобы В быль равенъ логариему отъ х, 
взатому по какой-нибудъ системф, основаве которой больше в, 


11° 
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ПРИМВЕРЫ. 


1-й. Даны дв$ точки Ан В; черезъ эти дв точкн проводимъ такя дв двигаю- 
шяся прямыя АМ и ВМ, чтобы уголь МАВ быль вдвое болфе угла МВА; Птн геоме- 
трическое мфсто точекъ " пересёчев М. 

3-й. Опредёлить геометрическое м$сто центровъ окружностей, которыя отс$- 
кають лин!и данной даивы на сторовахъ даннаго угла. 

3-й. Даны двф неподвижный прямыя; движущаяся прямая пересфкаетъ первыя дв5 
такъ, что составляетъ треугольникъ постоянной велнчины; найтн геометрическое м$- 
сто центровъ тяжестей этнхъ треугольниковъ. 

4-й. СБкуща, нроведенныя изъ какой-нибудь точки гиперболы къ двумъ непо- 
движнымъ точкамъ, взятымъ на кривой, отсфкаютъ на тои нлн другой асныптотв лиши 
поСтОяниой длины. 

5-й. Всякая хорда гиперболы дфлитъ пополамъ отр$фзокъ той нли другой асны- 
птоты, заклюочающся между касательными къ двумъ ея концамъ. 

6 1. Еслн на хорд гиперболы, прннимаемой за д1агональ, постронмъ параллело- 
грамъ, стороны котораго были бы соотвётственно параллельны аснмптотамъ, то дру- 
гая д1агональ пройдетъ черезъ центръ. ‚ 

9-й. Дана неподважиая точка н неподвижная прямая; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершины, пом5щенной въ неподвижной 10чк%; найтн геометри- 
ческое м®сто центра круга, описаннаго около треугольника, составленнаго изъ сто- 
ронъ угла и неподвижной прямой. 

8-й. Треугольникъ АВС вписапъ въ гнперболу; двф его стороны ныф5ють постоян- 
выя направлен!я; найти геометрическое мфето средины третьей сторопы. 

9-й. На одной нзъ д1огоналей прамоугольника, привимаемой за хорду, описанъ 
кругъ; найти геометрическое мфсто концевъ д!аметровъ, параллельныхь второй д!а- 
гоналн. | 

10-Н. Даны уголъ н неподвижная точка; черезъ эту точку проводимъ какую-ни- 
будь сБкущую н черезъ точки, въ которыхъ эта с®кущая пересфкаеть 005 сторовы 
угла, проводимъ прамыя, соотв$тственио параллельныя этимъ сторонамъ; найтн геоме- 
трическое м%сто точки пересфчен!я этихъ параллельных лин. Е 

11-й. Найтн такую точку, что, проведя черезъ зту точку лин!н параллельныя асамп- 
тотамъ гиперболы, площадь треугольника, образуемаго этнми параллельными и ги- 
перболою, была бы равна данной постоянной величин®. 

12-й. Найти тавую точку, чтобы одна нзъ лин, дфлащихьъ пополамъ углы, обра- 
зуемые прямыми, которыя соеднняютъ эту точку съ двумя неподвижными точками 
А н В, нм$ла данное направлен!е. 

13-й. Всакая равностороннаяя гнпербола, описанная около треугольинка, прохо- 
дитъ черезъ точку пересфчен!я высоты. 

14-й. Данъ эллипсъ; проводимъ два каке-ннбудь сопряженные д!аметра; найти 
геометрическое м5сто точки пересфчен1я одного изъ нихъ съ прямой, проведенной черезъ 
неподвижную точку, перпендикулярно къ другому д!аметру. 
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ГЛАЗА УТ. 
Парабола. 


202. Второй видъ, къ которому приводится общее уравнеше второй 
степени, есть №* -- Рх —=0, или 


(1) у —2рх. 


Если р будетъ отрицательно, то этотъ случай черезъь перемфну на- 
правлешя положительной оси х приведетъ къ случаю р положительнаго; 
поэтому мы будемъ предполагать, что р положительно. Очевидно, что кри- 
вая, выражаемая уравненемъ (1), симметрична относительно оси 5 и про- 
ходить черезъ начало координатъ. Рёшивъ уравнене (1) относительно у, 
получииъ : 


Чтобы ордината была величина дйствитель- Фит. 115. 
ная, необходимо, чтобы абецисса была положи- 
тельная; если 2 будеть возрастать отъ 0 до 
-- с», то абсолютная величина у будеть также 
возрастать отъ 0 до <; такимъ ‘образомъ мы 
получимъ двЪ неопредфленныя дуги А) и АП!, 
которыя образуютъ параболу (физ 115). 

Прямая АХ есть ось параболы, точка А. есть 
вершина; величина р, которая опредЪляетъ кри- 
вую, называется параметромъ параболы. 

203. Построенве кривой по точкамз. Ордината МР точки М есть 
средняя пропорщюнальная между постоянною величиною 2р и абецис- 
сою АР. Отложимъ на АХ по направленю отрицательной оси 2 лимю А©), 
равную 2р; потомъ опишемъ различныя окружности, центры которыхъ 
находились бы на ОХ, и которыя проходили бы черезъ точку @. Эти 
окружности пересвкаютЪ снова ось АХ въ точкахъ Р, Р’...., а прямую 
ДУ въ точкакъ №, №.... Череаъ точки Р, Р’.... проведемъ перпендику- 
ляры къ оси АХ; черезъ точки М, №... перпевдикуляры къ АУ; точки 
пересвченмя М, М’.... будутъ точки параболы. 
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208. Изъ уравнений 


МР* = Эр. АР, МР” — р. АР, 
находимЪ 


МР" __ АР 
Ы!Р" ^^ АР 


т. е. квадраты ординатз, перпендикулярных кз оси параболы, про- 
поршональны отрозкамз оси, заключающимся между вершиною и ор- 
динатами. 

205. Проведемъ черезъ точку М кривую линю, параллельную оси, и 


представимъ себз, что движущаяся точка перемфщается по этой парал- 
лельной лини. Если. въ Функщи 


у — 2рх, 


хи у замфнимъ координатами движущейся точки, то эта Функшя обра- 
тится ВЪ нуль, когда движущаяся точка будетъ въ М; если движущаяся 
точка будетъ находиться внё кривой, то хункщя будетъ имёть положи- 
тельную величину, а если она будетъ внутри кривой, то Функшя будетъ 
отрицательная. . 

206. Мы видфли, что безконечныя в$тви гиперболы имБютъ асимп- 
тоты; парабола не имфетъ ихъ. Это видно во-первыхъ изъ того, что у 
увеличивается неопредфленно вмфстБ съ 2, и.поэтому асимптоты па- 
‘раллельной оси параболы не будетъ. Во-вторыхъ пусть у, = ах -Н 6 бу- 
детъ уравнене какой-нибудь прямой наклоненной къ оси; разность орди- 


натъ точекъ прямой и кривой, которыя соотвфтствуютъ одной и той же 
абсцисс®, равна 


аз + 6 — Узрх, | 


которую можно представить въ видв 


5 Эр 
а - — т У 
(+: -\?] 
При неопредфленномъ возрастани 2, первый производитель увеличивается 
неопредфленно, а второй приближается къ величин® а, отличающейся отъ 


нуля; потому. произведеше неопредфленно увеличивается. 'Такимъ обра- 
зомъ, не будетъ даже асимптоты, наклоненной къ оси. 
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Жасательвая. 


207. Уравнене касательной, проведенной въ точкё М, координаты 
которой суть 2 и у, есть 


(2) ры + =). 


Пусть Т будетъ точка, въ которой касательная 
пересъкаеть ось параболы (физ. 116); если въ 
уравнени (2) сдълаемъ У = 0, получимъ Х =— <, 
то есть АТ —= АР. Это даетъ намъ легый спосебъ 
строить касательную къ параболЪ въ данной точкЁ М; 
опускаемъ перпендикуляръ МР. на ось, беремъ 
АТ = АР и соединяемъ точки М и Т. 

208. Провести касательную через; внышнюю точку М,. Пусть 2, и 
У„ будутъ координаты точки М,; точки прикосновеня` опредфлятся изъ 
уравненшя хорды прикосновен!я 


(3) уу =р(&-- 2). 


и уравнен!я кривой (1); откуда получимъ 


а 
эти величины будуть дЪйствительныя, когда точка М будетъ находиться 
внё кривой. | 

Чтобы построить прямую ММ!, отыскиваемъ точки, въ которыхъ она 
пересвкаеть оси координатЪ; если въ уравнени (3) сдфлаемъ у==0, то 
получимъ = —2,; т е. А[ равно АР,; если сдфлаемъ 2—0, то 


получимъ у=т.; такимъ образомъ, точку К. найдемъ, какъ четвертую 
1 


пропорйональную. 
209. Провести касательную параллельно данной прямой. Если че- 


резъ т означимъ угловой коеффищентъ данной прямой, то изъ уравненя 


Р. —т и уравненя кривой’ опредаимь координаты точки прикосновен!я 


Ре а } 


у 
я = 5т:; Отсюда находимъ уравнеше касательной 


313 


т. 


(4) У= их + 7... 
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210. Нормаль. Уравнеше нормали ММ, проведенной къ параболЪ, 
въ точкф М, координаты которой суть 2 и у, есть 


(5) У — у—— Хх — 2). 


Положивъ У —=0, получимъ абсциссу точки №, въ которой оно пересф- 
каетъ ось 


РИ =Х—2=р. 


Такимъ образомъ в5 параболь субнормаль РМ есть величина постоян- 
ная и равна параметру р. 


ДЖШаметрых., 


211. Приложивъ общее уравнеше даметровъ кривыхъ втораго порядка 
къ параболь, выражаемой уравнешемъ у? — 2рх —=0, получимъ урав- 
неше 
(6) ту —р—=0, или у=2. 


` 


Подобно тому, какъ доказали въ 632, мы докажемъ, ` чо всъ даметры 
параболы параллельны оси. 
: Такъ какъ угловой коеффищентъ 7 хордъ можно 


Фиг. 117. 


взять такъ, чтобы г. имЪло какую угодно величину, 


то отсюда выводимъ обратное заключеше, что всякая 
мия, параллельная оси, есть Фаметуз. 

Пусть А’ будетъ точка пересфченя дДометра съ 
кривой (физ. 116): такъ какъ ордината точки А’ 


равна Е, и угловой коефхищентъ касательной въ этой 


точкЪ равенъ р. т. е. т, то заключаемъ, что каса- 


тельная, проведенная кз концу ЧФаметра, параллельна хордамз, кото- 
рыя этотз Фаметр» дълитз пополамз. 

212. Парабола, отнесенная кз одному изз своих те и 5 
касательной, проведенной кз одному изз ео концовз. Мы видфли ($ 189). 
что, принимая за оси координатъ д1аметрь А’Х’ и касательную А’У’, 
проведенную къ его концу, уравнеше параболы будетъ 


(1) у? = Эр". 
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Если черезъ а и 6 назовемъ координаты точки А’ относительно первона- 
чальныхъ осей, и если проведемь АР’ параллельно А’”Т, то, какъ извЪ- 
стно, получимъ А’Р’ = АТ —= АР; слдовательно, координаты вершины А: 


относительно новыхъ осей равны а и—"4а* -- 6%; такъ какъ эти коор- 
динаты должны удовлетворять уравненю (7), то находимъ 


44° -- 5° __ 40° +- Эра 


29! = —= 2р -- 4а. 


Точно также получимъ 


А’Т а 
И ЕСИ т 
==3Ат че == ТМ. 


Если черезъ @ означимъ уголь У’А’Х” новыхь осей, то изъ треуголь- 
никовъ МА’Г МА’Р получимъ 
- АТМ 
Тм На ‚ АМ= т ‚ р | 
откуда 
РМ 
2 ЕТУ = дей. 

213. Такъ какъ уравнен!е параболы, отнесенной къ даметру А’Х и къ 
касательной А’У (фил. 118), есть у°—2р’х,то очевидно, 
что уравнеше уУ = р’ (Х-Е2) выразитъ или касатель- Фиг. 118. 
ную въ точк$ М, если х и убудутъ означать коорди- 
наты этой точки; или хорду прикосновевй касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ внЪшней точки, если х и у 
будутъ означать координаты ‘этой внфшней точки. 

Касательныя, проведенныя въ двухъ концахъ Ми 
М!’ хорды, пересъкаютъ даметръ въ одной и той 
же точкф 'Т такъ, что А”Г = АТ. Отсюда сяфдуетъ, 
что прямая прикосновенй М’М, относящаяся къ 
внфшней точкЪ "Г, дБлится пополамъ даметромъ Хх, 
который проходитъ въ этой точкв, и сверхъ того АЛ == А"Т. 

Изъ этого мы выводимъ способъ строить параболу по точкамъ, когда 
извёстны дв касательный ТМ, ТМ’ и точки прикосновемя Ми М’. 
Проводимъ хорду ММ’; средину Т соединяемъ съ точкою 'Т; средина А! 
прямой Т]” будеть точка кривой, а касательная въ этой точкВ будетъ па- 
раллельна ММ’. Съ помощю касательной А”Т’, которая касается кривой 
въ точкБ А’, и каждой изъ данныхъ касательныхъ опредфзимъ дв но- 
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выя касательныя съ ихъ точками прикосновеня, и такимъ образомъ да- 
яъе. Этотъ способъ часто употребляется тогда, когда двЪ прамыя надобно 
соединить дугою параболы, если нельзя’ употребить дугу круга, т. е. 
когда разстоямя ТМ и ТМ! не равны. 


Шлощадь параболическаго сегмента. 


214. Опредфлимъ площадь $ треугольника АТМ (физ. 118). Если 
эту площадь будемъ разсматривать, какъ хункцю абоциссы точки М, 
то производная 8’ опредфлится изъ Формулы р 


1 
8' = увш 0 = Узр’х. вш0 —= Ир. во. 
Отсюда | 

ы 


8' = зу 2р’/ вт 9’. &-{- С. 


Постоянное С равно нулю, потому что, при х = 0, площадь равна нулю. 
Такимъ образомъ получимъ 


Их И: $ 
= 29’ твш@ = > хувш 0. 


Площадь 8 равна двумъ третямъ параллелограмма АТММ, и, сл$до- 
вательно, площадь треугольника А’ММ есть треть того же паразлело- 
грамма. 


, 


| | ПРИМФРЫ. 


1-й. Найтв геометрическое м%сто вершины угла, описаннаго около параболы в 
притомъ такого, чтобы площадь треугольника, образуемаго сторонами угла н дугою 
параболы, была постоянная. _ 

2-й. Найти геометрическое мЪсто точекъ, паъ которыхъ можно провестп къ пара- 
601% дв взаимно перпендикулярныя нормали. 

3-й. Съкущая обращается около неподвижной точки, ваятов па оси параболы; че- 
резъ точки, въ которыхъ она пересбкаеть параболу. проводимъ нормали; найти 
геометрическое м$5сто точки пересфчен!я этнхъ пормалей. 

4-й. Парабола перемфщается параллельно самой себ такимъ образомъ, что ея 
вершина описываетъ параболу въ ея начальномъ положен; изъ вершины неподвиж- 
ной параболы проводныъ касательныя къ движущейся параболЪ; найти геометрическое 
мъсто точекъ прикосновения. 
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$-и. Найти геометрическое мфсто такой точки, чтобы сумма квадратовЪ нормалей, 
проведенныхъ нзъ этой точкн къ данной параболВ, была величина постоянная. 

6-й. Дана крнвая втораго порядка, вписанная въ уголъ; проводимъ къ этой крн- 
вой какую-нибудь касательную; найтн геометрическое мёсто точекъ пересбченя вы- 
сотъ треугольника, образуемаго движущеюся касательною и сторонамн треугольника; 
найти также геометрическое мЪ$сто центра круга, опнсаннаго около того же тре- 
угольннка. \ 

1-Й. Данъ злянисъ; черезъ неподвижную точку проводимъ дв какя-нибудь взанмно- _ 
перпендикулярных прямыя, и въ точкЪ, гд$ атн прамыя пересфкаютъ эллнисъ, прово- 
днмъ касательныя къ атому аллипсу; найтн геометрическое м%сто точекъ пересёченй 
этнхъ касательныхъ. . 

8-й. Та же задача, когда взанмно-перпендикулярвыя лин/н замфннмъ прамымн па- 
раллельнымн двумъ сопряженнымъ д/аметрамъ другаго хачнаго эзлинса. 

9-й. Уголъ постоянной величнны обращается около своей вершины, помфщенной на 
данной кривой втораго порядка; въ точкахъ, въ которыхъ стороны угла перес$каютъ 
кривую, проводнмъ касательныя къ этой кривой. Найти геометрическое м$сто точекъ 
пересёчен/я этнхъ касательныхъ. 

10-й. Найтн геометрическое место центра равнобедреннаго треугольннка, состав- 
` левнаго изъ трехъ касательныхъ, нлн. трехъ нормалей, проведенныхъ къ параболф. ^ 

11-й. Доказать, что площадь треугольннка, вершнны котораго суть точкя прико- 
сновен!я трехъ касательныхъ въ парабол$, равна двойной пзощали треугольника, обра- 


1 
зуемаго этнмн касательнымн, н выражается черезъ = т (у'— у”) (угу) ("у"), 


означнвъ черезъ у’, у”’, у”! перпенднкуляры, опущенные нзъ вершинъ О ады 
на ось. 

12-й. Проводныъ какую-нибудь касательную, къ гнперболВ; точкн, въ которой она 
пересфкаетъ соотвфтствующя аснмптоты, соеднняемъ съ двумя неподвижными точкамн; 
найтн геометрическое мфсто точки пересёчен!я двухъ прямыхъ. 

13-й. Провести къ парабол& такую нормаль, чтобы площадь, заключающаяся между 
этою нормалью вн кривой, ны$ла бы нанменьшую велнчиву. 


ГЛАВА УП. 
Фокусы и директрисы. 


215. Предложимъ сл5дующ!й вопросъ. Даны точка № и прямая ОЕ 
(физ. 119); найти точку, разстоян:я которой отъ дан- Фиг. 119. 
ной точки и прямой находились бы между собою въ 
постоянномъ отношени. Возьмемъ на плоскости ка- 
кмя-нибудь прямоугольныя оси; назовемъ черезъ хи В 
координаты точки Е, и пусть та | лу # =0 6у- 
деть уравнеше прямой ОЕ; разстоян!я какой-нибудь 
точки М оть точки Е и прамой ОЕ опредфаятся изъ . 
Формулъ 
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ое МР = ЕЮ. 
МР =У@— 0—8 Мея; 


если черезъ Ё означимъ постоянное отношене то геометрическое м$- 


МР’ 
сто точки выразится уравнешемъ 
И и 
аа 


ИЛИ 


._ (тт п #} 
(в— 2+ (у— ИА, 

Это геометрическое мъсто есть кривая втораго порядка. Такъ какъ вели- 
чина В* — 4АС, по которой различается родъ кривой, равна 4 (* — 1), то 
„кривая будетъ эллипсъ, парабоза или гипербола, смотря по тому, бу- 
детъ ли отношене Ё меньше, равно иди больше единицы. 

216. Обратно, дана кривая втораго порядка; отыщемъ въ плоскости 
кривой такую неподвижную точку К и такую неподвижную прямую ОБЕ, 
чтобы отношене разстояв!Й каждой точки кривой отъ точки Е и отъ пря- 
Мой ОЕ было постоянное. Если найдемъ точку и прямую, имзющя эти 
свойства, то точка будетъ называться фокусом кривой, а прямая 0%- 
фектрисой. | 

Вопросъ можно изложить другимъ образомъ; возьмемъ какя-нибудь 
оси координать, составляющия между собой уголъ 0; положимъ, что мы 
нашли такую точку Е, координаты которой суть а и В, и также прямую 


= 
РЕ, уравнене которой есть 7% пу =0, что отношеше == 5 Равно 


постоянной величин® К; такъ какъ разстояне МР точки М а, ко- 
ординаты которой суть хи у, отъ директрисы Е, выражается черезъ 
== (их Е пу + В) вш@ 


А, ТО ПОлУЧИМЪ 
Ут - п’ — 2тл сов 8 


Е (их лу ЕЮ зше 
У п? — Этп сов ° 


МЕ 


Такимъ образомъ разстояще какой-нибудь точки М кривой отъ Фокуса ЕР 
выражается хункщею цфлою и первой степени относительно координатъ 
д иу точки М. 

Обратно, если извфстная точка Е имфетъ то свойство, что ея раз- 
стояше отъ какой-нибудь точки М кривой выражается хункщею цфлою и 
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первой степени относительно координать 5 и У точки М, то эта точка Е 
будеть Фокусъ, т. е. существуетъ такая прямая ОЕ, что отношене раз- 
стоянй каждой точки кривой отъ точки Ё и отъ прямой ОЕ будетъ по. 
стоянное. Дфйствительно, положимъ, что имфемъ 


ЕМ = = (те пу 1), 


означая черезь тх -- пу-- й Функцю цфлую и первой степени относи- 
тельно координать $ и у точки М. Раземотримъ прямую ОЕ, уравнеше 
которой есть 


та -- пу в =0 
Разстояше точки М отъ этой прямой опредфляется Формулою 


! р еНН-- ОВ. 


У п - п" — 2тп све 


слБдовательно получимъ 


` 


МЕ __ Ум" + п* — 2тп соз 6 


МР вт в 


Такимъ образомъ отношене разстоянвй каждой точки кривой отъ опре- 
дфленной точки Ри опредБленной прямой ОЕ есть величина постоянная, 
слвдовательно, точка К есть фокусъ кривой, а прямая ОЕ есть соотвЪт- 
ствующая директриса. Означивъ черезъ & постоянное отношеше, : полу- 


чимъ вт 0 — Иж? - 1? — 2тп сов 6. 

Вотъ почему часто Фокусъ кривой втораго порядка опредфляютъ какъ 
такую опредфленную точку №, разстояше которой отъ какой-нибудь 
точки М кривой выражается хункщею цвлою и первой степени относи- 
тельно координатъ точки М. Приравнявъ эту Функцю нулю, получимъ 
уравнене директрисы. 

Очевидно а р!1от1, что это алгебраическое свойство Фокуса не зави- 
ситъ отъ положеня осей координатъ въ плоскости; потому что Функщя 
цБлая и первой степени будетъ имть это же свойство и тогда, когда 
перем нимъ оси координатъ. ‘ 

Если за ось у возьмемъ линыю параллельную директрис$, а`за ось т. 
какую-нибудь линию, и такъ какъ уравнеше директрисы должно имзть видъ 
тх-- %=0, то коеффищенть и будеть нуль и разстояше Фокуса отъ 
какой-нибудь точки М кривой выразится хункщею цфлою и первой сте- 
пени - (т2- #1) относительно абециеёы точки М, 
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Отсюда мы видимъ, что нахождене фокуса и директрисы въ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ опредфленю такой точки Е, разстояне 
которой оть какой-нибудь точки М кривой выразилось бы Функщею ц$- 
лою и первой степени относительно координатъ точки М. Положимъ, что 
оси прямоугольныя и пусть 


(1) Аля 4 Вау -- Су" -- рее 0 


будетъ уравнене данной кривой втораго порядка. Назовемъ черезъ хи В 
координаты искомаго Фокуса; координаты каждой точки кривой должны 
удовлетворять уравнен!ю 


Ув ЕВ = = из лу +); 


` 


(2) (2 — «)* -- (у— В) — (тг | ву 1: = 0. 


Такъ какъ оба уравнешя (1) и (2) выражаютъ одну и ту же кривую, то 
онф тожественны, т. е. коеффищенты соотвётствующихъ членовъ должны 
быть пропорщональны; такнмъ образомъ для опредвлевя пяти неизвЪст- 
ныхъ а, В, 7, п, № получимъ пять уравненй 


воть ее че 
А В с в Е У Е 
с р 
Для просготы вызисленя, мы будемъ разсматривать отдфльно три кри- 
выя втораго порядка, отнесепныя къ прямоугольнымъ осямъ, которыя 


упростятъ ихъ уравневя. 


ЧФокусчл и директрись элашиса. 


217. Пусть 
(4) _ = у —1=0 


будетъ уравнеше даннаго эллипса, отнесеннаго къ его осямъ. Такъ какъ 
это уравненше не содержитъ члена ху, то надобно, чтобы коехфищентъ 
—2тп при этомъ членв въ уравнени (2) былъ нуль; и для этого необхо- 
димо, чтобы ® —= 0 изи т —= 0. Положимъ прежде, что я = 0; такъ 
какъ коеффищенты членовъ первой степени должны быть также равны 
нулю, то получимъ х -|- 7 = 0, В —=0, и уравнемя (3) приве- 
дутся къ 


а (1 — т?) = 6 = м — с. 
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а? — 6? 

Отсюда находимъ 7’ = т ; такъ какъ всегда можно положить 272 по- 

ложительнымъ, не перемняя знаковъ’ коеффищентовъ при 2, п, р въ 
У 


уравнении (2), то возьмемъ т = 


<. ЕСА ВЪ уравнении, а?(1 — т*) 
— й* — а* зам$нимъ # его величиною, найденною изъ уравнения « -|- 72 = 0, 
то получимъ 2*=—а*—6*, откуда я ==Н И а? — 62, р — а. 
Такимъ образомъ получимъ два $о- 

куса Ги Е’ (фи. 120), ваходящеся Фиг. 120. 

на болышой оси на равномъ разстояви 
въ об стороны отъ центра. Чтобы опре- 
двлить ихъ, изъ вершины В малой оси, 
какъ центра, радусомъ равнымъ @ опи- 
сываемъ кругъ; точки Ки Г’, въ кото- 
рыхъ этотъ кругъ пересфкаетъ большую. 
ось, будутъ Фокусы. Если для краткости 


с 
позожимъ а? — 6* — с*, то получимъ х —= Ес, т = я й = 5- а; верх- 


н1е знаки относятся къ фокусу Е, нижше къ фокусу Е’/. Уравнене 
директрисы, какъ извфстно, получимъ, приравнявъ нулю  многочленъ 


тх -- пу -- 1, это уравнене приводится къ о х а = 0 ши 


х ===“. Такимъ образомъ получаемъ двф директрисы; Фокусу Е соот- 


з 
вЪтетвуетъ директриса ГЕ, уравнен!е которой есть х == =; фокусу Е’— 


з 
директриса 0)’Е” уравнене которой есть х = — ^. Эти директрисы пер- 
ректр УР р с 


пендикулярны къ большой оси и находятся на равномъ разстояши отъ 
центра. Опредфлеше точки О приводится къ нахождению третьей пропор- 
цональной лини; мы ее построимъ слБдующимъ образомъ. На большой 
оси, какъ на д1аметр® опишемъ кругъ; изъ Фокуса Е возставимъ пер- 
пендикуляръ къ этой оси, и въ точкё М, въ которой перпендикуляръ пе- 
ресзкаетъ кругъ, проведемь касательную къ кругу; точка, въ которой 
эта касательная пересфкаетъ большую ось, будетъ точка П. 

Мы видфли также, что постоянное отношене разстоян!й каждой точки 


кривой отъ Фокуса и отъ соотвфтствующей директрисы, равной У *--п*, 


с 
относительно прямоугольныхъ координатъ; сл$довательно, # = ® = 2. 


` 


. с 
Отношене а называется энсциентрицитетоме эллипса, 
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218. Положимъ теперь, что 2 — 0; такъ какъ коеффищенты чле- 
новъ первой степени должны быть нули, то получимъ х =0, В - ий = 0, 
и уравнеше (3) приводится къ 


а = 60° (1 — п?) = № — В*. 
Отсюда 


г В ИЯ ан Ь=-Ь. 


Чтобы получить зти новыя рёшеня, надобно во-первыхъ перемфнить @ и 
Ь, тим, «и В. Такъ какъ мы предполагали а болфе 6, то эти два 
рьшения будутъ мнимыя. Такимъ образомъ постояннымъ можно дать че- 
тыре системы величинъ, которыя двлаютъ тожественными °уравнен!я 
(2) и (4); но только дв системы даютъ дЪйствительные Фокусы и ди- 
ректрисы. 


Теорема 1. 


219. Сумма разстоянй каждой точки эллипса отз двухз фоку- 
6065 есть величина постоянная. | 
Разстояе Фокуса отъ какой-нибудь точки М кривой выражается Фор- 


мулой = (та | лу -- №), т. е = (= = а). Знакъ —, находя- 


щися въ скобкахъ, относится къ гокусу Е; знакъ`-- къ хокусу Е’; знакъ, 
находящийся передъ скобками, выбираютъ такъ, чтобы было положительное 
количество. ' 


ИЯ С 
Такъ какъ для эллипса отношенге а меве единицы, а абсциеса х ме- 


> сх 
нфе абсолютной величины а, то членъ -- менфе абсолютной величины а, 


слвдовательно, выражене въ скобкахъ имфетъ знакъ втораго члена. Дая 
Фокуса Е беремъ передъ скобками знакъ — и для Фокуса Е” знакъ -|; та- 
кимъ образомъ получимъ | 


* 


й 


бе ЕМ=а—<, МЕ! =а--°, 
откуда 


МЕ-- МЕ" — 24. 


220. Примьчаше Т. Сумма разстоянй точки, находящейся вну- 
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три эллипса, отз двухь фокисовь ментъе большой оси; сумма разсто- 
яна внтышией точки больше большой оси. 

Раземотримь прежде точку М (физ. 121), находящуюся внутри э4- 
липса. Соединимъ эту точку съ двумя Фокусами и ат. 
продолжимъ прямую Е”М до пересъченя ея съ эллип- у 
сомъ въ точк$ М. Такъ какъ точка М принадлежитъ эл- м, 
зипсу, то сумма двухъ ралгусовъ вевторовъ МЕ--МЕ! И 
равна большей оси АА’; прибавивъ къ объимъ частямъ л я 
одну и ту же величину Е”М№, увидимъ, что лишя 
КГ’М -- МР менъе Е’М МЕ, т.е. менфе АА”. 

Разсмотримъ теперь точку Р, находящуюся вн эазлипса. Прямая РЕ’ 
пересфкаетъ эллипсъ въ точкф М. Ломаная зишя МР - РЕ болфе пря- 
мой МЕ; прибавивъ къ объимъ частямъ величину Е”М, увидимъ, что 
лия ЕР - РЕ боле Е’М -{ МЕ, т. е.. боле АА’. 

Очевидно также, что обратныя предложения справедливы. Если 
сумма разстояв! точки плоскости отъ двухъ Фокусовъ менфе большей оси, 
то эта точка находится внутри эллипса. Если сумма боле большой оси, 
точка лежитъ внф эллипса. ь 

Отсюда слфдуетъ, что эллипеъ можно разематривать, какъ геометриче- 
ское мфсто точекъ, сумма разетояй которыхъ отъ двухъ Фокусовъ 
рэвна 2а. Такимъ образомъ въ элементарной геометри опредфляется эл- 
липсъ; и на этомъ свойств основывается построеше эллипса по точ- 
камъ, или непрерывнымъ движешемъ, о которомъ было говорено въ на- 
чаль (6$ 12 и 13). 

221. Примъчаще П. Эллитез есть зеометрическое мъсто то- 
чек, равно отстоящихь от фокуса Е в 
круш, описаннало изз друило фокуса Е", 
какз центра, радусомз равным боль- 
0 оси. 

Если хокусы соединимъ съ какою-ни- 
будь точкою М эллипса, и если радусъ 
векторъ Е*М продолжимъ’на величину МН, 
равную МЕ, то получимъ постоянную ве- 
личину Е’Н, равную болышей оси; сл$- 
довательно, геометрическое мЪето точки Н 
будетъ кругъ, описанный изъ фокуса Е’, 
какъ центра, рад1усомъ, равным большой 
оси. Такъ какъ часть МН рамуса есть 

Бро и Букв. ГЕОМЕТР:л, а 


Фиг. 122. 
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самое кратчайшее разстоянге точки М отъ окружности, то точка М эллипса 
равно отстоитъ отъ Фокуса Е и окружности. Этотъ кругъ называется 
управляющим круюмз. 


теорема 1. 


292. Касательная, проведенная кз эллитсу, образует» равные улы 
сё радусами векторами, идущими отз точки прикосновеня кз двум 
фокусамз. 

Возьмемъ на эллипсв двф сосфдыя точки Ми М’ (ф. 123); изъ Фо- 
куса Е, какъ центра, радусомъ равнымъ ЕМ! 
опишемъ дугу круга, которая пересфчетъ ра- 
дгусъ векторъ ЕМ въ точк® С; тогда лия МС 
будетъ выражать разность двухъ рад!усовъ век- 
торовъ ЕМ и ЕМ’, или величину, на которую 
уменьшитёя радусъ векторъ ЕМ, когда пе- 
реходимъ отъ точки М къ сосфдней точкз М’. 
Точно также, если изъ Фокуса Е’, какъ центра, 
радгусомъ, равнымъ Е/М’, опишемъ дугу круга, 
которая пересфчетъ продолжеше радуса вектора въ точкё 0, то лия МО 
выразитъ разность двухъ радгусовъ векторовъ Е’М и Е'М’ или прира- 
щенше, которое получить радусъ векторъ Е’М, при переход отъ 
точки М къ точкф М’. Такимъ образомъ, при переходь отъ точки М къ 
точкф М’, ражусъ векторъ ЕМ уменьшается на МС, между тъмъ какъ 
другой радусъ векторъ ЕМ получаетъ приращеше МФ. Такъ какъ сумма 
двухъ радусовъ векторовъ ЕМ -|- Е’М остается постоянною, то `прира- 
щен!е одного равно уменьшеню другаго, а слздовательно 065 лини МСО 
и МО равны. 

Проведемъ черезъ обф точки М и М’ сзкущую МЗ; въ двухъ кру- 
гахъ, разсматриваемыхъ выше, проведемъ хорды М’С и МО. На съку- 
щей МБ отложимъ произвольную, но постоянную линю МС, и черезъ 
точку (С проведемъ линю СН параллельно М’С, СК. параллельно М’О. 
Изъ параллельности этихъ лин! находимъ, 


Фиг. 193. 


мс _ ми’ _ мо. 
мн — ив — мк; 


такъ какъ двф лини МС.и МО равны, то отсюда слБдуетъ, что лини 
МН и МК ‘также равны, 


ФОКУСЫ И ДИРЕКТРИСЫ. 179 


Положимъ теперь, что точка М” неопредфденно приближается къ точкь 
М; тогда сЪкущая МВ будетъ приближаться къ предёльному положеню 
МТ (фи. 124), которое будетъ касательная къ элдипсу. Въ то же время 
точки Си приближаются къ точкё/” М; тогда продолженныя хорды 
М’С и М’ приближаются къ касательнымъ кругамъ, описаннымъ изъ 
точекъ Ки Е’, какъ центровъ, радусами КМ и Е’М, и слвдовательно 
сдфлаются перпендикулярными къ радусамъ ЕМ и Е”М; лини СН и СК, 
которыя имъ параллельны, сдёлаются также перпендикулярными къ этимъ 
же радусамъ, и, слёдовательно, углы Ни К сдьлаются прямыми. 

Предьлы двухъ треугольниковъ МОН, МСК (фи. 123) суть два прямо- 
угольные треугольника МОН, МСК (фи. 124); эти 


два треугольника равны, потому что имфютъ общую Фиг. 124. 
гипотенузу МС, а дв$, стороны МН и МК у нихъ к 
равны, какъь предёлы равныхъ лин; изъ равенства та м 
т 
=” 


этихъ треугольниковъ заключаемъ, что углы @МН, 
СМК равны. Отсюда слБдуетъ, что касательная МТ, 
проведенная къ эллипсу, дБлитъь пополамъ уголъ 
ЕМК, образуемый однимъ изъ радтусовъ векто- 
ровъ МЕ съ продолжешемъ Е’М другаго радтуса. 

Такъ какъ углы Е'МТ’ и ОМК равны, какъ вертикальные, то оче- 
видно, что касательная. ТТ” составляетъ съ двумя радтусами векторами, 
идущими къ точкф прикосновен!я, равные углы ЕМТ, Е’МТ'. 

223. Примпчаше Т. Проведя изъ точки М й 
(фи. 125) перпендикуляръь ММ къ касательной ТТ’, 
мы получимъ нормаль къ эллипсу. Углы ЕММ, Е’ММ 
равны, какъ дополнительные равныхъ угловъ ЕМТ, 
Е’МТ,; такимъ образомъ нормаль, проведенная кз 
эллитсу в; точкь М, дьмииз пополамь уюлз ЕМЕ 
между рафусами векторами, идущими отз этой 
точки кз двумъ фокусамз. 

224. Примичаще П. Положимъ, что источникъ свфта помфщенъ въ ' 
ФокусБ Е (фи. 126); лучи свфта, выходя изъ точки она 
Е, отражаются на эллипс, составляя уголъ отра- лы 

т 


жен!я, равный углу паденя. Пусть ЕМ будетъ одинъ 

изъ этихъ лучей; проведемъ въ этой точк$ касатель- ИА 
ную ТТ’ къ эдлипсу. Такъ какъ отраженный лучъ * 2 
долженъ съ МТ” ‘составлять уголъ, равный ЕМТ, то т. 


онъ будетъ имфть направлене по МЕ’. Такимъ обра- 


Фиг. 125. 
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зомъ всф отраженные лучи. соберутся въ другомъ хокусв Е”, гдф они 
дадутъ очень блестящёе изображене источника св$та, помфщеннаго въ 
первомъ зокусв Е. Отсюда и происходитъ назваше ‹фокусз. 

225. Примьъчаще 1Ш. Обратно, эллипеъ есть единственная кривая, 
которая имфетъ то свойство, что ея касательная образуетъь съ радусами 
векторами, идущими отъ точки прикосновеня къ двумъ опредъленнымъ 
точкамъ Ри Е”, равные углы. Дфйствительно, найдемъ уравнеше кри- 
вой въ биполярныхъ координатахъ ($ 4) и означимъ черезъ % и 9 два 
радтуса вектора МЕ, МЕ’ (фи. 123). Когда отъ точки М кривой пере- 
ходимъ къ сосфдней точкЪ М”, оба радгуса вектора % и @ получить при- 
ращене 


Ди = — МС, ле = Е МО, ` 
и мы получимъ Е 
анк Е 


Если точка М” будетъ неопредёленно приближеться къ точкв М, то пря- 
мая ММ’ обратится въ касательную, и ‚оба угла НиК, какъ мы ска- 
зали, сдфлаютея прямыми. Сверхъ того мы предположили, что два угла 
ОМН, СМК (фи. 124) равны между собою; слБдовательно, два прямо- 
угольные треугольника (МЫ, ОМК равны, а сл6д., МН — МК отношеше 
у приближается къ нредЪлу, равному — 1. Если © будемъ разсматривать 
какъ функцию отъ \, то увидимъ, что производная этой Функци равна 
— 1; переходя къ первоначальной Функции, получимъ © —= — и- С, 
и сяфдовательно % -- о = (С. Такимъ образомъ кривая есть эллипсъ. 
226. Примьчаше ТУ. Геометрическое мъсто проекщй фокусов 
на касательныя кз эллитсу есть круз, описанный на больной оси, 
какз на Фаметрь. Продолжимъ радусъ векторъ Е”М на величину МН, 
а равную МЕ. Такъ какъ касательная дфлИТЪ ПОПО- 
ламъ уголь ЕМН, то она перпендикулярна къ сре- 
динф Т прямой ЕН (фи. 126). Эту точку соеди- 
нимъ съ центромъ О эллипса. Прямая ОТ, которая 
дЪлигъ пополамъ стороны Е”, ЕН треугольника 
Е”ЕН, параллельна третьей сторонф Е/”Н и равна по- 
ловинф ея; такъ какъ лия Ё”Н равна большой оси 
АА’, то разстояме ОТ есть величина постоянная 
и равна ОА. и геометрическое мЪсто точки Т есть окруж- 
ность круга, описаннаго` изъ точки О, какъ центра, радгусомъ ОА. 
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Задача 1. 


227. Провести касательную къ эллитсу вз точкь М, данной на 
эллитет. : 

Эту задачу, точно такъ, какъ и послфлующия, мы уже рёшиди, раз- 
сматривая эллипеъ какъ проекцю круга. Эти вопросы мы рьшимъ 
другимъ способомъ, который можеть быть приложенъ къ типерболв и пз- 
рабол$. 

Продолжимъ радусъ векторъ Е”М (фи. 122) на величину МН, рав- 
ную другому рамусу вектору МЁ; черезъ точку | 
М проведемъ прямую ТТ’, перпендикулярную къ 
ЕН, и мы получимъ искомую касательную. Въ са- 
момъ дл въ равнобедренномъ треугольникё МН 
прямая МЕ, которая есть перпендикуляръ, опущен- 
ный изъ вершины на основае ЕН, дБлитъ уголъ 
при вершин пополамъ. Такъ какъ эта прямая д$- 
литъ пополамъ уголь ЕМА, образуемый однимъ изъ 
рад'усовъ векторовъ съ продолжешемъ другаго, то она совпадаетъ съ ка- 
сательной къ эллипсу. 

228. Зампчаше П. Замътимъ, что вс точки касательной, исключая 
точки прикосновеня М, находятся вн$ эллипса. Пусть Р будетъ какая- 
нибудь точка касательной; соединимъ эту точку съ двумя Фокусами и 
точкою Н. Такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединё ЕН, то 
разстояше РЕ равно РН, и, слдовательно, ломаная линя Е’Р -|- РЕ` 
равна ломаной Е’Р --РНИ; но эта послёдняя болзе. прямой Е”Н, которая 
равна бодышой оси эллипса, потому что радгусь векторъь Е”М мы про- 
должили на величину МН, равную МЕ. Такъ какъ сумма разстоянйй точки 
Р оть двухъ Фокусовъ больше большей оси, то эта точка находится вн 
эллипса. 

Ломаная лишя К”М + МЕ есть кратчайшее разотояше между точками 
Е” и Е и точкой касательной. 

Ломаную длиною называютъ вымуклою тогда, когда она вся располо- 
жена съ одной стороны отйосительно каждой ея стороны неопредфленно про- 
долженной. Точно также говорятъ, что вривая выпукла, когда она вся 
расположена съ одной стороны относительно каждой ея касательной, про- 
долженной неопредфленно. Отсюда ясно, что эллипсъ есть кривая сомкну- 
тая выпуклая. 


Фиг. 158. 
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Задача ИИ. 


229. Провести касательную кз эллитсу черезз внъшнюю точку Р. 
Положимъ, что задача рфшена, и пусть РМ (физ. 129) будетъ каса- 
тельная, проходящая черезъ точку Р. Если продолжимъ радусъ век- 
торъ Е/^М и отложимъ на его продолжени ли- 
Фиг. 129, ню МН, равную ЕМ, то, какъ извфетно, 
касательная РМ будеть перпендикулярна къ 
срединё прямой ЕН; сл6довательно, вопросъ 
приводится къ опредвлешю точки Н. Такъ 
какъ прямая Е/Н равна большой оси АА^/, 
то точка Н находится на окружности, описан- 
ной изъ окуса Е”, какъ центра, радусомъ АА. 
Съ другой стороны, такъ какъ разстояне РН 
равно РЕ, то точка Н находится на окружности, описанной изъ точки Р, 
какъ центра, рамусомъ РЕ; слфдовательно, точка Н есть пересвчеше 
этихъ двухъ касательныхъ. Отсюда находимъ слБдуюций способъ строить 
касательную. 

Изъ Фокуса Е!, какъ центра, радусомъ, равнымъ большей оси, опи- 
сываемъ кругъ. Изъ точки Р, какъ центра, рамусомъ, равнымъ разстоя- 
ню РЕ этой точки отъ другаго Фокуса, описываемъ другой кругЪ, кото- 
рый пересфчетъ первый въ точкё Н. Проведемъ линю ЕН и изъ точки 
Р проведемъ перпендикуляръ къ лиши ЕН, который будетъ искомою ка- 
сательною. Точка прикосновешя М опредфлится пересвчешемъ касатель- 
ной съ прямою Е/Н. 

Оба круга пересфкаются въ другой точкё Н/;’ проведя точно также 
изъ точки Р перпендикуларъ къ ЕН/, получимъ вторую касательную РМ’, 
точку прикосновеня которой М’ опредфлимъ помощю прямой Р/Н.. 

Замвтимъ, что эти построешя можно сдфлать также тогда, когда э4- 
липсъ не начерченъ. Достаточно знать Фокусы и большую ось. 


Задача ИИ. 


230. Провести кз эллитесу касательную параллельно данной пря- 
мой КГ. 
Положимъ, что задача рёшена, и пусть ЭТ будетъ касательная па- 
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раллельная КГ, (физ. 130). Если линю Е”М продолжимъ на величину 


МН, равную МЕ, то, какъ известно, касатель- 
ная будетъ перпендикулярна къ срединв ЕН. 
Отсюда. находимъ слБдующё способъ строить 
касательную. 

Изъ Фокуса Е’, какъ центра, радусомъ,` рав- 
нымъ большой оси, описываемъ кругъ; изъ дру- 
гаго Фокуса К проводимъ прямую ЕН перпен- 
дикулярно къ данной прямой КТ,; эта прямая 
пересёчетъ окружность въ точкф Н; изъ сре- 
дины ЕН возставимъ ' перпендикуляръ ЭТ, ко- 
торый будетъ искомая касательная. Точка при- 
косновеня опредёлится пересъченемъ касатель- 
ной съ прямой ЕН. 


Фиг. 130. 


Прододжеше прямой ЕН пересфкаетъ окружность во второй точк® Н/; 
возставивъ перпендикуляръ къ срединё ЕН/, получимъ вторую касатель- 
ную $/Г/, точка прикосновеня которой М’ опредфлится прямой Е’Н”. 


# 


Задача 1. 


231. Эллинсв опредъляется ею Фокусами и большею осью; наити 
точки, в5 которых онз пересъкается данною прямою ММ!. 

Пусть М будетъ одна изъ точекъ, въ которой данная прямая пере- 
съкаетъь эллипеъ (физ. 131); эту точку соединимъ съ двумя Фокусами и 


радусъ векторъ Е’М продолжимъ на ве- 
личину МН, равную МЕ: точка Н при- 
надлежитъ управляющему кругу, описан-` 
ному изъ хукуса Е’, какъ центра. Если 
изъ точки М, какъ центра, радгусомъ, 
равнымь МЕ, опишемъ кругъ, то этотъ 
кругъ будетъ касаться управляющаго круга 
въ точкё Н. Опустивъ изъ Фокуса Т пер- 
пендикуляръ на данную прямую и продол- 
живъ этотъ перпендикуляръ на величину, 


Фиг, 131. 


равную этому перпендикуляру, подучимъ вторую точку Е‚, которая бу- 
детъ принадлежать этому же кругу. Такимъ образомъ, вопросъ приводится - 
къ отысканшю центра М круга, проходящаго черезъ двф данныя точки 
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КиЕ, и касающагося управляющаго круга. Для этого черезъ двЪ точки 
КиЕ, проводимъ какой-нибудь кругъ, который пересъчетъ управляюпий 
кругъ въ двухъ точкахъ Ки К’; изъ точки Г пересвченя двухъ пря- 
мыхъ Е Е, и КК! проводимъ къ’ управляющему кругу касательную ТН; 
точка М, въ которой прямая Ё’Н перескаетъ- данную прамую, будетъ 
искомою точкою. 

Дъйствительно, мы имфемъ 


ТН? =1К. К! —= 1. 1Е,, 


слБдовательно, кругъ, который проходитъ черезъ три точки Е, Е,, Н, ка- 
сается управляющаго круга въ точкё Н. Такъ какъ изъ точки | можно 
-провести двЪ касательныя къ управляющему кругу, то получимъ двЪ$ точки 
МимМ.. л ы 

Когда точка Е,, симметричная фокусу Е, относительнб данной прамой, 
находится внутри управаяющаго круга, тогда дВйствительно существуетъ 
два рышения. Если точка Е, будеть находиться на круг, то прямая бу- 
деть касательная КЪ эллипсу. Наконецъ, если точка Е, находится внъ 
круга, то прямая не пересЪкаетъ эллипса. ` 


Фокусьх и дпректрисьа гиперболы. 


232. Пусть 
° (5) ви 1=0 


а 
будетъ уравнеше данной гиперболы, отнесенной къ ея осямъ. Вычислене 
будетъь то же, какъ дая эллипса, надобно только 6* замЪнить черезъ 
— 6°. Такимъ образомъ получимъ два дЪйствительныя рёшен:я (6 217): 


8—0, «—===Уа Е, И 0 р == а 


и два мнимыя ршешя 


- 


& = 0, В —= = Уа* — 6, т = 0, л—= УВЕ, р — 6... 


Первыя два рёшеня опредфляютъ два двИствительные Фокуса Ти 
Е', находяпиеся на поперечной оси на равномт, разетояни отъ центра 
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(фи. 132). Мы получимъ ихъ, проведя черезъ вершину А перпендикуляръ 
АС къ поперечной оси до пересфчен!я съ асимп- 
тотою, и отложивъ на поперечной оси лини ОЕ 
и ОЕ” равныя ОС. Если для краткости по.о- 
жимъ 4 + 5? = с*, то получимъ 


Фиг. 132. 


6 
ВЕ. 


Уравненя директрисъ будуть 


с а 
2=ра=0 Или ==... 


Фокусу О) соотвфтствуеть директриса ОЕ; Фокусу Е’ — директриса 
О”Е’. Изъ точки О, какъ центра, радусомъ ОА опишемъ дугу круга, кото- 
рая пересфчетъ асимптоту въ точкф Н; эта точка принадлежитъ директрис$. 
Дъйствительно треугольники ОАС+, ОНЕ равны, потому что уголь О у нихъ 
есть общ, стороны ОА—=ОН и ОЕ=ОС, и уголь ОНР есть прямой. 
Если изъ точки Н опустить перпендикуляръ НО на ось ОА, то получимъ 
ОН?—ОЕ, ОШ и слёдовательно ОШ — <. Такимъ образомъ прямая ОН 
директриса. 

Постоянное отношене Ё —= Им = равно т, или отношеню 


с ме 
а’ которое называется эксцентрицицетом гиперболы. у 


Теорема ИИ. 


233. Разность разстоянй каждой точки итерболы оть фоку- 
60вё есть величина постоянная и равна поперечной оси. 
Разстояше Фокуса отъ какой-нибудь точки М кривой выражается че- 


сх о В 
резъ = (= 8 а) верхнй знакъ, находящийся въ скобкахъ, ‘относится къ 
фокусу К, нижнй къ хокусу Е’. Передъ скобками надобно выбирать знакъ 
такъ, чтобы получить положительныя величины. Такъ какъ для гиперболы 


._ С . Я 
отношеше . боле единицы, а х боле абеолютной величины а, то пер- 


“ 


сх 
вый членъ = ВЪ абсолютной величин болфе а. СолБдовательно, передъ 


скобками должно взять знаки -- или —, смотря по тому, будетъ ли точка 
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М находиться на правой или на лЬвой вфтви. Въ первомъ случаф по- 
`дучимъ 


МЕ =" — а, МЕ =“. На; 
а а 
откуда с 
| МЕ’ — МЕ —= 29а. 
Во второмъ случа 


МЕ— — а), МЕ! = (+4) 
откуда МЕ — МЕ’ —= 20. 


234. Примъчате. Разность разстоящй точки, натодящейся между 
двумя вютвями зитерболы, отз двухз фокусовз менъе поперечной оси; 
если точка будетз находиться вз двуть друмить частлть плоскости, то 
разность будет» болъе поперечной оси. 

Пусть Р будетъ точка, находящаяся между 
двумя вЪтвями кривой (физ. 133); прямая РЕ 
пересзкаетъ гиперболу въ точ М. Мы 
имфемъ 


Фиг. 188. 


РЕ’ — РМ < МР, 


если изъ объихъ частей вычтемъ МЕ, то по- 
лучимъ 


РЕ’ — РЕ < МЕ!’ — МК; 


такъ какъ послфдняя разность равна Фа, то первое меньше 2а. 

Разсмотримъ теперь точку № находящуюся справа первой вЪтви ги- 
перболы; прямая МЕ’ пересфкаетъ эту вЪтвь въ точкф М, и мы нолу- 
ЗИМЪ 


МЕ < ММ-- МЕ, 
и, прибавивъ къ обфимъ частямъ МЕ’, найдемъ 


МЕ-- МЕ! < МЕ! -- МЕ, откуда МЕ! — МЕ> МЕ! — МР, 


Такъ какъ вторая разность равна 24, то первая боле Эа. 
Отсюда слёдуетъ, что гиперболу можно разсматривать, какъ геометри- 
ческое м$фсто точекъ, разность разстоянй которыхъ оть двухъ Фокусовъ 
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равна 2а. На этомъ свойств основывается построеше гиперболы по 
точкамъ или помощи непрерывнаго движеня, о которомъ мы говорили 
вначалв (6$ 20 и 21). 

235. Примъчаще П. Разстоянае какой-нибудь точки зитерболы 
отз фокуса Е равно нормали, проведенной изъ этой точки кз ку, 
описанному изз друюло фокуса Е’, какз центра, радбусомь, равнымь 
поперечной оси. 

Для точки М первой вфтви (фи. 134) по- 
лучимъ 


Фиг. 134. 


МЕ’ — МЕ=2а = Е М, 


и елБдовательно, 


и 
МЕ = МЕ’ — РМ = ММ. 

Для точки М!’ второй вфтви получимъ я 
МЕ — МЕ! = 2а = Е№,, 


и слдовательно 


МЕ — МИН РИ = МХ. 


Въ первомъ случав отрфзокъ ММ нормали есть разстояше точки М 
оть круга, и первая вЪтвь гиперболы есть геометрическое мфето точек, 
равно удаленныхь отъ Фокуса Е и управляющаго круга. 


Теорема Е. 


236. Косательная, проведенная кз итерболь, дълить пополам 
ол между радфусами векторами, идущими отз точки прикосновеня 
к5 0вумз фокусамо. | 

Возьмемъ на гиперболв дв$ соефдюя точки М 
и М’ (фи. 135). Изъ Фокуса Е, какъ центра, ра- 
дтусомъ, равнымь ЕМ’, опишемъ дугу круга, кото- 
рый пересфчетъ радтуеъ векторъ ЕМ въ точкв С; 
изъ Фокуса Е’, какъ центра, радгусомъ, равнымъ 
Е’М’, опишемъ дугу кругай который пересёчетъ ра- 
дусъ векторъ Е’М въ точк5 О. При перемвщени 
точки М къ точкф М’, радусы векторы ЕМ, Е'М 
уменьшаются на величины, равныя МС и МО; такъ 


Фиг. 135. 
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какъ разность между радусами есть величина постоянная, то эти двЪ 
величины равны между собой. 

На сёкущей ММ’ возьмемъ произвольную линю МС и черезъ точку 
С проведемъ линю СН параллельно хордв МС и СК параллельно хордв 
МО. Изъ параллельности этихъ лин находимъ 


такъ какъ лини МС и МП равны, то отсюда слфдуетъ, что лини МН 
и МК также равны. Если точка М’ будетъ неопредъленно приближаться 
къ точкё М, сзкущая ММ’ будетъ приближаться къ предфльному поло- 
женю, которое есть касательная` къ гиперболв въ точкв М; въ то же 
время хорды М’С и М”) сдвлаются касательными къ кругамъ, описан- 
нЫмЪ, изЪ Фокусовъ, какъ центровъ, и, слёдовательно, булутъ перпендику- 
лярны къ ЕМ и ЕМ’. Параллельныя имъ лиши СН, СК будутъ также 
перпендикулярны къ этимъ же радлусамъ, а углы Ни К сдвлаются пря- 
мыми. СлБдовательно, два треугольника МОН, МСК, въ которыхъ сто- 
рона МС общая и сторона МН —= МК будуть прямоугольными и 
слфдовательно будутъ равны; отсюда слёдуетъ, что углы @МН и СМК 
равны; такимъ образомъ касательная, проведенная къ гиперболв вЪ точкВ 
М, дьлитъ уголь ЕМЕ’ пополамъ. 

237. Примъчане Г. Гипербола есть единственная кривая, которая имфетъ 
это свойство. Дъйствительно, назвавъ черезъ и и у радусы МЕ и МГ’, 
черезъ Ди и Ду ихь приращен!я, получимъ у 


45 __ Мо _ мк 
4% МС МН’ 
Если мы положимъ, что при неопредфленномъ приближении точки М’ кь 
точкё М, углы @МН, @МК двлаются равными, то треугольники МСН, 
МСК равны, а.слёдовательно и стороны МН и МК будуть также 
равны; отсюда находимъ 
У . А 
Ио #1. 

Переходя къ первоначальной ФхункЦ\и, получимъ _ 


ф =и-+ С, откуда о — и = С. 


238. Примъчаще П. Однофокусные эллитез и итербола пересъкаются 
7095 прямыми узлами. Одноокусными кривыми втораго порядка называются 


’ 
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такя двЪ кривыя, Фокусы которыхъ совпадаютъ; угломъ двухъ кривыхъ 
называется уголъ, образуемый ихъ касатель- 

ными вЪ точк$ перес$чешя. Пусть М будетъ Ве: 

точка’ пересфчен!я эллипса и гиперболы, кото- 

‚рыя имфютъ обще Фокусы Ки Е’ (фи. 136). 

Линшя ММ, которая дфайтъ уголь КМЕ” ноно- 

ламъ, есть, съ одной стороны, нормаль къ э4- 

липсу, съ другой—касательная къ гинербол в; слЪ- 

довательно, касательныя Мф. ММ, проведенныя къ . 
двумъ кривымъ, перпендикулярны между собою: 


Задача т. 


239. Провести кз зитерболль касательную черезь точку М, данную 
на зиперболь. 

На ралусф векторБ МЕ” отложимъ линю, МН, равную другому ра- 
д!усу вектору МЕ, и черезъ точку М проведемъ прямую МР перпенди- 
кулярную къ ЕН; тогда мы получимъ искомую касательную (фиш. 137). 

Замъчане. Замътимъ, что касательная вся рас- Фиг. 187. 
положена между двумя вЪ$твями гиперболы. Пусть 
Р будетъ какая-нибудь точка этой касательной, тогда 
получимъ 

РЕ —РН<ЕН, 
слфдовательно, 


РЕ! — РЕ < 24; 


такимь образомъ, точка Р находится между двумя вфтвями гиперболы. Такъ 
какъ вЪтвь гиперболы расположена по одной сторонЪ каждой ея каса- 
тельной, то она есть кривая выпуклая. 

Такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединЪ Г лини ЕН, то точка 
есть проекщя Фокуса К на’ касательную. Прямая ОТ, которая параллельна 
Е’Н, и равна половинз Е”Н, есть величина постоянная; отсюда сл6дуетъ, 
что геометрическое мвсто проекщй Фокусовъ на касательныя есть кругъ, 
описанный на поперечной оси, какъ на д!аметрь. 


Задача 5. 


240. Провести касательную кз зиперболь через данную точку 
Р, находящуюся между двумя вътвями итерболы, р 
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Пусть РМ будетъ касательная, проходящая черезъ точку Р (фие. 138). 
Если изъ радгуса вектора МЕ’ вычтемь МН —= МЕ, то, какъ извЪетно, 
`° касательная, будеть перпендикулярна къ 
‚срединё ЕН. Такимъ образомъ вопросъ 
приводится къ опредфленю точки Н; 
эта точка находится на пересфчени 
круга, описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ 
центра, радусомъ равнымъ За, и круга, 
описаннаго изъ точки ’Р, какъ центра 
радусомъ равнымъ РЕ. Касательную мы 
получимъ, возставивъ изъ средины ЕН 
перпендикуляръ, а точку прикосновен!я 
М опредфлитъ радусъ векторъ Н’Н. 

Оба круга пересфкаются въ другой точкё Н’; проведя изъ точки Р 
перпендикуляръ къ ЕН’, получимъ вторую касательную РМ’, точки при- 
косновеня которой опредфлимъ помощю прямой ЕН. 

Когда точка Р находится на одной изъ асимптотъ, „тогда одна изъ 
касательныхъ, проведенныхъ черезъ точку Р, совпадаеть съ этою асимп- 
тотою, и точка прикосновеня удаляется въ безконечность. 


Фиг. 138. 


Задача УИ. 


241. Провести вз зитерболь касательную параллельно данной пря- 
мой ОГ. . 
Изъ ‹окуса Е!, какъ центра, радусомъ равнымъ 2а опишемъ 
ы управляющий кругЪ; изъ Фокуса Е проводимъ 
прямую перпендикулярно къ ОГ, (фи. 139); 
эта прямая пересчетъ кругъ въ двухъ точкахъ 
Ни Н!; черезъ средины прямыхъ ЕН и ЕН! 
проведемъ лини параллельныя О]Т.; эти 'парал- 
лельныя будутъ искомыя касательныя. Прямыя 
Е’Н,Е’Н’опредфлятъ точки прикосновен!я Ми М’. 
- т Чтобы задача была возможна, надобно, чтобы 
данная прямая ОТ, которая, положимъ, про- 
ведена черезъ центръ, не пересЪкала гиперболу; тогда перпендикуляръ 
ЕН’, проведенный изъ Фокуса Е, пересьчетъ управляющий кругъ въ двухъ 
точкахъ. 


Фиг. 139. 
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Задача °АЕ`. 


242. Нани точки переспчешя прямой сз итьерголой, опредъляе- 
мой по ея фокусамз и ея поперечной оси. 
Построене совершенно то же, кагь а въ эллипс. 


а Фокусы и директрисы параболы, 
243. Пусть 
(6) у — 2х =0 


будетъ уравнеше данной параболы, отизеенной къ ея оси и къ касатель- 
ной, проведенной къ вершин». Такъ какь это уравнене не содер;:итъ члена 
ту, ни члена 2*, то надобно, чтобы ти =:0, 1 — 2? =0, 
откуда я —=0, т —= 1. КоехФищентъь при у и-постоян- 
ный членъ должны также равняться нулю; поэтому 
В=—0, «*—й*—0. Сверхъ того уравнеше (3) ($ 216) при- 
[3 . 
_ ВОДИТСЯ КЪ ==, откуда «-- = р. Уравнене 
а? — = 0 или (а -|- 1) (« — й) = 0 будетъ р («— 1) 


— 0, т. е. «— #=0; отсюда а = й а Здесь лы им5- | а 


Фиг. 140. 


емъ только одно рёшеше. Такимъ образомъ парабола 
имфетъ только одинъ Фокусъ Е, находящийся на его оси на разетоя- 
ни, равномъ половинф параметра отъ вершины А (физ. 140). Такъ 


какъ разстояне ЕМ равно 2-5 ; то этому еокусу соотв$тствуетъ директриса 


в р Е 
ЕР; выражаемая уравненемъ х — — 5 ЭТа директриса перпен. икулярна 
къ оси и находится отъ вершины на резстояни АБ, равномъ АЕ. 


Постоянное отношеше й = Ул? -- п? приводится въ этомъ случав 
въ единицв; такимъ образомъ каждая точка параболы находится па рав- 
номъ разстояни отъ Фокуса и директрисы. 


Теорема Г. 


244. Всякая внутренняя точка параболы находится ближе кз фо- 
кусу, чьмз кз директрись; всякая вньшняя точка, наоборотз, ближе 
к5 директрист, `чъмз кз фокусу. 
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Разсмотримъ прежде точку №, находящуюся внутри параболы; соеди- 
НИМЪ её СЪ =окусомъ и изъ этой точки опустимъ на директрису перпен- 
дикуляръ МЕ. Этотъ перпендикуляръ пересфчетъ кривую въ точкё М, 
которую соединимъ съ Фокусомъ. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ 
параболь, то разстояня МЕ и МЕ равны, по прямая МЕ короче ломаной 
ММ - МЕ; если МГ замфнимъ равною ей МЕ, то увидимъ, что разсто- 
яне МЕ мензе МЕ. И такъ внутренняя точка М находится ближе къ 
Фокусу, чфмъ къ директрисЪ. ь 

Раземотримъ теперь внёшнюю точку Р, находящуюся между кривой 
и директрисой. Соединимъ ее съ хокусомъ и на директрису опустимъ пер- 
пендикуляръ РЕ, который продолжимъ до пересвченя съ кривой въ точкв 
М. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ параболь, то разстоямя МЕ и 
МЕ равны; прямая МЕ или равная ей МЕ короче ломаной МР - РЕ; 
если отъ обфихъ частей отнимемъ МР, то увидимъ, что РЕ короче РЕ. 
Такимъ образомъ внёшняя точка Р находится ближе къ директрис, чёмъ 
къ фокусу. Если точка Р будетъ находиться сл6ва директрисы, то, оче- 
вино! она будетъ ближе къ директрисё, чфмъ къ окусу. 

Отсюда слфдуетъ, что параболу можно разсматривать, какъ геометри- 
ческое мЪ$ето точекъ, равно отстоящих отъ Фокуса и директрисы. Та- 
кимъ образомъ опредБляется парабола въ элементарной геометрии, и на 
этомъ свойствЪ основывается построеше параболы по точкамъ или по- 
мою непрерывнаго движеня, о которомъ было говорено вначалЪ 


(6$ 24 и 95). 


Теорема УИ. 


245. Касательная, проведенная кз параболь, образуетз равные 
узлы с5 лишею параллельною оси, и радзусомз векторомь, проведенным 
через точку прикосноветя. 

Возьмемъ, на параболВ дв сосфдшя точки М и 
М’ (физ. 141), которыя соединимъ съ хокусомъ, и 
опустимъ изъ нихъ на директрису перпендикуляры 
МЕ, М’Е’. Изъ хокуси Е, какъ центра, рад!усомъ 
ЕМ’” опишемъ дугу круга М’С, и черезъ точку М’ 
проведемъ лимю М'О’ параллельно директрис$. Ли- 
ня МО равна разности двухъ радусовъ векторовъ 
ЕМ и РЕМ’; это есть величина, на которую .умень- 
шается радусъ векторъ ЕМ, когда точка М перей- 
детъ въ точку М!, Точно также лишя МС! равна 


Фиг. 141. 
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разности двухъ перпендикуляровь МЕ и М’Е'; это есть величина, на 
которую уменьшается перпендикуляръ МЕ, когда точка М переходитъ 
къ точкв М’. Такъ какъ радусъ векторъ ЕМ постоянно равенъ пер- 
пендикуляру ЕМ, то отсюда слдуетъ, что величины МС и МС’ равны 
между собой. 


Проведемъ сфкущую МБ черезъ двв точки М и М’ и проведемъ 
хорду М’О въ круг, описанномъ изъ Фокуса, какъ изъ центра. На свкущей 
возьмемъ произвольную лишю МС и черезъ точку (@ проведемъ СН па- 


раллельно М’С и СК параллельно М’С’. Изъ параллельности этихъ ли- 
вй- находимъ \Н= иВ = такъ какъ лини МС и МС’ равны, то 
лини МН и МК, имъ пропорщовальныя, также равны. 

Положимъ теперь, что точка М’ неопредфленно приближается къ 
точкв М; тогда свкущая МБ будеть приближаться къ касательной МТ 
параболы; продолженная хорда М’С приближается также къ касательной 
круга и слфдовательно сдЪлается перпендикулярною къ рамусу ЕМ; 
параллельная СН будеть также перпендикулярна къ ЕМ. Отсюда ви- 
димъ, что два треугольника М@Н, МСК предз- 
лами имзютъ два прямоугольные треугольника МН, Фит. 149. 
МСК (фи. 142); эти прямоугольные треугольники 
равны, потому что имфютъь общую гипотенузу М@, 
а стороны МН и МК равны между собой, какъ пре- 
дълы равныхъ величинъ; отсюда заключаемъ, что 
углы СМН, СМК равны. Такимъ образомъ каса- 
тельная МТ, проведенная къ параболф, дфлитъ по- 
поламъ уголь ЕМЕ, образуемый радусомъ ЕМ и 
перпендикуляромъ МЕ, опущеннымъ къ точкф при- 
косновешя на директрису. Если линю ЕМ продол- 
жимъ по направленю МТ, то углы ОМК, Т’МЬ будутъ равны, какъ 
вертикальные, и отсюда видимъ, что углы ТМЕ, Т’МГ, образуемые ка- 
сательною съ радусомъ векторомъ и лийею МГ,, параллельною оси, 
равны. 

246. Примъчаще Т. Положимъ, что источникъ свфта помфщенъ 
вЪ ФокусБ Е (фи. 143) параболы; лучи свфта, выходя изъ Фокуса Г, 
отражаются на параболВ, образуя уголь отраженя, равный углу паде- 
ня. Пусть ЕМ будеть одинъ изъ этихъ лучей; проведемъ касатель- 
ную ТТ’ къ параболв въ этой точкЪ; такъ какъ отраженный лучъ дол- 

БРю и Буке. ГЕОМЕТРи. 13 
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женъ составлять уголь МТ”, равный ЕМТ, то онъ будетъ паралае- 
ленъ оси АВ параболы. Такимъ образомъ всЪ отра- 
женные лучи будуть параллельны оси. 

На этомъ свойствв основывается устройство ре- 
Флекторовъ, употребляемыхъ въ хонаряхъ. Внутрен- 
няя поверхность, сдВланная изъ’ полированнаго ме- 
талла, образуется параболою, обращающеюся около 
ея оси; св$ча помфщается въ Фокус; лучи свфта, 
посл ихъ отражения, длаются параллельными оси; 
рефлекторъ отражаетъ пукъ параллельныхъ лучей, 


” которые распространяются, не разсфваясь, и освфщаютъ большое раз- 
стояше. . 


Примъчаще П. Положимъ, наоборотъ, что лучи свфта, параллель- 
ные оси, падаютъ на параболическое зеркало; тогда послБ отраженя 
они соберутся въ Фокус$. . 

Параболическя зеркала употребляются въ телескопахъ; ось зерказа 
направляется къ зв$здВ; лучи свфта, идущие отъ зв5зды, отражаются на 
зеркалБ и образуютъ въ Фокусф очень блестящее изображене звззды. 

Параболический видъ употребляется также въ построени рупоровъ и 
слуховыхъ трубъ. 

`247. Примъчаще ПП. Обратно, парабола есть единственная кривая, 
которая имфетъ то свойство, что касательная, проведенная въ каждой ея 
точкВ, составляетъ равные ‚углы съ лишею, параллельною опредБленной 
прямой, и радгусомъ векторомъ, проведеннымъ изъ ‘опредъленной точки въ 
точку прикосновеня. Представимъ, что каждая точка М плоскости опре- 
дЪляется ея разстояшемъ МЕ отъ неподвижной точки Е и ея разстоя- 
немъ МЕ отъ прямой ОЕ, перпенликулярной къ опредфленной пря- 
мой КВ (фи. 141). Означимъ черезь % и © дв ея координаты. При 
перемьщен!и точки М кривой къ сосфдней точкв М’, эти двф коорлди- 


наты получаютъ приращеня Ли — — МС, До — — МС’, и мы по- 
лучимъ 


Ло __ МС' ик 


Ди — №0 АН: 


Когда точка М’ неопредъленно приближается къ точкф М, прамая ММ’ 
обращается въ касательную, и уголъ Н будетъ прямой. Два прямоуголь- 
ные треугольника СМН, СМК (фи. 142) равны, потому что имвютт 
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общую гипотенузу. и уголь @МН равенз @МК. по предположеню. Саф- 
довательно, получимъ 


По А 
Ша м — 1, 

и переходя къ первоначальной Функци, найдемь у = и-Е С. Перемъ- 

стивъ прямую ОЕ на величиву, равную постоянной С, получимъ ® = и. 


Задача &Ж, 


248. Провести касательную черезз точку М, данную на па- 
раболз. 

Первый способь. Пусть 'Т (фи. 144) будетъ точка, въ которой ка- 
сательная пересъкаеть продолжене оси; МЕ пер- 
пендикуляръ, опущенный изъ точки М на директ- 
рису. Извфстно, что касательная дёлитъ уголь ЕМЕ 
пополамъ; уголъ ЕТМ равенъ углу 'ТМЕ, какъ вну- 
тренн!е накресть лежапие, а слЪдовательно ‘равенъ 
углу ЕМТ; отсюда сафдуетъ, что треугольникъ ТЕМ 
равнобедренный, а 0бф стороны ЕМ и ЕТ равны 
между собою. 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную 
въ точкф М, надобно на оси отложить линю ЕТ, 
равную рад!усу вектору ЕМ, и точку 'Т соединить съ М. 

Этотъ способъ не употребляется, когда точка М находится близко 
къ вершин А параболы, потому что тогда дв$ точки Ми Т, 6у- 
дучи очень близки другъ къ другу, не опредфляютъ касательной съ 
достаточною точностно. Въ этомь случав употребляютъ саБдующй 
способъ. 

Второй способз. Касательная МТ, раздвляющая уголъ при вершин® 
М равнобедреннаго треугольника ЕМЕ пополамъ, перпендикулярна къ 
срединЪ основаня КЕ. 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную, надобно опустить изъ ` 
точки М периендикулярь МЕ на директрису, и изъ точки М провести 
перпендикуляръ на прямую ЕЁ. 

Изъ этого построемя слфлуетъ, что касательная, проведенная къ вер- 
шинв А параболы, перпендикулярна къ оси параболы. 

Замючеще. Замътимъ, что всф точки касательной, исключая точки 


13* 


Фиг. 144. 
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прикосновешя М, лежатъ вн параболы. Пусть Р будетъ какая-нибудь 
точка касательной; такъ какъ касательная перпенликулярна къ средин® 
КЕ, то разстояня РЁ, РО равны; Но наклонная РЕ болфе перпендику- 
ляра РК; сльдовательно, разстояне РЕ бодфе РК, а потому точка Р 
лежитъ внф параболы. Отсюда слфлуетъ, что парабола есть кривая вы- 
пуклая. 

249. Примъчане. Геометрическое мъсто проекций фокуса на ка- 
сательную, проведенную кз параболь, есть касательная, проведенная 
кз вершить. Очевидно, что точка Т средина КЕ и проекщя Фокуса на 
касательную находятся на лини, параллельной директрис®, проведенной 


черезъ точку А, средину ЕО, т. е. на касательной, проведенной къ 
вершин А. 


. 


Задача ж. 


250. Провести касательную кз параболль черезь внъшииюю точку Р. 
Положимъ, что задача решена, и пусть РМ (физ. 145) будетъ каса- 

р тельная, проходящая черезъ точку Р. Если изъ 
точки М опустимъ перпендикуляръь МЕ на директ- 
рису и если точку Е соединимъ съ Е, то, какъ из- 
ввстно, касательная РМ будетъ перпендикулярна къ 
срединё ЕЕ; слёдовательно, разстояше РЕ равно 
РЕ; отсюда выводимъ слБдуюций способъ строить 
касательную. 

Изъ точки Р, какъ центра, радусомъ, равнымъ 
разстояню РЕ этой точки отъ Фокуса, описываемъ 
кругъ, который пересфчетъ, директрису въ точкё Е. Точки Ри Е сое- 
динимъ и изъ точки Р проведемъ перпендикуляръ на прямую ЕЁ, тогда 
получимъ искомую касательную. Точка прикосновеня М опредфлится пере- 
съчешемъ касательной съ лишею, параллельною оси, проведенною изъ 
точки Е. 

Кругъ пересЪкаетъ директрису въ другой точкё Е’. Проводя изъ точки 
Р пернендикуляръ на ЕЁ’, получимъ вторую касательную РМ. 

Эти построенмя можно сдБлать, хотя’бы парабола не была начерчена. 
Надобно, чтобы быль извфстенъ Фокусъ и директриса. 
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Задача ЖИ. 


251. Провести кз парабомь касательную параллельно данной пря- 
мой КГ. . 

Положимъ, что задача рфшена, и пусть МТ будетъ искомая касатель- 
ная (41. 146). Если изъ точки прикосновешя М ! 
опустимъ перпендикуляръ МЕ на директрису, и если Фиг. 146. 
соединимъ точку Е съ Е, то, извЪетно, касательная 
будеть перпендикулярна къ средин$ КЕ. Отсюда на- 
ходимъ слёдующИй способъ строить касательную. 

Изъ Фокуса Е опускаемъ перпендикуляръ на дан- 
ную прямую КТ, и продолжаемъ до пересъчен!я ея 
съ директрисой въ точкЪ Е, и изъ средины ЕЁ воз- 
ставаяемъ перпендикуляръ МТ, и мы подучимъ 
искомую касатедьную. Точку прикосновешая М опре- 
АЪаимъ, проведя черезъ точку Е линю ЕМ, параллельную оси. 


Задача ЖИ. 


252. Найти точки пересъченя данной прямой и Ол отре- 
дъляемой ея фокусомь и директрисою. 

Возьмемъ точку Е,, симметричную Фхокусу Е, относительно данной 
прямой (физ. 147). Такъ какъ точка М находится 
на равномъ разстоянйи отъ точекъ Е, Е, и дирек- 
трисы, то она есть центръ круга, который проходитъ 
черезъ зти двф точки и касается директрисы. Чтобы 
найти точку прикосновеня Е,, откладываемъ на ди- 
ректрисв по обз стороны точки Т, въ которой пря- 
мая ЕЁ, пересъкаеть директрису, лин ТЕ, сред- 
нюю пропорщюнальную между двумя линями 1, 
ТЕ,; такимъ образомъ получимъ дв точки пересЪче- 
ша Ми М'. 

Если точка Е‚,, симметричная ‹хокусу относительно данной прямой, 
будетъ находиться справа директрисы, то получимъ два рёшеня. Если 
точка Е, будеть лежать на директрисв, то прямая будетъ касательною 
къ парабол$. Наконець, если точка Е, будетъ лежать сава директрисы, 
то прямая не пересфчетъ парабоды. 


Фит. 147. 
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Теорема УЕ. 


253. Предьль эллинса или литерболы, параметрь которой имъеть 
конечную величину, а большая или поперечная осъ неопредъленно уве- 
личивается, есть парабола. 

Въ парабол$ ордината Фокуса равна параметру р; по аналоги пара- 
метромз зллипса или гиперболы называется ордината Фокуса, которая 


6 ы ` 
равна —— и зтотъ параметръ означаютъ черезъ р. Такимъ образомъ урав- 
нен{е эллииса, отнесеннаго къ его большей оси и къ касательной, прове- 


денной къ вершин (фи. 148), будетъ 
‚ или 4? — арх — Е 24°. 


Положимъ теперь, что вершина А остается неподвижною, и пара- 


мех сохраняетъ конечную величину 
Фиг. 148. ай р у у, 


Г и будемъ увеличивать неопредВленно боль- 
у : 
и ре шую ось 24; тогда уравнеше зллипса при- 
я . 
те о ведется къ уравненю 1? = 2рх, которое 
Е < 
М выражаетъ параболу. Если будемъ раз- 
|" ый © Г сматривать точки, соотвётствуюция одной 
{в : БЫ 
в Ех. и той же величин х, то увидимъ, что 
а я каждая точка параболы есть предфльное 
м : 
--——- положенше, къ которому, при неопред$лен- 
\ м о и 
Е номъ возрастани а, приближается соотв$т- 


ствующая точка эллипса; такимъ образомъ 
видимъ, что парабола есть предьлъ залипса. 
`Точно также уравнене гиперболы, отнесенной къ ея поперечной оси 
и къ касательной, проведенной къ вершин А, будетъ 


у 2рё а"; 


если @ будетъ неопредфленно увеличиваться, а нараметръ р сохраняетъ 
конечную величину, то зто уравнене приведется также къ уравнению 


у —= Вра. | 


* 


Такимъ образомъ парабола есть предлъ той вЪтви гиперболы, къ кото- 
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рой принадлежитъ вершина ДА; другая вЪтвь ноопредфленно удаляется 
вВАЪЬо. 

Въ предъидущемъ мы предполагали, что параметръ эллипса или ги- 
перболы сохраняетъ конечвую величину. Мы придемъ къ тому же за- 
ключеню, предполагая, что разетояше АР вершины А отъ сосфдняго ‹о- 
куса Е сохраняетъ конечную величину. Дфйствительно, вазвавъ черезъ = 
это разстояше, получимъ для эллипса с — а — а, и сльдовательно, 


$: а — с (а— ©) 9 . 
р (2-1), 
такъ какъ параметрь р имфетъ предфломъ конечную величину За, то 
уравнене эллипса приведется къ у? = 45. То же самое получимъ дая 
гиперболы. 

254. Зампчане. Это преобразоваше эллипса въ параболу имЪфетъ 
большую важность. Основываясь на немъ, можно изъ свойства эллипса 
вывести свойства параболы, какъ частные случаи. Такъ, напримфръ, въ 
эллипсф даметръ, или геометрическое мЪсто срединъ параллельныхъ хордъ 
есть прямая, проходящая черезъ центръ; если положимъ, что центръ уда- 
ляется въ безконечность, то эллипсъ измфнится въ параболу, а д1аметры 
будутъ параллельны оси. 

Эллипсъ есть геометрическое мЪсто точекъ, равно удаленныхъ отъ 
Фокуса Е и управаяющаго круга, описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ центра 
($ 221). Если точка Е’ будетъ удаляться въ безконечность, то управляю- 
нуй кругъ обратится въ директрису параболы. 

Касательная, проведенная къ эллипсу, образуетъ равные углы 6ъ ра- 
д1усами векторами, идущими отъ точки прикосновешя М къ двумъ $0о- 
кусамъ (6 222); если Фокусъ Е’ будетъ удаляться въ безконечность, то 
радтусъ векторъ МЕ’ будетъ параллеленъ оси. ` 


Теорема УИ, 


255. Если проведемз деъ касательныя кз кривой вторало порядка, 
то прямая ЕР, соединяющая фокусз Е с5 точкою перестченя Р двух 
касательныхе, раздъмитз пополамз уюлз радусовз векторовь КМ, ЕМ', 
которые идуть отз этою фокуса кз точкам» прикосновешя двухь ка- 
сательных, или раздълить вньшнй уюле, смотря по тому, бу- 
дутз ли касаться объ касательныя одной и той же вътви о 
или двух вътвей. 
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Разсмотримъ двБ касательныя РМ, РМ’, проведенныя къ эллипсу 
(физ. 149); продолжимъ радусъ векторъ К'М на величину МВ, равную 
МЕ, и точно также ЕМ’ ва величину М’Н’, 
равную М’Е”; такъ какъ касательныя перпен- 
дикулярны къ срединамь ЕН и Е’Н’, то во- 
лучимъ 


Фиг. 149. 


РН == РЕ и РН’ — РЕ’, 


треугольники Е’РН, НЕ равны, потому что 
имБють три равныя стороны ЕН = ЕН’ —= 2а, 
РН=РЕ, РЕ’—РН!; отсюда заключаемъ, 
что углы РНМ, РЕМ! равны; но уголь РИМ равенъ РЕМ, слфдова- 
тельно, углы РЕМ, РЕМ’ равны, и прямая ЕР дфлитъ уголь МЕМ’ по- 
поламъ. | 
_ То же самое найдемъ для гиперболы, когда обв касательныя касаются 
одной и той же вЪтви; но если касательныя будутъ касаться двухъ раз- 
личныхъ взтвей, то прямая ЕР раздфлитъ пополамъ уголъ, образуемый 
однимъ изъ радГусовъ векторовъ КМ съ продолжешемъ другаго. 
Разсмотримъ теперь параболу (физ. 150). Изъ точекъ прикосновения 
опустимъ перпендикуляры МН, М”Н’ на ди- 
ректрису; такъ какъ касательныя перпендику- 
лярны къ срединамъ прямыхъ ЕН, ЕН/, то 
‘углы РЕМ, РЕМ! соотвфтственно равны угламъ 
РНМ, РН!М’. Прямыя РН иРН,, равныя пря- 
мой РЁ, равны между собой, и треугольникъ 
НРН! будетъ равнобедренный. Такъ какъ РНМ, 
РН”М’ равны между собой, какъ дополнитель- 
ные равнымъ угламъ равнобедреннаго треуголь- 
ника, углы РЕМ, РЕМ’ равны. Это можно бы 
было видФть прямо, разсматривая параболу, какъ 


Фиг. 150. 


предфлъ эллипса. 


теорема 1х. 


256. Касательныя, проведенныя изз внъшней точки Р кз эллитсу 
или читерболь, образуютз с5 прямыми, соединяющими эти точки сз 
двумя фокусами, равные уплы. 


. 
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Въ двухъ равныхъ треугольникахь Е’РН, Н’РЕ (фи. 149), углы 
Е/РН, Н/РЕ равны; отнявъ общую часть Е/РЕ, получимъь ЕРН = Е’РЕ,, 
и взявъ половину, найдемь КРМ —=Е’РМ'. 

То же свойство имфетъ парабола, которая есть предёль эллипса; на- 
добно радусъ векторъ РЕ’ замфнить прямою РТ, параллельною оси 
(фил. 150). Впрочемъ, это свойство легко доказать прямо. Если изъ точки Р, 
какъ центра, радусомъ, равнымъ РЕ, опишемъ кругъ, то онъ пройдетъ 
черезъ точки Н и Н’; углы МРТ, ЕНИ'’ равны, потому что стороны ихъ 
соотвфтственно перпендикулярны; но вписанный уголъ ЕНН’ равенъ по- 
ловинф угла при центрв ЕРН! и, слёдовательно, равенъ углу ЕРМ’; слё- 
довательно углы МРТ, М’РР равны. 


Теорема Ж. 


257. Прямая ЕК, соединяющая фокусь кривой втораю порядка 
65 точкою, вз которой какая-нибудь съкущая переськаетз директрису, 
дълииз пополамз внюший уюль радиусов» векторовъ, идуцить отз фо- 
куса к5 точкамз, в5 которыхь сокущая пересъкаетз кривую, или %- 
лить самый уюлз ра0совз векторовз, смотря по тому, находятся ли 
объ точки пересюченя М и М’ на одной вътви кривой, или на двух 
различных. 

Опустивъ изъ точекъ М и М’ перпендику- 
ляры на директрису (физ. 151), получимъ 


Фиг. 151. 


МЕ _ МЕ : 
МЕ МЕ’? 
и слвдоватедьно, 


МЕ _ МЕ __ МК 
МЕ МЕ —МК° 


Если обЪ точки М и М’ будуть принадлежать одной вЪтви кривой, 
то такъ какъ точка К. лежитъ на продолжеви хорды ММ’, прямая ЕК 
дФлить внфшеЙ уголъ треугольника МЕМ/ пополамъ. Если точки Ми М! 
находятся на двухъ разныхъ вфтвяхъ, то, такъ какъ точка К лежитъ. 
между точками М и М’, прямая ЕК дфлитъ уголь МЕМ’ пополамъ. | 

Примъчоще. Если проведемъ касатезьныя къ кривой въ точкахъ 
М и М’ и если хокусъ Е соединимъ съ точкою пересёчешя Р двухъ ка- 
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сательныхъ, то прямыя ЕК, ЕР, которыя дФлятъ пополамъ два дополни- 
тельные угла, будутъ перпендикулярны между собой. 


` 


Теорема Жи. 


258. Если черезз точку Р, взятую на директрись, проведем 
касательныя къ кривой втораю порядка, то прямая прикосновеня 
ММ’ яройдетв черезз соотвътствующий фо- 
кус5 Е и будетз перпендикулярна кз прямой 
и ЕР, которая соединяетз точку Р сз фоку- 
р с0м№ (Фиг. 152). 

Представимъ, что касательная РМ есть пре- 
дфлъ сфкущей, двЪ точки пересчен!я которой 
слились въ одну. Въ сл5дстве предъидущей тео- 
ремы, прямая ЕР перпендикулярна къ ЕМ; она 

точно также перпендикулярна къ ЕМ’; слЬдовательно, линя МЕМ’” есть 
прямая и перпендикулярная къ ЕР. 


Фиг. 159. 


й 


Теорема жит. 


259. Произведене разстоянй двухз Ффокусовь отз какой-нибудь 
касательной, проведенной кз эллитсу или зитерболь, есть величина по- 
стоянная. вы 

Пусть ЕН, РН' будутъ периендикудяры, опущенные изъ хокусовъ 
на первую касательную (фил. 153); ЕК, Е’К’ пер- 
пендикуляры, опущенные на вторую касательную; 
Р точка пересвчешя двухъ касательныхъ. По тео- 
рем [Х прямоугольные треугольники ЕРН, Е!РК.! 
подобны; точно также подобны и треугольники Е РК, 
Е!'РН!; поэтому мы получимъ 


Фиг. 153. 


Ре ЕК 
РК'— МР- РИ" 


откуда 
ЕН. Е’Н’ =ЕК.ЕК.. 


Если кривая будетъ эллипсъ, то, проведя касательную параллельво 
большей оси, увидимъ, что постоянное произведеше равно 62. Если кри- 
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вая будетъь гипербола, то, разсматривая асимптоту, какъ предфлъ каса- 
тельной, увидимъ, что произведеше также равно 6*, 


Задача ЖИ. 


260. Построить кривую вторазо порядка, зная фокусь Е в три 
точки А, В, С. 

Положимъ, что задача рфшена и что три точки принадлежать одной 
вфтви; точка 0, въ которой свкущая АЗ пересвкаетъ- линшю, раздфлаю- 
щую внфшнй уголЪ треугольника АЕВ пополамъ, принадлежитъ директ- 
рис (6 257). Точно также сфкущая ВС дасть другую точку О’ ди- 
ректрисы. Фокусъ Е, директриса ОО’ и точка 
А опредвляютъ кривую втораго порядка и при- 
томъ одну; это будетъ эллипсъ, парабола или 
гипербола, смотря по тому,. будетъ ли разстоя- 
ве АЕ мензе, равно или больше разстоян!я 
АЕ точки А оть директрисы. Очевидно, что 
эта кривая пройдетъ черезъ дв точки В и С; 
дъйствительно, мы имфемъ 


Фиг. 154. 


АЕ АР АЕ 
ВЕ ВО ВЕ 
откуда 
АР ВР. 
АЕ ВЕ? 
слБдовательно, кривая проходить черезь точку В. Точно также дока- 
жемъ, что она проходитъ черезъ точку С. Такимъ образомъ получаемъ 
первое рфшенге. 

Можно положить, что три точки не находятся на одной вЪтви; если, 
напримёръ, двв точки А и В лежатъ на одной вфтви, а точка ( на дру- 
гой вфтви гиперболы, то лини, раздвляющия углы АРС, ВЕС пополамъ, 
дадутъ дв® точки директрисы. Три рёшеня, полученныя такимъ образомъ, 
будутъ гиперболы. СалЪдовательно, всвхъ рьшенй мы имфемъ четыре; 
изъ четырехъ кривыхъ втораго порядка, которыя имБютъ данный Фокусъ 
и проходятъ черезъ три данныя точки, три всегда будутъ гиперболы, чет- 
вертая будетъ эллипсъ, гипербола или парабола, смотря по расположеню 
точекъ. 

261. Вычислеше приводить къ тому же заключению. `Пусть а и В 
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будуть координаты Фокуса, 2’ и у’ "и у", 5"’ и у’ координаты 
трехъ данныхъ точекъ, 9, д’ 04”, разстоянйя ихъ отъ Фокуса; уравнеше 
кривой можно представить въ вид® | 


ео" — (ив фу = 0 


и тогда уравневе директрисы будетъ тд -|- пу {- # = 0. Три посто- 
янныя 12, 7, В опредфлятся изъ уравнен1й первой степени: 


9 = - (тз' пу +), 
в" — (тх" -- пу” + в), 
д" — == (тх"' пу"! й). 


Всякое сочеташе знаковъ даетъ систему уравненй; мы имъемъ восемь 
сочетан!й; но замфтимъ, что если въ трехъ уравненяхъ перемънимъ знаки, 
то величины т, п, № перемфнятъ знаки, и кривая останется та же; слф- 
довательно, мы имфемъ только четыре рёшеня. 

Разстояще точки отъ прямой выражается Формулою, имзющею двой- 
ной знакъ; дая всфхъ точекъ, лежащихь по одну сторону прямой, на- 
добно брать одинъ и тотъ же звакъ; другой знакъ для точекъ, лежа- 
щихъ по другую сторону. Мы знаемъ, что эллипсъ весь расположенъ съ 
одной стороны относительно каждой его директрисы; парабола также рас- 
положена съ одной стороны ея директрисы, между тЪмъ какъ каждая ди- 
ректриса гиперболы проходить между двумя вЪтвями кривой. Такимъ 
образомъ взять одинъ и тотъ же знакъ значить предположить, что три 
точки принадлежать одной вфтви; взять разные знаки значитъ предполо- 
жить, что двЪ точки лежатъ на одной вЪтви, а третья ва другой. 


Задача Ж1Т. 


562. Построить кривую вторао порядка, зная фокус и три 
хасательныя. 

Положимъ, что задача решена. Если изъ Фокуса Е опустимъ пер- 
пендикуляры на три касательныя и продолжим каждый изъ нихъ на 
величину, равную ‘имъ самимъ, то получимъ три точки Н, Н’, НИ, при- 
надлежашия управляющему кругу (фи. 155), центръ котораго будетъ 
второй Фокусъ Е’; радусъ Е”Н этого круга равенъ оси 2а, проходящей 
черезъ оба Фокуса. Оба Фокуса Е и Е’и длина 2а опредфляютъ кривую 
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втораго порядка и притомъ одну. Очевидно, что эта кривая касается 
трехъ данныхъ прямыхъ; дЪйствительно, пусть М бу- 
детъ точка, въ которой радусъ Е'’Н пересфкаетъ 
прямую МТ; такъ какъ сумма или разность раду- 
совъ векторовъ МЕ’и МЕ равна Е’Н или 2а, то 
точка М принадлежитъ кривой; кромз того прямая 
МТ, будучи перпендикулярна къ срединф ЕН, есть 
касательная къ кривой въ точкф М; такимъ обра- 
зомъ задача допускаетъ только одно рёшеше. 

Если три точки Н, Н’, Н" лежитъ на прямой 
лиШи, то искомая кривая будетъ парабола, директриса 
которой есть эта прямая. 


Фиг. 155. 


Эравнен!е кривыхъ втораго порядка въ полярмыхь координатахъ. 


263. Возьмемъ за полюсъ хокусъ Е, а’ за полярную ось прямую, 
идущую отъ этого Фокуса къ смежной вершинф А 
кривой. фиг. 156. 

Разсмотримъ сперва зллипсъ; хокусъ Ё возьмемъ ы 
за полюсъ, а за полярную ось линю КА (физ. 156). 

Мы нашли ($ 219) выражеше разстояня Фокуса отъ т 
какой-нибудь точки М кривой и 


м! 


с 
Е — 5, 


отнесенной къ ея осямъ; если будемъ проектировать ломаную линю ОМ 
на болыпую ось, то получимъ х = с-{ р ©08 ©; замвнивъ х въ предъ- 
идущемъ уравнеши зтою величиною и означивъ черезъ е эксцентрици- 


с 
тетъ >, получимъ 


ый 
(1) В — рома: 


Положимъ теперь, что кривая будетъ гипербола. Фокусъ Е’ возьмемъ за 
полюсъ, а линю Е’”А’ (физ. 157) за полярную ось. Мы видфли ($ 233), 


что разстояне Фокуса Е’ отъ какой-нибудь точки кривой выражается Фор- 
му1ою : 


р=+ (% + а), 
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въ которой знакъ — соотвфтствуетъ 1Ъвой вЪтви, а знакъ -- правой вфтви. 
Проектируемъ на поперечную ось ОХ. ломаную 
виню О’ЕМ; тогда получимъ х == — с +5 рсово. 

Отсюда слфдуетъ, что первая вЪтвь гипер- 
болы выражается уравненемъ 


Фиг. 157. 


= Е, 
(0 УЕ ее Зесово’ 


(2) | р= МИ ВА 


Но если условимся отрицательные радтусы векторы откладывать по на- 
правленю, обратному направленйо, показанному угломъ «, то увидимъ, 
что уравнеше (1) выражаетъ.об$ вЪтви гиперболы. Пусть М' булетъ какзя- 
нибудь точка второй вЪтви; ®’ соотвЪтствующий уголъ — 'М!, 2’ ра- 


мусъ векторъ Е’М!; по уравненю (2) получимъ и Вь урав- 


ет 
нени (1) дадимъ углу ® величину п; тогда получимъ 


Ве, р Ее И 
; Е — 7; 


такимъ образомъ для р получаемъ отрицательную величину — р’; но ве- 
личина в!’ пл, данная «, опредфляетъ ваправлене Е’М,, противополож- 
ное Е’”М’. Если р будетъ величина положительная, то ее надобно отло- 
жить по направленю т ; если р будетъ величина отрицательная — р”, 
то абсолютную величину р’ надобно откладывать въ обратномъ направле- 
ни, т. е. по направленю Е’”М’, что даетъ точку М’. Отсюда слфдуетъ, 
что уравнеше (1) выражаетъ 0обф вБтви гиперболы; первая вФтвь выра- 
жается положительными величинами р, вторая — отрицательными. 

Разсмотримъ, наконецъ, параболу; Фокусъ Е возьмемъ за полюсъ, а 

Фиг. 158.  прамую РА по внаправленю къ вершинф (фил. 158) за 
полярную ось. Тогда получимъ (6 243) 


Проектируя на ось АХ ломавую линю АЕМ, получимъ 
какъ прежде 


= -р 003 (п — в) = 5 5 — 2 608 5; 
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откуда 
Жи. 
(3) Е -{ 608 д" 


Изъ всего предъидущаго видно, что уравнеше (1) выражаетъ три кривыя 
втораго порядка; кривая будеть эллипсъ, парабола или гипербола, смотря 
по тому, будетъ ли экецентрицитеть е мензе, равенъ иди бодфе-единицы. 


ПРИМ РЫ. 


1. Мн М’ суть двБ точки параболы, Р точки пересфченя касательныхъ, прове- 
РМ: РМ? 
деииыхъ въ этихъ двухъ точкахъ, и Р окусъ; доказать, что МЕ — ме‘ 

2. Въ кривой втораго порядка пернеидикуляръ, опущенный“изъ Фокуса на кривую, 
и д1аметръ, сопряжеиный хорд®, перес$каются па директрис®. 

3. Доказать, что полуд!аметръ залицса или гиперболы есть средийй пропорц- 
иальиый между прямыми, которыя соединяютъ Фокусы съ концами д’аметра, сопря- 
жеиниаго первому. 

4. Доказать, что въ равностороиией гипербол% разстояше какой-нибудь точки 
кривой отъ цеитра есть средиее пропорщюональное между разстояи1ями этой точкн 
отъ Фокусовъ. 

5. Найти въ плоскости зллипса такой кругъ, чтобы длииа касательной, проведеи- 
ной къ кругу изъ каждой точки эллипса, была Функщя ращ!ональная, цфлая и пер- 
вой степени отиосительио координатъ этой точки. 

Доказать, что сумма или разиость касатезльныхъ, проведениыхъ изъ каждой точки 
злайпеа къ двумъ кругамъ, имфющимъ предъидущее свойство, есть величиия по- 
стояниая. 

6. Найти геометрическое м$сто вершины постояиваго угла, описаниаго около па: 
раболы. 

1. Черезъ Фокусъ параболы проводимъ хорду и иа хордЪ, какъ на д1аметрЪ, опв- 
сываемъ кругъ, потомъ проводимъ къ кругу касатезьныя, параллельныя данной пря- 
мой; иайти геометрическое мЪсто точекъ прикосиовен!я. 

8. Постоянный уголъ обращается около фокуса кривой втораго порядка; въ точ- 
кахъ, въ которыхъ стороны угла пересефкаютъ кривую, проводимъ касательиыя 
къ зтой кривой; найти геометрическое мфсто точекъ пересфчен!я этихъ касательиыхъ. 

9. Даиъ эллипсъ; въ какой-инбудь точк$ М проводимъ касательную, которую, про- 
должимъ до точекъ пересфченя Р и @ съ касательными, проведеииыми къ коицамъ 
большой оси; иайти геометрическое м$сто точки перес$чен!я № прамыхъ Е’Р. н ЕС, и 
точки пересфчен!я М’ прямыхъ РР и Р’@. Доказать, что 06% точки Ми №’ лежитъ на 
нормали къ точк% М. 

10. Дана кривая втораго порядка; сфкущая обращается около иеподвижной точки Р; 
соединяемъ зокусъ Е съ точками М и М', въ которыхъ онъ пересфкаетъ кривую; .до- 

не РЕМ!’ 
казать, что произведене # ——ш 5 

11. Уголъ, подъ и отъ Фокуса кривой втораго порядка видимъ отрёзокъ 
движущейся касательной, заключающейся между двумя неподвижныии касательиыми, 
есть величина постолниая. 


есть величииа постоянная. 
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12. Около параболы опнсанъ треугольннкъ, точка пересфчен!я высотъ лежитъ на 
директрнсв, а кругф, описаиный около треугольника, проходить черезъ хокусъ. 

13. Если въ какой-нибудь точк$ М эллиоса проведемъ нормаль, то отрфзокъ этой 
вормали, заключающийся между точкою М н малою осью, имфеть проекщею на ра- 
Мусахъ векторахъ, проведениыхъ нэъ точки М къ лдвумъ фокусамъ, длину. равную 00- 
ловин® большой оси. 

м. Отрёэокъ нормалн, заключающейся между точкою М н большой осью, имфетъ 
проекщею на ражусахъ векторахъ длину, равную параметру эллипса. 

15. Двф кривыя втораго порядка имфютъ общ Фокусъ; еслн изъ этого Фокуса 
проведемъ рамусы векторы къ коицамъ какого-нибудь д!аметра одной иэъ этихъ кри- 
выхъ, то сумма или разность отношенй этнхъ радусовъ къ рафусамъ второй кривой, 
которая ныфетъ то же направлен!е, есть величина постояниая. 

1. Продол жаемъ радусы векторы, ‘которые идутъ отъ какой-иибудь точки М 
эляноса въ двумъ Фокусамъ Ги Е’, до точекъ нхъ пересёчешя Р в © съ кривой; до- 


казать о сумма ый р сть вел 
о т у РЕ 279 | еличина постолиная. 


11. Картушка компаса, составлеииая изъ т рад!усовъ, обращается около его 
центра, вомфщеннаго въ Фокус$ эллицса; доказать, что сумма длинъ, отсчитываемыхъ 
ва каждомъ рад!усф оть хокуса до точки, гдф она пересфкаетъ эллипсъ, есть величина 
постоянная. р 

18. Изъ какой-нибудь точки Р, находящейся въ плоскости эллипса, проводимъ 
касательныя къ этому эллипсу; изъ точки Р опускаемъ на хорду прикосновеи!я` АВ 
пероеидикуляръь РС; прямая РС и АВ пересфкаютъ малую ось въ О и Е; дока- 
зать, Что кругь, описаниый на ОЕ, какъ на д!аметрЪ, пройдетъ черезъ два Фо- 
куса. 

19. Даны два одноФокусные эллипса; черезъ точку Р проводимъ къ одному изъ 
нихъ касательныя, которых пересъкаютъ второй: первая въ А и В, вторая въ СиШ'; 
доказать, что получимъ 


1 в! ыы 1 
РА+РВ РС- РР, 
20. Описываемъ кругъ иа большой осн эллипса, какъ на маметр;, ордината ка- 
кой-нибудь точки М эллниса пересфкаетъ кругъ въ точкф №; если черезъ ®х вазовемъ 


уголъ, образуемый большею осью съ радусомъ векторомъ ЕМ, и черезъ и уголъ, обра- 
эувмый большею осью съ радусомъ ОМ круга, то получимъ 


1+{е, и. 


е=а(1 — ен), «= 2 №2 


Означивъ черезъ 8 площадь эллиотнческаго сектора АРМ, получимъ также 
аё .. 
8 = — (и—евп и). 
2 
21. Равиосторонняя гнпербола, одноФокусная` съ эллиосомъ, пересфкаетъ эллносъ 
ва сторонахъ прямаго угла, описаииаго около элливса двумя равными хордамн. 


22. Треугольникъ вписанъ въ параболу; если черезъ В назовемъ радусъ круга, 
вписаннаго въ треугольник, черезъ, с, с', с'' хорды, проведенныя изъ Фокуса парал- 
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лельно сторонамъ; черезъ 6, 0', 9” у!лы, образуемые сторонами съ осью, то по- 


лучимъ 


Ки 0. зщ 0!. вш 6/’ = р, ЗрВ? = се!е". 


- 83. Пусть А будетъ вершина, Е Фокуеъ параболы, (©, в) (©’, ”") координаты 
двухъ точекь Ми М’ кривой; 9 уголь МРМ’; $ площадь сектора АРМ; А площадь 
сектора МЕМ'; { длина хорды ММ!; доказать сл5дующ/я употребляемыя въ астроно- 


ми Формулы: 


9 
# в? — ‚ 
206 в" 5 


— 9 ЕН ЕЕ Ее 
Ее Уве" сов =: ИУе- е'*— РВ, 


ео’ —2 Усс" с08 5 


1 а о 
= +э Ур -р =. С 3+5), 


- У се! вв = ь (е+е +У се! вов 9) 


р ИИ ин) Утече Ут 2) 


Рен - 6-5] 


ГЛАВА УШ. 


Коническ1я сзчен1я. 


Теорема 1. 


264%. Съчеме прямаю круюволо цилиндра какою-нибудь плоско- 


стаю, наклонною #5 основан, есть эллитсв. 


Черезъ ось СС’ цилиндра (фил. 159) проведемъ плоскость, перпенди- 


кулярвую къ съкущей плоскости; эту плоскость 
мы возьмемъ за плоскость Фигуры. Эта плос- 
кость пересЪкаеть цилиндръ по двумъ про- 
тивоположнымъ, образующимь СС’, НН’, а 
свкущую плоскость на прямой АА!. Опишемъ 
въ плоскости Фигуры два круга С и С/, каса- 
тельные къ прямой АА’ и двумъ образую- 
щимъ @С!, НН! цилиндра; для этого на- 
добно раздфлить углы А и А’ пополамъ и 
продолжить эти лини до пересъчения ихъ въ [0 
и С’ съ осью цилиндра. Если изъ точки С, 
Брю и БукЕ ГЕОМЕТР... 


Фиг. 159. 
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какъ центра, радуеомъ цилиндра опишемъ кругъ, то этотъ кругъ кос- 
нется образующихъ въ точкахъ (и Н, а прямой въ точкё Е; кругъ 
описанный изъ точки С’, какъ центра, будетъ касаться этихъ же обра- 
зующихъ въ точкахъь С’ и Н’, ипрямой АА’ въ точкф Е’. Представимъ 
теперь, что Фигура обращается около оси СС’; тогда образующая ©?’ 
опишетъ поверхность цилиндра, а два круга опишутъ два шара, вписан- 
ные въ цилиндръ и касающиеся его внутри: первый прикасается по ок- 
ружности болынаго круга СОТ,Н, второй по окружности большаго круга 
С/Г/Н’. Кром того оба шара касаются данной плоскости; первой въ 
точкё К, второй въ точк® Е’. Дзйствительно, плоскость Фигуры и дан- 
ная плоскость перпендикулярны между собой; прямая СЕ, которая прове- 
дена въ первой плоскости перпендикулярно къ ихъ пересвченю АА', пер- 
пендикулярна ко второй плоскости; плоскость АМА’, будучи перпен- 
дикулярна ‘къ концу раджуса СЕ, есть касательная къ шару С въ 
точкБ Е. Точно также увидимъ, что эта плоскость касается шара С’ въ 
точкв Е’. | 

Пусть АМА’ будетъ кривая, по направлению которой сЪкущая плос- 
кость пересфкаетъ цилиндръ; мы докажемъ, что эта кривая есть эллипеъ, 
Фокусы котораго суть точки Ки В’. Соединимъ какую-нибудь точку М 
этой кривой съ двумя точками Е и Е”; черезъ точку М проходить обра- 
зующая Г.Л. цилиндра; эта образующая ‘касается верхняго шара въ точк® 
Т,, нижняго — въ точкё 1.. Дв$ прямыя МЕ, МГ, касательныя, проведен- 
ный изъ одной и той же точки М къ шару, равны; точно также дв 
прямыя МЕ’, МГ, касательныя, проведенныя изъ точки М къ нижнему 
шару, равны. Такимъ образомъ сумма ралусовъ векторовь МЕ -- МЕ', 
равна МГ. -- МГ, т. е. отрёзку ТЛ/ образующей, заключающемуся 
между двумя кругами прикосновен!я; этотъ отрфзокЪ есть величина по- 
стоянная, потому что при вращательномъ движен!и около СС’ образующая 
@С’ совпадаетъ съ ТЛ.’. Отсюда видно, что сумма разстоявЙ каждой точки 
кривой отъ двухъ веподвижныхъ точекъ Е и Е” есть величина постоянная . 
и равна (07; изъ этого заключаемъ, что кривая есть эллипеъ, Фокусы 
котораго суть Ки Е”. 

265. Примьчаще. Прямыя ОЕ, О’Е’, пересзчен!я еБкущей плоско- 
‚ети съ плоскостями круговъ СН, С”Н’, по направленю которыхъ впи- 
санные шары касаются цилиндра, суть директрисы эллипса... Дъйствительно, 
проведемъ черезъ точку М плоскость, перпендикулярную къ оси циливдра; 
эта плоскость пересёчетъ цилиндръ по кругу МММ’. Прямая ОЕ, пере- 
сфчеше двухъ плоскостей, перпендикулярныхь къ плоскости Фигуры, пер- 
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пендикулярна къ этой плоскости и, слФдовательно, къ прямой АА’; то же 
самое скажемъ и о прямой МР, пересфчени плоскости круга съ ску- 
щей плоскостью. Такъ какъ радусъ векторь МЕ равенъ МТ, или №, а 
перпендикуляръ, опущенный на директрису ОЕ изъ точки М, равенъ 
РР, то отношеше разстоянй точки М оть Фокуса и отъ директрисы 


м6. 
равно 5ъ; но такъ какъ РМ и СЛ параллельны, то это. отношене равно 


отношеню АС къ АО, которое есть величина постоянная, потому что эти 
двф послёдн!я величины постоянны. Фокусу Е соотвфтствуетъ дирек- 
триса РЕ; Фокусу Е’ директриса О'Е”. 


Теорема Ш. 


266. Съчеше прямаю круюваю конуса плоскостью есть кривая 
втторало порядка. 

Черезъ ось конуса проведемъ плоскость, перпендикулярную къ сЪку- 
щей плоскости; эта плоскость пересЪкаетъ 
конусъ по двумъ образующимъь ВС, БН, ° Фак. 160. 

а съкущая плоскость по прямой АА’. 

1. Разсмотримъ прежде случай, когда) 
прямая АА!’ пересъкаетъь двЪ образу- 
ющя В5@, ЭН по одну оторону вер- 
шины Б (физ. 160). Опишемъ два. круга 
О и О’ касающиеся прямой АА!’ и двухъ 
реберъ $’, ЗН’. Если ‹игуру повер- 
немъ около оси 80’, то ребро ЭС" опишетъ 
конусъ, а два круга опишутъ два шара, 
касающиеся конуса по направленю кру- 
говъ прикосновешя СН, С"'Н!. Съкущая 
плоскость будетъ касаться одного изъ ша- 
ровъ въ точк6 Е, потому что она перпендикулярна къ концу радуса ОЕ; 
она будетъ также касаться другаго шара въ точкф Ё”. 

Пусть М будетъ каХая-нибудь точка кривой пересъченя; образую-, 
щая ЭМ, проходящая черезъ эту точку, касается шаровъ въ точкахъ [, 
и ГГ; соедивимъ точки М съ Еи М съ Г’. Прямыя МЕ и МЬ равны, 
какъ касательныя, проведенныя изъ одной и той же точки М къ шару 0; 


. 14 


212 КВИГА ПТ, ГЛАБА УШ. 


прямыя МЕ’ и МГ, равны, какъ касательгыя, пронезенных изъ точки М 
къ шару О", сльдовательно, получимъ 
МЕ -{ МЕ’ = МГ, + МГ! = М, 

Но отрзокь Л." образующей, заключающийся между параллельными кру- 
гами СН, С@’Н’, есть величина постоянная и равенъ 60,’ слфдовательно, 
сумма разстоянй каждой точки кривой отъ двухъ неподвижных точекъ 
ГиЕ' есть величина постоянная, и, слдовательно, эта кривая есть 
эллипсъ, точки котораго Е и Е’ суть Фокусы. 

Постоянная сумма ЧС’ равна большей оси АА’. Если черезъ точку А 
проведемь линю А’К параллельно СП, то’на образующей опредвлимъ 
отр$зокъ.АК, который будетъ равенъ Фокусному разстояню ЕЕ’, по- 
тому что если отъ равныхъ величинъ СС’ и АА’ отнимемъ съ одной сто- 
роны АС и КС’, съ другой стороны равныя величины АЁ и Е’А’, то 
получимъ двЪ равныя величины АК, ЕЕ“. 

Разсмотримъ прямыя ПЕ, О’Е”, по направлению которыхъ сфкущая 
пиоскость пересфкается плоскост!юо круговъ прикосновен1я СН, СН’. Если 
изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МР на большую ось, то разетоя- 
ше точки М отъ прямой ГЕ будетъ равно РО. Пусть МММ’ будетъ 
параллельный кругъ, который проходитъ черезъ точку М; длина МГ или 
МГ, равна ЧМ. Такъь какъ ОС и РМ параллельны, то получимъ 

См ты __АК ь 
ОБ и" 
Такимъ образомъ разстоян!я в точки эллипса отъ Фокуса Е и отъ 
прямай ПЕ относятся между собою, какъ разстояне Фокусовъ къ большой 
оси. Эта прямая ОЕ есть одна директриса эллипса, прямая О’Е’ есть 
вторая директриса. 
Фиг. 161. 2. Если прямая АА’ пересфкаетъ объ образую- 
я 8@ и ВН по обфимъ сторонамъ вершины (фил. 
161), то получимъ 


МЕ’ — МЕ = МЬ' — МЫ = ГР! = @0. 


Разность разстоянЙ каждой точки кривой отъ двухъ 
точекъ Ки Е” есть величина постоянная; эта кри- 
вая есть гипербола, которая Фокусами имфетъ дв 
точки Ги Е’. Прямыя пересёчешя сфкущей плос- 
кости съ плоскостями прикосновеня суть также ди- 
ректрисы гиперболы. 

8. Подожимъ, наковецъ, что прямая АА’ парал- 
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лельна ребру ВН (фи. 162); опишемъ шаръ, касающейся конуса по на- 
правленю круга СН. и свкущей плоскости въ Е. 
Пусть РЕ будетъь пересёчене свкущей плос- 
кости съ плоскостью круга прикосновешя @Н; 
Черезъ точку М свчешя проведемъ прямую МЕ 
перпендикулярно къ ОЕ и образующую 8М, 
которая пересфкаетъ кривую прикосновеня въ 
точкв Г.; прямая МЕ будетъ параллельна АА’ 
и ЭН; сафдовательно, три прямыя МЕ, ВМ, 
ЭН находятся въ одной плоскости, а три точки 
Н, [., Е лежатъ на прямой пересъченя плос- 
кости прикосновешя съ предъидущей плос- 
костью. Треугольники МЕ, НВТ., подобны, и такъ какъ ЭГ. равно ВН, то 
МГ = МЕ; но МГ, = МЕ, какъ касательныя, проведенныя изъ точки М 
къ шару; сафдовательно, МЕ — МЕ. Такимъ образомъ, кривая есть па- 
рабола, точка Е которой есть хокусъ, а ОЕ — директриса. 

Этотъ прекрасный способъ находить свойства хокусовъ и директрисъ въ 
кривыхъ втораго порядка принадлежитъ Данделену. 

267. Помъстить кривую вторалю порядка на данномь конусъ. 

1. Кривая есть эллипсъ. Въ треугольник АА!К (физ. 160) извъстны 
дв$ стороны. АА’, АК, изъ которыхъ одна есть большая ось, а дру- 
гая разстояше Фокусовъ; уголъ, противолежащий АА’, есть дополнеше 
половины угла при вершин конуса. Такъ какъ большая ось больше 
Фокуснаго разстояшя, то всегда можно построить этотъ треугольник; 
перпендикуляръ, возставленный изъ средивы Д’К, ‘опредфляетъ точку 
5, и, савдовательно, все, чфмъ опредвляется положенше съкущей плос- 
кости. 

2. Кривая есть гипербола. Въ треугольник АА'К (фи. 161) извъстны 
также двз стороны и уголъ, противоположный одной изъ нихъ; но такъ 
какъ сторона, противолежащая данному углу, есть самая меньшая, то 
построеше треугольника не всегда возможно. Для этого надобно, чтобы 
а > ссозу (гдЪ 24а есть поперечная ось, 2с разстояне Фокусовъ гипер- 


Фиг. 162. 


а 
болы, 2у уголъ при вершлн® конуса); откуда с08 у < <, И саФдовательно 


с08 у < 608 8, называя черезъ @ угодъ асимптоты съ болышою осью; 
слвдовательно, уголъ асимптоть долженъ быть менфе угла конуса. 

3. Данная кривая есть парабола. Соединивъ центрь О шара съ точ- 
кою (С, составимъ прямоугольный треугольникъ ОСА (физ. 162), въ 
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, 


которомъ извфстна сторона АС, равная половинв параметра параболы, 
и ОАС дополнительный у. Построивъ зтотъ треугольникъ, возставляемъ 
перпендикуляръ ОЗ на,ОА и продолжаемъ до пересзченя съ АС; зная 
разстояше ВА, задача будетъ решена. 

Итакъ на данномъ конус можно пометить всё зллипсы, параболы 
и вс гиперболы, въ которыхъ уголь асимптоть менфе угла конуса. 

268. Замъьчаще. Положимъ, что шары, которые мы употребляли 
прежде, всегда будуть вписанными въ конусъ, но будуть пересфкать 
сЪкущую плоскость; для этого необходимо, чтобы образующе круга ка- 
сались двухъ линй ЗА, ВА’ и пересфкали АА’; пересъчешя шаровъ- 
сБкущею плоскостью суть круги, и мы видимъ, что въ эллипсв или въ 
гиперболБ сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ къ зтимъ кру- 
гамъ изъ какой-нибудь точки кривой, есть величина постоянная; въ па- 
раболь, касательная, проведенная’ къ кругу изъ какой-нибудь ‘точки кри- 
вой, равна разстояню зтой точки отъ опредфленной прямой. 

Гречесме геометры знали о кривыхъ втораго порядка, какъ о с$че- 
шяхъ конуса съ круговымъ основашемъ плоскостью. Аполлонъ (умер- 
ций за 241 афть до Р. Х.) написалъ восемь томовъ о коническихъ с$че- 
няхъ, въ которыхъ онъ излагаетъ все, что было найдено до него. Со-. 
чинене Аполлона заключаеть главныя свойства коническихъ сфченй; мы 
изложили дв теоремы о сопряженныхъ д1аметрахъ (6$ 162, 163 и 193), 
свойство асимптоть гиперболы, злементарныя свойства хокусовъ. 


ГЛАВА 1Х. 
Опред$лен!е коническихъ сзченй. 


269. Общее уравнеше втораго порядка 
Аз --- Вау -- Су" -- Оз -- Ву Е=0 


содержитъ шесть коеффищентовъ; но такъ какъ всв члены можно раздфлить 

на одинъ изъ коеффищентовъ, лишь бы только этотъ коеффищентъ не 
_ былъ равенъ нулю, то увидимъ, что уравнеше булетъ содержать только 
пять произвольныхъ параметровъ, именно отношен1я пяти коеффищентовъ 
къ шестому. Чтобы опредфлить кривую втораго порядка, надобно имъть 
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величины пати параметровъ или пять соотношен между этими пятью 
параметрами; но въ этомъ случаЪ необходимо изслёдовать, допускаютъ ли 
пять условныхъ уравнен!й систему дЪйствительныхъ рёшенй и, кромЪ того, 
выражаетъ ли соотв$тствующее уравнене второй степени кривую; сколько 
пять условныхъ уравневшй будутъ имфть дЪйствительныхъ рфшенй, имзю- 
щихъ это свойство, — столько будетъ кривыхъ втораго порядка, удовлетво- 
ряющихъ даннымъ услов1ямъ. 

Вообще соотношеня между параметрами происходять изъ геометриче- 
скихъ условй, которымъ должна удовлетворять кривая. Такимъ образомъ 
можно требовать, чтобы кривая проходила черезъ данныя точки, чтобы 
она была касательная къ даннымъ прямымъ, и т. д. Если кривая прохо- 
дитъ черезъ данную точку, то это услоше выразимъ, написавъ, что коор- 
динаты точки удовлетворяютъ уравнен1ю кривой; откуда получимъ соотно- 
шене между коехфищентами. Если кривая касается данной прямой, то 
это услове выразимъ, написавъ, что уравненше, опредъляющее абсциссы 
точекъ пересфчешя кривой съ прямою, имфетъ два равные корня; откуда 
получимь также соотношеше между коехфищентами. Геометрическое усло- 
ве, которое выражается однимъ соотношенемъ между коеффищентами, 
разсматривается какъ простое услове. Геометрическое услове, которое 
выражается двумя соотношенями, разсматривается какъ двойное; если, 
напримфръ, требуется, чтобы кривая касалась данной прямой въ данной 
точк$, то уравнеше, опредфляющее абсциссы точекъ пересЪченя; должно 
допускать данный двойной корень; отсюда найдемъ два соотношен1я 
между коеффищентами; слёдовательно, изложенное геометрическое усло- 
ве должно считать за два простыя условя. Поэтому говорятъ, что 
для опредзлевшя кривой втораго порядка надобно пять геометрическихъ 
условий. 

Если желаемъ, чтобы кривая была парабола, то коефФфищенты должны 
удовлетворять уравнеше В* — 4АС —0; такъ какъ уравненге содержитъ 
только четыре произвольные параметра, то парабола опредфлится четырьмя 
условтями. | 

Точно также, если желаемъ, ’чтобы кривая была равносторонняя ги- 
пербола, то надобно, чтобы дв прямыя, которыя выражаются уравне- 
немъ Аз? -|- Вху -- Су’ = 0 и которыя параллельны асимптотамъ 
($ 130), были перпендикулярны между собою; отсюда находимъ соотно- 
шене между коеффищентами. Если оси координатъ будутъ прямоугольны, 
то это соотношенше будетъ А -- С = 0. Сальдовательно, для опредфленйя 
равносторонней гиперболы достаточно четырехъ условий. 
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Прежде, нежели идти далфе, обобщимъ опредъленя, чтобы избЪ- 
жать ограничивающихъ условй при изложени теоремъ о мнимыхъ рфше- 


НЯХЪ. р 


ВИнимыя точки и прамыя. 


270. Дъйствительныя величины хи у опредБляютъ точку плоскости; 
по аналойи мы будемъ называть мнимою точкою мнимыя величины х 
и у. Если двЪ системы мнимыхъ величинъ будутъ всегда х — а + @, 
у=е+Жих=а— М, у=с— 4%, то мы будемъ говорить, что 
двВБ мнимыя точки суть сопряженныя точки. 

Уравнеше первой степени Ах -- Ву -- С ==0 съ дфйствительными 
коеффищентами удовлетворяется координатами безконечнаго числа дДЪй- 
ствительныхъ точекъ, геометрическое мёсто которыхъ есть прямая лин!я;- 
но оно удовлетворяется такъ же безконечнымъ числомь системъ мни- 
мыхъ величинъ, даваемыхъ для Хи 9. Дъйствительно, если х дадимъ 
какую-нибудь мнимую величину, то дая У найдемъ соотвфтствующую 
мнимую величину. Если для 2 дадимъ авЪ сопряженныя мнимыя ве- 
дичины, то дв соотвфтствующия величины у будутъ также сопря- 
жевныя. | | 

По аналоми мы будемъ называть мнимою лишею совокупность рфше- 
нй уравнешя первой степени съ мнимыми коехфищентами. Замфтимъ, 
что мнимая прямая проходитъ черезъ дЪйствительную точку. Дъйстви- 
тельно, пусть ° у 


(А'-Е Ат) = -- (В’- В" у + (6'- С") = 0 


Или | 
(Ате + Ву + ©) 2 (Аи + Ву 6 С") =0. 


будеть мнимая прямая. Это уравнене будетъ удовлетворяться координа- 
тами точки пересьчен!я двухъ дЪйствительныхъ прямыхъ 


Ав Ву 0 =0, А’х- Виу + С" = 0. 


Такъ какъ общее уравнеше первой степени содержитъ три коеффищента, 
а слБдовательно, два произвольные параметра, дв точки дЪйствитель- 
ныя или мнимыя, то оно опредфляетъ прямую. Если черезъ х’, у’, д", у" 
назовемъ координаты двухъ данныхъ точекъ, то уравнеше прямой, про- 
ходящей черезъ эти дв точки, будетъ р 


ОПРЕДВЛЕНЕ КОНИЧЕСКИХЪ СВЧЕНИЙ. ’ 911 


Прямая, проходящая черезъ дв$ мнимыя сопряженныя точки, есть д®й- 
ствительная прямая. Въ самомъ дфлв, пусть 5’ = а + 6, у’ = а 4%, 
х" —а — 6%, у" —= с — @; тогда уравнене прямой будетъ 


’ 


Точка, координаты которой суть 


2’ 2% уу", 


а а 


называется срединою прямой, соединяющей дв данныя точки; если об 
точки будутъ сопряженныя мнимыя, то средина будетъ дфйствительная 
точка. | . у 

Алгебраическое уравнеше ] (5х, у) = 0 съ дёйствительными коехои- 
щентами удовлетворяется вообще координатами безконечнаго числа ДЪй- 
ствительныхъ точекъ, образующихъ кривую; оно удовлетворяется также ко- 
орлинатами безконечнаго числа мнимыхъ точекъ, сопряженныхъ попарно. 
Если коеффишенты будуть мнимые, то уравнеше всегда допускаетъ без- 
конечное число мнимыхъ рьшенй, ‘но дфйствительныхь рфшенй только 
ограниченное число. : | 

Два уравнешя, изъ которыхъ одно первой степени, а другое второй 
степени относительно 2 и у, лопускаютъ двз системы рёшенй. Поэтому 
говорятъ, что прямая пересфкаетъ кривую втораго порядка въ двухъ дЪй- 
ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. 

Дъйствительная прямая пересфкаетъ дёйствительную кривую втораго 10- 
рядка въ двухъ точкахъ, которыя будуть дБИствительныя или сопряженныя 
мнимыя. Это позволяетъ намъ объяснить случай, который представлялся уже 
нЪоколько разъ. Если, напримвръ, ищемъ геометрическое мЪсто срединъ 
параллельныхъ хордъ въ эллипсЪ, то вычислешемъ найдемъ неопредфлен- 
ную прямую; между твмъ какъ геометрическое мфсто, по геометриче- 
скому опредфлению, состоитъ только изъ части внутренняго д1аметра эл- 
липса; внфшня с$кушя пересфкаютъ эллипеъ въ двухъ сопряженныхъ 
мнимыхЪъ точкахъ, средина хорды будетъ также двйствительная точка, а 
даметръ продолжается такимЪъ образомъ внф кривой. 
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Перосфчеще двухъ кривыхъ втораго поридка. 


271. Замбтимъ прежде, что если дв кривыя сливаются, т. е. если 
оба уравнешя удовлетворяются однёми и тёми же системами величинъ 
перемвнныхь хи у, то коеффищенты будуть пропорщюнальны. Дфйстви- 
тельно, такъ какъ уравнен!я,, расположенныя относительно у 
(1) ` (2 Ву (Ая 0+ В =0, 

(2) Су Е (В'з + Е) у (Ая + Б’з Е’) =0. _ 
имБютъ одни и т$ же корни при одной и той же величин 2, то получимъ 
С ВефЕ _ Ар Е 

| , С’ — Вж-- Е’ АЕ” 

и такъ какъ это должно имфть м$сто при всякой величин® х, то заключаемъ, 
что 


СВ о А И 

И о ОА т О: 

Обратное заключеше также справедливо; въ самомъ дЪлЪ, если коеФфи- 

щенты пропорщональны, то оба уравнен!я, очевидно, тожественны, и 06$ 
кривыя сливаются. 

Во всемъ послдующемъ мы будемъ предполагать, что кривыя раз- 
‘личны, т. е. что коеффищенты не пропорщональны. Разсмотримъ прежде 
случай, когда коефФфищенты Си С’ не равны нулю. Если умножимъ 
уравнешя соотвтственно на С” и С, то, искаючивъ у?, получимъ уравне- 
не вида 
(3) (Вх -- Е у + (А, ЕО Е) = 0, 
которое съ уравнешемъ (1) составляетъ систему одинаковую’ съ систе- 
мою двухъ данныхъ уравней (1) и (2). Пять коехФищентовъ В,, Е,, 
А,, О,, Е, не могутъ въ одно время равняться нулю, потому что если 
бы они были равны нулю, то коеффищенты уравненй (1) и (2) были бы 
пропорцюнальны. Если два коехФищента В, и А, будутъ равны нулю, 
то уравнеше (3) обратится въ А, -|- Ох Е, = 0; оно даетъ для 
х ДВБ величины; каждой изъ нихъ по уравнешю (1) будутъ соотвЪтетво- 
вать двЪ величины у; и слдовательно всфхъ решений будетъ четыре. По- 
ложимъ, что два коехФищента В, и Е; не равны нулю, въ одно время; 


Е 
тогда вообще величина 2 = —5') которая обращаеть въ нуль коеффи- 
1 


щентъ при у въ уравневи (3), не будетъ обращать въ нуль многочленъ 
А, О. - Е,; такъ какъ величина В, + Е, при всёхъ рышеняхъ 
1 1 1; 1 1 Пр р 
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уравнен!я (3) не равна нулю, то въ зтомъ случав это уравнеше можно 
представить въ видё 


ни А, 2? -- О# Е, 
бе = В,з Е, ь 


внеся зту величг:у у въ уравнеши (1), получимъ уравнеше четвертой 
степени 


(4) _ @о* + а? -- а? - ах + а, = 0, 


которое, въ соединеши съ уравнешемъ (3), составляетъ систему, тоже- 
ственную системВ двухъ уравнений (1) и (3), и, слБдовательно, данной си-' 
стемъ. Нать коеффищентовъ уравненя (4) не могутъ въ одно время рав- 
няться нулю, потому что, если. бы они были равны нулю, то оба дан- 
ныя уравнешя были бы тожественны, потому что уравнеше (4) обра- 
щается въ тожество. Уравнеше (4) даетъ для х четыре величины; каж- 
дой изъ нихъ, по уравнешю (3), соотвтствуетъ одна величина у; та- 
кимъ образомъ для данной системы получимъ четыре рёшевя. 


л 


Е 
Если бы величина д — — 3’ обращала въ нуль многочленъ А, 5? 
1 :: 


+, 2 Е,, то уравнеше (3) было бы вида 

(В. 2-Е) ута--=0 
и разложилось бы на два различныя уравнешя В, 5 {+ Е, = 0, у-{- тх 
+ л = 0; первое даетъ величину х.— — в которой, по уравненгю (1), 

1 

соотвфтствуютъ дв величины 2; изъ втораго находимъ у == — 15 — #®; 
а замвнивъ въ уравнени (1) у этой величиною, получимъ уравнеше вто- 
рой степени относительно 1, которое даетъ два новыя р8шешя; такимъ 
образомъ всфхъ рёшешй будетъ четыре. Но можеть случиться, что это 
послёднее уравнене второй степени относительно х обратится въ тожество; 
въ зтомъ: случав координаты всфхъ точекъ прямой у тх + п =0 
удовлетворяютъ двумъ даннымъ уравнешямъ, которыя тогда будутъ выра- 
жать пары прямыхъ, изъ которыхъ двф совпадаютъ. 

Если бы одинъ изъ коефоищентовъь С или С’ быль равенъ нулю, то 
одно изъ данныхъ уравнений было бы вида (3), и тогда мы повторили 
бы все то, что было сказано. 

Разсмотримъ теперь случай, когда оба коеффищента С и С’ равны нулю. 

г 


Если величина х —= — в» Которая обращаетъ въ нуль коефхищенть при 
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у въ уравнении (2), не обращаетъ въ нуль многочлена А’2* -- 0% -{ Е’, 
то изъ этого уравненя получимъ 


— Ар Е 
УВЕ 


и, внеся въ ‘уравнеше (1), получимъ уравнеше третьей степени относи- 
м й Е 

тельно 2, которое даетъ три рвшевшя. Если величина 2 = — 3; обра- 

щаетъ въ нуль многочленъ А’ -- О’х | Е’, то уравнене (2) предета- 


.ВИТСЯ ВЪ ВИДЁ 
(В'= + Е’) (у + те + п) =0, 


- и выразить двз прямыя В’ -- Е’ =0, у = тх Е п = 0, пересфкаю- 
щя кривую (1), изъ которыхъ первая пересвкаетъ въ’ одной точкЪ, вто- 
рая въ двухъ точкахъ. Можетъ случиться, что одна изъ этихъ прямыхъ 
будетъ принадлежаль лини (1); въ этомъ случа$ данныя уравненя выра- 
зять пары прямыхъ, изъ которыхъ двф совпадаютъ. Изъ всего предъиду- 
щаго заключаемъ, что двф о линм втораго порядка не могутъ имфть болЪе 
четырехъ общихъ точекъ, если Только эти лиши не будуть парами пря- 
мыхъ, изъ которыхъ двф совпадаютъ. Если коефФищенты двухъ данныхъ 
уравнен!й будутъ дЪйствительные, то четыре обийя точки будуть дЪй- 
ствительныя или сопряженныя мнимыя. 

272. Легко составить уравнеше (4), которое. опредфляетъ абсциссы 
четырехъ точекъ, общихъ двумъ кривымъ втораго порядка. Пусть Ау? + 
Ау А, =0, А’ у? -- А’у -- А", =0 будуть два данныя уравнешя, 
въ которыхъ А, и А’ означають постоянныя, А, и А’, многочлены пер- 
вой степени, относительно 2; А, и А’, многочлены. второй степени. Умно- 
живъ эти уравнен!я, соотвфтственно на А’, и А., и вычтя ихъ, получимъ 


(Аз А”, — АА) у- (А. А’, — А’А,) =0. 


Умноживъ на А, и А’., вычтя и сокративъ множитель у, получимъ точно 
также | - 


(А.А’, — А’,А,) у (А,А’, — А’,А,) = 0. 


Исключивъ изъ этихъ двухъ уравнешй у, получимъ уравнеше четвертой 
степени 


(АсА", — Ао!) (А.А', — АА.) — (А.А’, — А.А, = 0. 
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273. Примъчаще. Уравнеше второй степени съ мнимыми коехфищен- 
тами не можетъ имъть болБе четырехъ дьйствительныхъ рёшенй. Дфй- 
ствительно, первая часть уравнешя имфеть видъ В - В, гдз Ви В, 
означаютъ дьйствительные многочлены второй степени. Если уравнеше 
удовлетворяется дьйствительными величинами хи, то получимъ отдфльно 
8 =0, В, = 0; дьйствительныя’ точки геометрическаго м$ста будутъ 
точки, обиия двумъ дфйствительнымъ кривымъ В = 0, В, == 0. 


Теорема 1. 


274. Черезз данныя пять ‘точекз можно провести кривую вто- 
рало порядка, и притомз только одну. 

Пусть Аз? -- Вху - Су - Ох - Еу-- Е = 0 будетъ общее урав- 
нене кривыхъ втораго порядка; если черезъ д’и у’ означимъ координаты 
одной изъ точекъ, то получимъ пать соотношений вида 


Ах’? - Вх! - Су” - Оз! -- Ву’ Е = 0, 

между отношевами пяти коеффищентовъ къ шестому. Уравнения, будучи 
первой степени, имфютъ вообще одно рВшен!е; однако же надобно изса$- 
довать, не будетъ ли невозможныхъ случаевъ. Способъ, которому мы по- 
слфдуемъ, лозволитъ намъ избфжать этого сложнаго изслвдования. 

Положимъ прежде, что изъ пяти данныхъ точекъ а, 6, с, 4, е три 
не лежатъ на одной прямой (физ. 163). Первыя четыре точки суть вер- 
шины четыреугольника абс. Означимъ для краткости черезъ х — 0, 
В — 0 уравнемя двухъ противоположныхъ сторонъ аб и с4; черезъ 
у —= 0, д —=0 уравнешя лвухъ другихъ противоположныхъ сторонъ $с и 
4а. Разсмотримъ уравнене 


(5) 28 — уд = 0, 
которое содержитъ произвольный параметръ А. Такъ какъ буквы а, В, у, 9 
означаютъ многочлены первой степени относительно Фиг. 163. 


д и у, то уравнеше будетъ второй степени; коор- 
динаты точки а, въ которой пересвкаются прямыя 
аб и а4, обращаютъ въ нуль оба многочлена хи 8, 
а слБдовательно уловлетворяютъ уравненю (5); то 
же самое найдемъ лля трехъ другихъ точекъ 6, с, 4. 
Такимъ образомъ кривая, выражаемая уравненемъ 
(5), проходитъ черезъ четыре точки а, 6, с, 4. Па- 
раметръ Ё можно опредфдить такъ, чтобы кривая 
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проходила черезъ пятую точку, е. Означимъ черезъ =’, 0’, у', д’ величины 
многочленовъ а, В, у, 8, когда въ нихъ хиу замфнимъ м хи у! 


точки е; тогда получимъ х!б! — (у! ' — 0; откуда = тя . Взявъ для К 


эту величину, получимъ кривую втораго порядка, м черезъ дан- 
ныя пять точекъ. 

Мы нашли кривую второй степени, проходящую черезъ данныя пять 
точекъ. Другой кривой не будетъ; дЬйствительно, такъ какъ изъ ияти 
данныхъ точекъ три не лежать на прямой лини, то лиШя втораго порядка, 
проходящая черезъ эти пять точекъ, не можетъ обратиться въ двЪ прямыя; 
но мы видфли, что двФ кривыя втораго порядка, которыя не состоятъ изъ 
прямыхъ линй, по большей мфр имЪютъ четыре обиця точки, 

Положимъ, что изъ пяти данныхъ точекъ три с, а, е лежатъ на пря- 
мой ‘линм; тогда прямая с4е, имя три обийя точки съ геометрическимъ 
мъетомъ, будетъ принадлежать геометрическому мъсту, которое будетъ 
востоять тогда Изъ прямой с4е, и второй прямой, проходящей черезъ 
дв друмя точки аи б. Уравнеше геометрическаго м$ста будетъ «В — 0, 
которое получимъ изъ предъидущаго уравнен!я, положивъ въ немъ & — 0. 

Если изъ пяти данныхъ точекъ четыре будутъ лежать на одной пря- 
мой, то мы позучимъ неопредфленность. Въ зтомъ случаз геометрическое 
мЪсто будетъ состоять изъ этой прямой и какой-нибудь прямой, прохо- 
дящей черезъ пятую точку. 


275. Примъчаве Г. Уравнеше а8 — Куб — о, въ которомъ Ё озна- 
чаеть произвольный параметръ, выражаетъ всЪ кривыя втораго порядка, 
‚проходящая черезъ четыре точки а, 6, с, 4; потому что пятая точка опре- 
двлитъ кривую, и параметру К можно всегда дать такую величину, чтобы 
кривая проходила черезъ эту пятую точку. . 

Такъ какъ можно положить, что буквы а, В, у, д означаютъ разстоян!я 
какой-нибудь точки, им$ющей координатами х и 9, оть сторонъ четыре- 


„м : ВЫ 
угольника, то уравнеше — Ё выражаетъ, члпо произведене разстояшй 


какой-нибудь точки , коническоло съченя отз двухз`противоположныхь 
сторонз впибаннао четыреуюльника, находится в® постоянном» от- 
ношении сз произведенем» разстоящй этой же точки отз двутз дру- 
зитё сторонз. 

Вообще, если черезъь В — 0 и ВБ, —=0 означимъ уравненя двухъ 
кривыхъ втораго порядка, то уравнеше В — #8, = 0, въ которомъ & 
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есть произвольный параметръ, выразитъ вс кривыя втораго порядка, 
проходящя черезъ четыре точки, общия съ двумя первыми кривыми. 

276. Примьчане Ш. Опредфлимъ теперь параболу, проходящую 
черезъ четыре данныя точки а, 6, с, 4. Если зти точки соединимъ по- 
парно прямыми аб, с4, которыя пересъкаются, и если эти прямыя возь- 
мемъ за оси координатъ, то общее уравнеше кривыхъ втораго порядка, 
проходящихъ черезъ четыре точки, будетъ 


Е (+: — 1) (24+ —1)—м=о, | 


въ которомъ а и 6 суть абсциссы точекъ а и 6, си 4 ординаты точекъ 
4 

си 4. Чтобы геометрическое м®сто` было парабола, необходимо, чтобы 

параметръ Ё удовлетворялъ условию 


1 1%? 4 
(1—-м-к)- ва=0. 


Если произведеше абса будетъ отрицательное, то для # позучимъ ДВ 
мнимыя величины, и это покажетъ, что черезъ четыре точки невозможно 
провести дйствительную параболу. Если произведеше будетъ положи- 
тельное, т. е. если можно составить выпуклый четыреугольникъ, им ющй 
вершинами четыре точки, то для Ё получимъ дв дЬйствительныя раз- 
личныя величины, и, слфдовательно, двз дзйствительныя лиши изъ рода 
параболы, проходяция черезъ четыре точки. Если можно будетъ соеди- 
нить каждыя двЪ точки прямыми параллельными, то каждая пара прямыхъ 
параллельныхь будетъь выражать рёшене. 

277. Примъчаме Ш. Легко составить общее уравнеше кривыхъ 
втораго порядка, проходящихъ черезъ три данныя точки а, 6, ‘с. 

Если черезъ х — 0, В —=0, у —=0 означимъ уравнешя трехъ пря- 
мыхъ фе, са, аб, то увидимъ, что уравнеше 


(6) аву + Ву= - с28 = 0 


выражаетъ кривую втораго порядка, проходящую черезъ три данныя точки. 
Это уравнене содержитъ два произвольные параметра, т. е. отношенйя 
двухъ изъ коеффищентовъь а, 6, с къ третьему, и эти два параметра 
можно выбрать такъ, чтобы кривая проходила черезъ двФ друг!я точки, 
взятыя произвольно на плоскости, 
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Теорема Ш. 


278. Можно провести кривую вторало порядка, касающуюся двухь 
данныхз прямыхь в5 двуль данныть точкахь и проходящую черезъ дру- 
зую данную точку. 

Пусть « = 0, В =0 будутъ уравнен!я двухъ касательныхъ ра, рб, 
у = 0 уравнене прямой, проходящей черезъ дв точки прикосновеня 4 и 6 
(фил. 164). Разсмотримъ уравнеше 


(т) 28 — "= 0, 


въ которомъ Ё есть протонный параметръ. 

Положивъ въ немъ х = 0, получимъ у’ —= 0; 
Фа. отсюда заключаемъ, что прямая ра пересъкаетъ 
кривую въ двухъ точкахъ, которыя сливаются, 
и, сл довательно, эта прямая есть касательная въ 
точкв а. Точно также прямая 26 есть касатель- 
ная въ точкв 6. 

Потомъ опредзлимъ параметръ Ё такъ, чтобы 

в -- кривая проходила черезъ другую данную точку. 

Существуетъ только одна кривая втораго порядка, 

удовлетворяющая этимъ условямъ; дЪйствительно, если двЪ кривыя вто- 

раго порядка имфютъ однф и т же касательныя въ двухъ точкахъ а и 6, 

то уравнеше (4), которое опредвляетъ абсецисесы общихъ точекъ, будетъ 

имфть два двойные корня; слдовательно, двЪ кривыя не могутъ имфть 
другой общей, точки. 

279. Примъчанще. Уравнеше (7) есть общее уравнеше кривыхъ 
втораго порядка, касающихся двухъ данныхъ прямыхъ въ двухь данныхъ 
точкахъ; оно выражаетъ, что произведене разстояй какой-нибудь 
точки коническалю съченя оть двухь касательныть натодится вз по- 
стоянномь отношении къ квадрату НН этой точки отз хорды 
прикосновеная. 

Вообще, если черезъ 8 —0 означимъ уравнене кривой втораго по- 
рядка, то уравнеше 5 — #9? — 0 выразитъ вс$ кривыя втораго порядка, 
касающуияея первой въ лвухъ точкахъ, лежащихъ на прямой у — 0. 


. 
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1 . 
280. Параметръ Ё можно опредфлить изъ условя, чтобы кривая была 


парабола. Если обв кавательныя возьмемъ за’ оси коорлинатъ, то уравне- 
ше (7) обратится въ 


(+4 — 1) Алу = 0. 


Чтобы кривая была парабола, надобно, чтобы удовлетворалось усло- 
. 1\* 1 ы 2 
в1е (1 — >) — =»: = 0; откуда находимъ два рёшен!я Ё = 0, А =; 
первому соотвзтствуетъ прямая аб, второму парабола, уравнеше которой 
можно представить въ видъ 


Учи 


ФСложиыя условя. 


281. Разсмотримъ геометрическя условя, по которымъ можно опре- 
двлить кривую втораго порядка. До сихъ поръ мы говорили только о про- 
стыхъ условяхъ, какъ, наприм5ръ, о точкахъ, о касательныхъ. Центръ зам$- 
няетъ два условя; дйствительно, если центръ возьмемъ за начало коорди- 
натъ, то уравнене второй степени, не заключая членовъ первой степени, 
будетъ содержать только три преизвольные параметра; такимъ образомъ, 
кривая опредфляется по ея центру и тремъ точкамъ. | 

Д!аметръ вмзет$ съ направленемъ хордъ замфняетъ три услов!я; дЪйстви- 
тельно, если даметръ возьмемъ за ось х, а линю, параллельную хордамъ, 
за ось у, то уравнеше, не заключая членовъ первой степени относи- 
тельно у, будетъ содержать только три произвольные параметра.. 

Система сопряженныхъ даметровъ замзняетъ три услов!я; дфйстви- 
‚тельно, если возьмемъ ихъ за оси координатъ, то уравнеше, которое 
должно быть вида 22? -{- 6" + с = 0, будетъ содержать только два 
произвольные параметра. 

Вообще, пусть х —= 0, В = 0 будутъ уравнешя двухъ сопряжен- 
ныхъ даметровъ; такъ какъ разстояшя хи В каждой точки отъ двухъ 
сопряженныхь даметровъ, пропорщональны координатамъ этой точки от- 
носительно этихъ даметровъ, то кривая выразится уравненемъ 


(8) а -- 68 Не = 0, 
съ двумя произвольными параметрами. Уравнеше 
(9) д" -|- а8В = 0, 


Бр и БукЕ. Гкометря, 15 


296 КНИГА 111, ГЛАВА ГУ. 


есть общее уравнеше параболъ, даметръ которыхъ есть прямая х —= 0, 
а касательная, проведенная къ концу этого даметра, есть прямая В — 0. 

Изввстно, что гипербола, отнесенная къ двумъ ея асимптотамъ, вы- 
ражается уравнешемъ ху —= К. Вообще, пусть «== 0, В —= 0 будуть 
уравнен!я двухъ асимптотъ; тогда гипербола выразится уравнен1емъ вида 


(10) а8 — К — 0, 


которое содержитъ только одинъ произвольный параметръ К. Такимъ обра- 
зомъ двф асимптоты замфняютъ четыре условя, и кривая опредФаяется 
по двумъ асимптотамъ и одной точкВ, или по касательной. Если будетъ 
дана только одна асимптота х = 0, то уравнеше В —=`О второй асимп- 
тоты будетъ неопредвленное, и уравнене (10) будетъ содержать три про- 
извольные параметра, такъ что одна асимптота замняетъ два условтя. 

Мы видфли, что всякая кривая втораго порядка имфетъ Фокусъ и ди- 
ректрису; отсюда сл$дуетъ, что уравнеше 


(11) (2 — а Н(у— 6) — (2-5 у = 0, 


которое выражаетъ свойство Фокуса и которое содержитъ пать произволь- 
ныхъ параметровъ @, 6, т, п, й, выражаетъ вс кривыя втораго по- 
ридка. Фокусъ замфняетъ два услов!я; дЪйствительно, если данъ Фокусъ, 
т. е. если извфетны его координаты а и 6, то уравнеше (11) будетъ 
содержать только три произвольные параметра. Точно также директриса 
замвняетъ два условия; дЬйствительно, если дано уравнеше директрисы, 
то опредълимъ отношешя двухъ изъ параметровъ т, п, й къ третьему. 
Уравнен!е перпендикуляра, опущеннаго изъ Фокуса на директрису, 


#-—а —_$ в 
есть - -=“—; это есть одна изъ осей кривой. Вершина, находя- 


щаяся на этой оси, замвняеть два услов!я; въ этомъ случа выражаютъ, 


что об координаты вершины удовлетворяютъ уравненю оси и уравненю 
кривой. 


Результаты, которые мы получили, можно вывести другимъ способомъ. 

Очевидно, что двф координаты какой-нибудь зам чательной точки кри- 
вой втораго порядка, какъ напримфръ центра, Фокуса, вершины и т. д., 
можно выразить помощью коеффищентовъ общаго уравненя второй сте- 
пени; слфдовательно, если будетъ дана подобная точка, то получимъ два 
соотношения между коеффищентами. Точно также два коехоищента урав- 
нешя какой-нибудь замфчательной прямой, какъ напримфръ директрисы 
иди оси и т. д, можно выразить посредствомъ коефФишентовъ уравнен!я 
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второй степени; если эта прямая будетъ дана, то получимъ также два 
соотношения ‘между коеффищентами. 

282. Замфтимъ, что предъидуще виды, въ которыхъ мы представ- 
ляли уравнеше второй степени, входятъ въ вид аВ — Ку? —= 0, состав- 
ленномъ изъ трехъ многочленовъ первой степени =, В, у, изъ которыхъ 
‘первые два относятся къ касательнымъ, проведеннымъ изъ произвольной 
точки р плоскости, третй къ хордё прикосновеня. Когда точка р сли- 
вается съ центромъ гиперболы, тогда касательныя х и В будутъ асимпто- 
тами; такъ какъ при этомъ прямая прикосновенй удаляется въ безконеч- 
ность, то многочленъ у обратится въ постоянное, а уравнене «В — у? = 0 
обратится въ &8 — # = 0. 

Уравнеше (8), представленное въ видь 


(«Уа-ЕВУ— 5) «Уз —ВУ- В) {е=0, 


приводится къ уравненю (10). Уравнеше (11), представленное въ 
ВИД 


9— И —:%—а)] -б-+:@—а)]-— т =0, 


входить также въ уравнеше «8 — у" — 0; мнимыя касательныя, прове- 
денныя изъ Фокуса, угловыми коехфищентами имБютъ -= 8 директриса 
есть хорда прикосновенй. Оба мнимые Фокуса эллипса или гиперболы 
имфютЪ это свойство, какъ оба дъйствительные Фокусы. 


Швхожденще сфкущихт общих. двумъ кривымт. втвраго порядка. 


283. Мы видфли, что двф кривыя втораго порядка 8 —= 0, В, = 0, 
вообще имфютъ четыре общия точки; черезъ эти четыре точки можно 
провести три пары прямыхъ. Если кривыя будутъ дйствительныя, то 
общия точки будутъ дъйствительныя или мнимыя, сопряженныя попарно. 
Здъсь надобно разсматривать три случая. 1-й, если четыре обния точки 
а, 6, с, 4 будутъ дфиствительныя, то три пары общихъ сЪкущихъ, оче- 
видно, будуть дБйствительныя; 9-й, если двф точки а и 6 будутъ дЪй- 
ствительныя, а точки си 4 булуть мнимыя сопряженныя; то прямая аб 
будетъ дЬйствительна, точно также и прямая с, которая проходитъ 
черезъ двзф мнимыя сопряженныя; такимъ образомъ получимъ пару общихъ 
дфйствительныхъ сЪкущихъ 06 и с4. Другя четыре общуя сфкушия будуть 
мнимыя; въ самомъ дъав, если напримфръ свкущая 4с была бы дйстви- 


15* 
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тельная, то точка пересфчен!я с дЪйствительныхъ прямыхъ ас и сф была 
бы дфйствительная; и 3-й, если дв точки а и 6 будуть мнимыя сопря- 
женныя, точно также точки с, те прямыя аб и с будутъ дЬйствитель- 
ныя, а другя четыре будутъ мнимыя. Отсюда заключаемъ, чо дв дъй-- 
сивительныя кривыя вторало" порядка имюютз по крайней мъръ двъ 
дъйствительныя обийя съкуция. 

Два послёдые случая можно различать слёдующимъ образомъ; такъ 
какъ въ третьемъ случав прямыя ас и 64 суть мнимыя сопряженныя, 
то онз пересфкаются въ одной дфйствительной точкф, такъ же, какъ пря- 
мыя а4 и 6с; слёдовательно, центры трехъ паръ общихъ сфкущихъ бу- 
дуть дфйствительны. Во второмъ случа точка пересвченя прямыхъ ас 
и 64 есть мнимая точка; въ самомъ дл, если эта точка была бы ДФй- 
ствительная, то каждая изъ прямыхъ ас и 64, проходящихъ черезъ дв 
дфйствительныя точки (черезъ точку а или 6 и черезъ эту точку пере- 
съчен!я), была бы дьйствительная; слБдовательно, изъ трехъ центровъ 
одинъ есть дфйствительный. 

284. Приложимъ все предъидущее къ двумъ эллипсамъ, имвющимъ 
общий Фокусъ. Эти два эллипса могутъ пересфкаться только въ двухъ 
лфиствительныхъ точкахъ; потому что, какъ было сказано въ $`260, два 
Эллипса, которые имфютъ одинъ обпий Фокусъ и три обиия точки, совпа- 
даютъ; слфдовательно, они имзютъ только двф дфйствительныя обоя 
свкущи, Ги 
Пусть 


Риф, 
бо — = 0; 


будуть уравнешя двухъ эллипсовъ; двф дфйствительныя общ1я сзкушя 

Фиг. 165. Ку = == #у' проходятъ черезъ точку пере- 
сфченя [ директрисъ ОТ, РТ (фи. 165), 
и эти сЪкупйя легко найти геометри- 
чески. Положимъ, что два эллипса пе- 
ресфкаются въ двухъ дфйствительныхъ точ- 
кахъ Аи В, одна изъ дьйствительныхъ 
общихъ сЪкущихъ есть прямая АВ, про- 
Ходящая черезъ эти дв точки; другая 
П, не пересвкаетъ кривыхъ. Чтобы опре- 
дълить эту’ вторую прямую, соединимъ точку А съ Фокусомъ и изъ 
этой точки опустимъ перпендикуляры АЕ, АЕ! на директрисы; ‘тогда по- 
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те, = се, и, слфдовательно, == — 
пендикуляръ АЕ и отложимъ на продолжени линю ЕН = АЕ; черезъ 
точку Н проведемь линю НГ параллельно первой директрисф, и 
черезъ точку А линю АЁ параллельно второй директрис$; точка пере- 
съчешя Ь этихъ двухъ параллельныхъ будетъ принадлежать второй дЪй- 
ствительной общей сфкущей П.. 

285. Нахождене точекъ пересфчешя двухъ кривыхъ втораго порядка 
зависить вообще отъ рёшеня уравнения ‘четвертой степени; но вопросъ, 
можно привести къ рёшешю уравнен!я третьей степени. 

Такъ какъ уравнеше 5 — 5, —=0, въ которомъ А есть произвольный` 
параметръ, выражаетъ всз лини втораго порядка, проходяцйя черезъ 
точки, общия двумъ первымъ кривымъ, то параметръ & можно опредфлить 
такъ, чтобы это уравнеше выражало дв прямыя; такъ какъ двф.кривыя 
имфютъ три пары общихъ сЪкущихъ, .то величина К опредфлится изъ 
уравненя третьей степени. 

Пусть 


лучимъ &=А Продолжимъ пер- 


Ал? + Вху + Су? + Ох + Е Е = 0, 
А’? - В’гу - С’? + Ра Еу- Е’ =0 


будутъ уравнешя двухъ данныхъ кривыхъ. Тогда новое уравнеше будетъ 
(А—ЁА”) =* -- (В — ЕВ”) зу -{.... = 
дия краткости представимъ его черезъ 
ал? —- Бу -- су" + 4 + 9+ Л=9. 
Рьшивъ это уравнене ‘относительно у, получимъ 


ЕЕ РЕЗОРТ 


Чтобы это уравнеше выражало двз дфйствительныя или мнимыя пря- 
мыя, необходимо, чтобы многочленъ, находящийся подъ знакомъ радикала, 
былъ точный квадратъ, а для этого необходимо, чтобы удовлетворялось’ 
услов1е 


(6е — 2са)" — (65° — 4ас) (е* — 467) = 0. 
Сокративъ это уравнеше на 4с, получимъ 


ае* -|- с4’ — Фае + (6? — 4ас) } = 0; 
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если буквы а, 6... замвнимъ ихъ величинами А — КА’, В — &В’... 
то получимъ уравнеше третьей степени относительно Ё. Чтобы опред$- 
лить пару общихъ сзкущихъ, надобно одинъ изъ корней зтого уравненя 
вычислить съ извёстнымъ приближешемъ; потомъ, найдя точки пересз- 
ченя каждой изъ этихъ прямыхъ и одной изъ данныхъ кривыхъ съ по- 
мощю уравненя второй степени, опредёлимъ координаты четырехъ то- 
чекъ пересёчешя. Можно также вычесть два корня уравненмя относи- 
тельно К, чтобы опредфлить двз пары прамыхъ, точки пересёченя кото- 
рыхъ мы ищемъ. а 

286. Дъйствительный корень даетъ двё дЬйствительныя прямыя, если 
онъ величину 6? — 4ас обращаетъ въ количество положительное, и дВЪ 
мнимыя сопряженныя прамыя, если онъ это количество обращаетъ въ 
отрицательное. Мнимый корень даетъ всегда дв прямыя мнимыя; дфй- 
ствительно, если уравнеше $ — #3, =0, въ которомъ КЁ есть мнимое, 
‘а многочлены 8 и в, дъйствительные, выражало бы дв дфйствительныя 
прямыя, то координаты каждой точки зтихъ прямыхъ удовлетворяли, бы 
отдБльно двумъ уравненямъ $ = 0, 5, —= 0, которыя выразили бы такимъ 
образомъ одну и ту же систему прямыхъ, а уравнеше третьей степени отно- 
сительно Ё обратилось бы въ тожество. ЗдБсь надо. разсматривать н$- 
сколько случаевъ. 1-й. Если три корня уравненя третьей степени отно- 
сительно Ё будуть дйствительные, и если два корня дълаютъ количество 
В’ — 4ас положительнымъ, то зти два корня опредфлаятъ двф пары дВй- 
ствительныхъ прямыхъ, откуда найдемъ четыре дЬйствительныя р®ше- 
ния; такъ какъ дв кривыя пересзкаются въ четырехъ дЬйствительныхъ 
точкахъ и имфютъ три пары дЪйствительныхъ сфкущихъ, то трей 
корень также сдвлаеть положительнымъ количество 6° — 4ас. 2-й. 
Если три корня уравненйя третьей степени будутъ дъйствительные, и если 
только одинъ корень дфлаетъ полажительнымъ количество 6? — 4ас, то 
объ кривыя будутъ имфть только одну пару дЗйствительныхъ сфкущихъ. 
Двв свкуц!я, опредБляемыя величиною К, выразятся уравненями 


=9- фа Не СЕ Ъе — 94 
а Ш “(= г) 


Координаты точки пересвченя ихъ будуть 


фе — 24а = бе е. 
Иа" 


я — — 


такъ какъ три величины Ё дъйствительныя, то три центра также дЪй- 


й 
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ствительные; отсюда заключаемъ, что двЪ кривыя пересЪфкаются въ четы- 
рехъ мнимыхъ точкахъ. 3-й. Если уравнене третьей степени имфетъ 
только одинъ дйствительный корень, то этотъ корень необходимо сд*- 
лаетъ положительнымъ количество 6° — 4ас и опредёлитъ двЪ. дьйстви- 
тельныя прямыя; два сопряженные мнимые корня дадутъ двф пары мпи- 
мыхъ прямыхъ, изъ которыхъ дв прямыя одной изъ системъ будутъ 
соотв®тетвенно сопряженными прямымъ другой системы; изъ четырехъ 
точекъ, въ которыхъ прямыя одной изъ системъ пересЪкутъ прямыя дру- 
гой, дв будутъ дъйствительныя; отсюда заключаемъ, что дв кривыя пе- 
ресЪъкаются въ двухъ дЪйствительныхъь точкахъ и въ двухъ сопряжен- 
НЫХЪ МВИМЫХЪ. 

287. Если двЪ гиперболы имЪютъ одну асимптоту параллельную, то 
одна изъ точекъ пересфченя удаляется въ безконечность, и уравнене, 


происходящее отъ исключеня одной изъ координатъ изъ двухъ уравненй, 
будетъ третьей степени. 


Возьмемъ, напримфръ, двф гиперболы 
ху — у —х=0, м — м —1=0, 


одна асимптота которыхъ параллельна прямой у = 5; если во второе вне- 
семъ величину х, найденную изъ перваго уравнен!я, то получимъ урав- 


. $ 1 
нене третьей степени у? — у -- $ = 0, которое имзетъ одинъ дЪйстви-. 


тельный корень и два мнимые. Двф гиперболы пересфкаются только въ 
одной дъйствительной точк$; позтому онЪ имзютъ дв дфйствительныя 
общая сфкушя, изъ которыхъ одна, проходящая черезъ зту точку и 
точку, находящуюся въ безконечности, параллельна прямой у — х, другая‘ 
прохолдитъ черезъ двф мнимыя сопряженныя точки. 

288. Положимъ, что въ двухъ уравнен!яхъ коеффищенты при членахъ 
второй степени пропорцональны, и позтому можно предположить, что они 
равны. Если зти оба уравнен!я 


Аля -- Взу -- Су" -- Оз + Ву + Е =0, 

Ал? - Вху + Су? - О’= -- Еу - Е’ =0 
вычтемъ почленно, то получимъ уравнеше первой степени 

Ф— 1) 2+ (Е — Ву+Е-Р=0, 


и, исключивъ у, получимъ уравнеше второй степени относительно х. 
ДвЪ кривыя пересъкаются только въ двухъ дЪйствительныхь или сопря- 
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женныхъ мнимыхъ точкахъ; дв® друшя точки находатся въ безконечности. 
Одна изъ дЪйствительныхъ общихъ сфкущихъ проходить черезъ об% точки 
пересъчен!я; другая удаляется въ безконечность. Это обстоятельство 
встр$чается тогда, когда кривыя будутъ гиперболы, асимптоты которыхъ 
соотвфтетвенно параллельны, и вообще, ‘какъ мы увидимъ ниже, когда обв 
кривыя будутъ подобны и будуть расположены ‘подобно. 

289. Въ н8которыхъ случаяхъ нахождене точекъ пересфченя двухъ 
кривыхъ втораго порядка приводится къ уравнению второй степени или 
къ биквадратному уравненгю. | 

1-й. Когда одинъ и тотъ же даметръ дБлить пополамъ въ двухъ 
кривыхъ параллельныя хорды.. Въ этомъ случав, если посредствомъ пре- 
образован!я координатъ отнесемъ кривыя къ этому общему дламетру, при- 
нимаемому за ось 2-овъ, и къ лини, параллельной хордамъ, принимаемой 
за ось у-овъ, оба уравневя будутъ содержать неизвЪстное у только во 
второй степени; исключивъ у*, получимъ уравнеше второй степени отно- 
сительно х. 7 Е 

2-й. Если эти двф кривыя будутъ гиперболы, имфюция общую асимп- 
тоту, то, отнеся ихъ къ Этой асимптотв принимаемой за ось х-овъ, и къ 
какой-нибудь прямой, принимаемой за ось у-овъ, получимъ два уравнен!я, 
въ которыхъ членъ ху будетъ содержать только одну букву 2; исключивъ 
этотъ членъ, получимъ уравнеше второй степени относительно у. 

8-й. Когда обЪ кривыя имфютъ одинъ и тотъ же центръ, то, если от- 
нести ихъ къ этому общему центру, принимаемому за начало координатъ, 
оба уравнен!я не будутъ содержать членовъ- первой степени; исключивъ у, 
получимъ биквадратное уравнеше относительно х. я 


- 290. Вругъ пересвкаетъ кривую втораго порядка въ четырехъ дЪй- 
ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. Пусть ы 


(а уф 8" =0, 


будетъ уравнеше круга; х = 0 и В = 0 — уравнешя пары общихъ дёй- 
ствительныхъ сёкущихъ уравнене кривой втораго порядка можно всегда 
представить въ вид 


(в — а) Ну 6 — = в. 


Первая часть выражаетъ квадратъ длины касательной, проведенной изъ 
какой-нибудь точки кривой къ кругу; отсюда проистекаетъ слздующая 
теорема: круз помъщень какз-нибудь в5 плоскости, кривой вторало 
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порядка; касательная, проведенная изз всякой точки кривой нь круу, 
налодится в постоянномз отнощени къ средней пропориональной ли- 
жи между разстоящями этой точки оть двухь дъйствительныхь об- | 
щихь съкущиехв. 

Цоложимъ, что кругъ касается къ кривой въ двухъ дЪйствительныхъ 
или сопряженныхъ мнимыхъ точкахъ; тогда прямая прикосновенй будетъ 
дъйствительная, и уравнеше кризой получить видъ 


ау фм. 


Такимъ образомъ, козда круз касается 65 двужз точкать кривой вто- 
рало порядка, касательная, проведенная изз какой-нибудь точки кри- 
в0й кз круз, находится вз постоянном» отношении сз разстоянщемъ 
этой точки отз хорды прикосновений. 

Фокусъ кривой втораго порядка можно разсматривать какъ кругъ, ра- 
дтусъ котораго равенъ нулю, и который съ кривой иметъ двойное мни- 
мое прикосновен!е; директриса есть хорда прикосновений. 


291. Съ помощю предъидущей теорм очень легко опредфлить число нормалей, 
которыя можио провести изъ данной точки къ кривой втораго порядка. Возьмемъ, 
иапримръ, эллипсъ, выражаемый уравиененъ 


(0 $3? -|- а? у? = а, 


пусть Р будетъ точка, координаты которой суть 2, и у, (фи. 166). Озиачимъ черезъ 
д и у координаты подошвы М одиой изъ иормалей; этп неизвфстныя должиы удовле- 
творять уравиен!ю (1), а также уравиеню 


. 


(2) у — у = (2. — <), или сту | 63ух — ау = 0, 


которое выражаетъ, что пормаль, проведенная въ точкЪ М, прохолитъ черезъ точку 
Р. Отсюда слёдуетъ, что точка М опредфляется Фиг. 166 
пересфченемъ эллипса (1) и равиосторонией ги- ие. 

перболы, опредфляемой уравиен!емъ (2); такъ какъ ь в 

одна изъ вЪфтвей гиперболы проходитъ черезъ 
центръ эллипса, то 0бЪ кривыя по крайней 
мфрё имфютъ двЪ дЪйствительныя общ/я точки. 
Уравнеше третьей степени, отъ котораго зависитъ 


нахождеше общихъ съкущихь двумъ кривымъ, 
есть 


(3) 42'6*Ёе (ати + бу" — <) Ё +=, = 0. 


Если уравнене (3) будетъ имфть только одииъ дЪй- 
ствительный корень, то, какъ мы видьли ($ 286), 
кривыя (1) и (2) будуть имфть только дв дЪЙ- 


ствительныя общия точки; если уравнен!е (3) будеть имЪть три дЪЙствительные корня, 


234 КНИГА И, ГЗАВА 1Х. 


то кравыя (1) н (2), пыбя по крайней мёрф двЪ дЪйствительныя общия точки, пере- 
сЪкутся въ четырехъ точкахъ. Въ первомъ случа$ необходимо, чтобы 


(4) (ат? -- 63° — с*} -- 21а*5*с*х 1у,? >> 0, 
а во второмъ случа%, чтобы | 

(5) (ат + Бу, — с} 4 971 азс зу < 0. 
Если координаты т, у, будуть воре уравиеню 

(6) — (@е а 63, — 2%} -- 27а, зу 1 -= 0, 


то корни уравнен!я (3) будуть также дёйствительные, но одииъ кореиь будетъ двой- 
иой; такимъ образомъ изъ точки Р можио провести только три различныя нормали. 
Точки Р, которыя удовлетворяютъ этому условшо, образуютъ кривую СОСО, ко- 
торую представляютъ четыре точки возврата С, С', О, О’. Уравневе (6) прияимаетъ 
болфе простой видъ 


2 
ар 


а 


+в = 8; 
у, с 


ясно, что для всякой виутренией точки этой кривой уравневе (5) удовлетворяется, 
т. е. черезъ эту точку можио провести четыре дЪйствительныя нормали; между тфмъ 
какъ для всякой виъшней точки къ той же кривой можно провести только двЪ дЪй- 
ствительныя яормали. 


ПРИМЪФРЫ-: 


1. По данной пиректрисё и по тремъ даннымъ точкамъ, построить кривую вто- 
раго порядка. 

9. По данному Фокусу и по двумъ даниымъ точкамъ, или по данной точк® и ка- 
сательиой, построить параболу. 

8. По данной директрис® и по двумъ даииымъ точкамъ, построить параболу. 

4. По тремъ даииымъ точкамъ и иаправленяиъ асимптотъ,. построить гипер- 
болу. 

5. По даниой асимптотЪ, вершин» я одиой точк& построить гиперболу. 

6. Найти геометрическое м%сто вершины параболы, имфющей ханиый Фокусъ я 
касательную къ даниой прямой. 

7. Найти геометрическое мЪсто Фокуса параболы, вершина которой находится 
гъ даиной точкВ и которая касается даиной прямой. 

8. Найти геометрическое мЪсто Ффокусовъ кривыхъ втораго порядка, вписанныхъ 
въ даниый параллелограмъ. 

9. Кривая обращается около одного изъ хокусовъ втораго порядка; найти геомет- 
рическое мёсто точки пересфчен!я нормалей, проведенныхъ въ кривой черезъ оба ея 
коица. | 

10: Дв& кривыя втораго порядка им5ютъ общёй Фхокусъ; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершияы, находящейся въ общемъ ФокусЪ; найти геометрическое 
мъето точки пересфченя касательныхъ, проведенныхь соотв тственво къ двумъ крн- 
вымъ въ точкахъ, въ которыхъ онф пересЪкаютея сторонами угла. 
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11. Найти геометрическое м?$ето точки пересёчен!я прямыхъ, проведениыхъ па- 
раллельно двумъ ланнымъ направлен/ямъ черезъ концы хорды А длины, зинсан- 
ной въ даниую окружность. ' 

12. Найти геометрическое м$сто центра равиосторонией абы описаниой 
около даниаго треугольника. 

13. Найтн геометрическое м$сто Фокусовъ или вершинъ гиперболы, которая ны етъ 
данную асимптоту н даниую директрису. 

14. Найти геометрическое ифсто центровъ кривыхъ втораго порядка, проходящихъ 
черезъ четыре точки пересфченя двухъ данныхь коническихь сфченй. Доказать, 
что это геометрическое м$сто не изм няется, когда нзмБняется каждое изъ конвче- 
скихъ с$ченй, оставаясь подобнымъ н концентричнымъ самому себ%. 

15. Перемённый кругъ пересбкаетъ данный эллипсъ въ двухъ данвыхъ точкахъ 
А и В; найти геометрическое м®сто точки пересЪчен!я касательныхъ, общихъ двумъ 
вривымъ. : 

Доказать, что геометрическое мЪсто будеть то же самое, когда общая сфкущая 
АВ перемфстится параллельно самой себф. 

Даны два одноФокусныя коннческя сфчен!я: доказать, что если черезъ двЪ точки 
одиой проведемъ касательныя къ другой, то эти четыре прямыя будуть касатель- 
ныя къ одному и тому же кругу. 

16. Найтн геометрическое мёсто центра гяперболы, которая ныфетъ данный 
Фокусъ н которая пересфкаетъ въ данной точкЪ даниую прямую, параллельную одной 
изъ асимптотъ. 

17. Найти геометрическое мъсто Фокуса параболы, которая касается двухъ дан- 
ныхъ прямыхъ, одной въ постоянной точк®, другой въ перемфиной точк$. 

18. Найти геометрическое мфсто точки перес$чен!я двухъ параболъ, которыя нм%- 
ють Фокусомъ данную точку, кабаются данной прямой и перес$каю{ся подъ даннымъ 
угломъ. 

19. Даны три точки А, В, С н неопредфлениая прямая; на этой прямой беремъ 
перем нный отрфзокъ ММ, видимый нзъ точки А подъ постояннымъ угломъ; найти 
геометрическое м$сто точки пересфчен!я двухъ прямыхъ ВМ н СМ. 

20. Два угла постояниой величины вращаются около нхъ вершииъ, находящихся 
на концахъ большой оси эллипса; точка пересбченя двухъ сторонъ описываетъ эл- 
липсъ; найти геометричеёкое м$сто точки пересёчен!я двухъ другихъ сторовъ. 

21. Найти геометрическое мёсто вершинъ равносторонией гиперболы, проходящей 
черезъ данную точку, и которая асимптотою нифетъ данную прямую. 

22. Даны снотемы коническихь сфченй, которыя Фокусамн ныфють Е и Г’, и 
неподвижиая прямая, проходящая черезъ хокусъ Е; доказать, что касательныя, про- 
веденныя къ этимъ различнымъ коническныь сфченамъ въ точкахъ, въ которыхъ 
каждое изъ нихъ пересфкается этою прямою, суть касательныя къ одной н той же 
параболВ, которая имфетъ точку хокусомъ Е’, а сфкущую директрисой. 

Доказать, что отрёзокъ каждой касательной, заключающейся между коническамъ 
сфчешщемъ и параболою, видфнъ изъ Фокуса Р' подъ прямымъ угломъ, 
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ГЛАВА Х. 


Теор1я полюсовъ и поляръ. 


Касательныя къ алгебраическимт. вривымъ. 


292. Разсмотримъ алгебраическое уравнен!е 7-ой степени 


(1) Л (@, у) =0, 
представленное въ цфломъ видф. Касательная, проведенная въ точкЪ, ко- 
ординаты ‘которой суть хи у, выражаетея уравнешемъ 


х-эи+А фулл =0, 

или 

й Хх." + № — (4. УХ’) = 0. 
Это уравнен!е содержитъ координаты точки прикосновен!я также въ 7-ой 
степени; но помощю уравнения (1) можно уничтожить члены 9-ой сте- 
пени. Это упрощене легко можно сдфлать, съ помощю частнаго пбнятия, 
которое мы изложимъ. Положимъ, что въ уравнени (1) х и у замбнены 
у 
2? 
будеть однороднымъ многочленомъь 7-ой степени относительно трехъ 
буквъ- д, у, 2, который мы означимъ черезъ ] (5, у, 2). Очевидно, что 
если въ этомъ многочленв сдфлаемъ 2 —=1, то снова получимъ данный 
многочленъ ] (х, у). ИзвЪстно, что если хункщя ] (5, у, 2) однородна’ и 
7-ой степени относительно трехъ буквъ т, у, 2, то получимъ 


д." -- У) + 8). = т} (, ч, 2). 


ея 
черезъ -и>, и что всб члены умножены на 2”; тогда многочленъ ] (2, у) 


Отсюда в 
7’ 

2/.! 4 у; + ту, у, 2 — 2... 

Положивъ въ немъ 2 —1 увидимъ, что вторая Часть равна величин 

ях.’ -- У/,', которая входить въ уравнен!е касательной; но такъ какъ 

точка прикосновешя находится на кривой, то первая часть будеть нуль; 

слфдовательно, выражеше х/.' -|- у},’ равно величин, которая равняется 

— 2/,', при 2 = 1. Такимъ образомъ уравнеше касательной можно пред- 

ставить ВЪ видв 


Хх аи =0. 
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Для большей симметри пишуть 


(2) Ху, + У + 2, = 0. 

Когда возьмемъ три частныя производныя отъ однородной Функщи 
Х (<, 4, 2), то въ уравненм (2) ди Д замфнимъ единицею. 

293. Постараемся теперь провести черезъ данную точку р, коорди- 
наты которой суть 2; и 9,, касательныя къ данной кривой. Назовемъ че- 
резъ 4 и у координаты одной изъ точекъ прикосновен!я; такъ какъ каса- 
тельная въ этой точк должна проходить черезъ точку р, то уравнеше 
(2) должно удовлетворяться координатами 2; и у, точки ‚р; тавимъ обра- 
зомъ получимъ соотношен!е 


| 21} у, + 24! =0, 


которое для симметрии напишемъ въ видф 


(3) д." у. Е ЛИ =,0, 

условившись ди 2, замБнить единицею. Точки прикосновеня опредзлятся 
изъ двухъ совмзстныхъ уравненй (1) и (3). Такъ какъ одно изъ этихъ 
двухъ уравненй есть 7-ой степени, другое (22 — 1)-ой степени, то’число 
рвшевй будетъ по большей мфрф т (т — 1). Такимъ образомъ черезъ 
точку р къ кривой 7-ой степени можно по ‘большей мфрф провести 
т (т — 1) дьйствительныхь или мнимыхъ касательных. 

Если кривая будетъ второй степени, то уравнене (3) будетъ первой 
степени, и мы получимъ два рёшеня ‘дёйствительныхъ или сопряжен- 
выхъ инимыхъ. Если оба рёшеня будутъ дйствительныя, то черезъ точку 
р къ кривой можно провести двз дфйствительныя касательныя. Ёсли два 
рёшен!я будутъ сопряженныя мнимыя, то об касательныя будутъ сопря- 
женныя мнимыя, но прямая прикосновенй (3) будетъ дёйствительная. 


Гармоняческая пропорщя. 


294. Даны дв точки А и В; извфетно, что на прямой АВ суще- 
ствуютъ двф такя точки С и О, что 
отношене ихъ разстоянй отъ двухъ Фиг. 161. 
точекъ А и В равно данному отно- ы а“ о 
шеню (физ. 167). Эти двф точки —=* 
Сир называются бопряженными 
зармоническими относительно двухъ точекъ А и В. Очевидно, что су. 
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ществуетъ безконечное число системъ точекъ, сопряженныхъ гармониче- 
ски двумъ даннымъ точкамъ; одну изъ точекъ можно взять произвольно. 
Если точка С будеть приближаться къ срединф 0 прямой АЗ, то со- 
пряженная точка 0) будетъ удаляться въ безконечность, и наоборотъ. 

Если пути, пройденные въ одномъ направлени, будемъ принимать за 
‚ положительные, а пути, пройденные въ обратныхъ направлевяхъ, за 
отрицательные, то получимъ соотношеше 


. 
. 


АС АР 


Такъ какъ это соотнонен!е можно представить въ ВИД 


СА св 2 


РА — БВ’ 
то, обратно, мы видимъ, что двф точки А и В суть сопряженныя гармо- 
ническия относительно двухъ точекъ Си О. 
Если опредВлимъ относительныя положения четырехъ точекъ посред- 
ствомъ разстояня одной изъ нихъ А оть трехъ другихъ, то предъидущее 
соотношене обратится въ 


` 


О! 1 
(5) - №82 Ра 
Считая разстоянёя отъ точки 0, средины АЗ, получимъ 
(6) | 06. Ор = 08*. 


р Теорема и. 


295. Дано коническое стъченае; если черезз точку р плоскости 
проведем» какую-нибудь съкущую шт’ (физ. 168), то зеометрическое 
мъсто точки р’ сопряженной лармонической точкь р относительно 
двухё точек перестчейя ш и ш’ съкущей и кривой будетз прямая 
мия. | 

Точка р’ на каждой съкущей опредфляется уравненемъ 


Поэтому очевидно, что геометрическое мЪето есть алгебраическое, И 
что на каждой скущей . находится только одна точка геометрическаго 
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мфста; сверхь того точка р не принадлежитъ геометрическому мъсту, 
слфдовательно искомое геометрическое м5сто есть алгебраическая лин!я; 
которая только въ одной точкф пересфкается каждою изъ прямыхъ, про- 
веденныхъ черезъ точку р; слБдовательно, это есть лин!я перваго порядка, 
т. е. прямая лишя Р. Эту прямую легко опредзлить по двумъ ея точ- 
камъ; черезъ точку р можно провести двф касательныя ра и рб; когда 
сфкущая совпадаетъ съ касательною ра, то обЪ точки пересфченя 7 и 
11’ сливаются съ точкою прикосновен!я 4, и мы получимъ — а 
куда рр’= ра, и саЪдовательно, точка р’ сама сливается съ точкою а, 
такимъ образомъ, об точки прикосновеня а и 6, принадлежатъ геометри- 
скому месту. Отсюда заключаемъ, что прямая Р есть не что ‘иное, какъ 
прямая прикосновенй относительно точки р. Эта прямая Р называется 
полярою точки р, и наоборотъ точка р называется #010с0м5 прямой Р. 


от- 


Найдемъ прямо изъ анализа уравнен!е геометрическаго мета. 
Пусть 


(у), = Ах -- Вху + (Сл + Ох | Еу- =0 
будетъь уравнене кривой; х, и у, кординаты точкн р; Фиг. 168. 


какую-нибудь сЪущую, проведенную черезъ точку р» 
можно выразить уравнен/ямн 


& в у 


въ которомъ а и  означаютъ два постоянныя, а о раз- 
стоян!с точки р отъ какой-нибудь прямой; отсюда нз- 


ХоДНМЪ < = 2, -|- 40, у= у, + Ве. Внеся этн величины въ уравнене кривой, получимъ 
ураввен!е второй степеви относительно о : ь 


У (а, + а6, у, + 60) = в 


которое опредфляетъ разетоян!я точки р отъ двухъ точекъь т и т!. Развервувъ урав- 
вев!е, получниъ 


(Ла + Ваб + 65) о - (ай, ВР, )е-+-1(5, у,) =0, 


1 
илн, если — возьмемъ за неизвЪстное, 
@ 


1 
(а У Сал=, аль) 5+ (Аа + Ва + 65) 0, 


Назовемъ че резъ о’н ‹”’ два корня этого уравненя, н черезъ о разстояв!е точкн р, отъ 

й Е За 1 
сопряженной гармовической точкн р’. По уравнен!ю (5), мы должны им ть С = ее" 
Но мы нифемъ 
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1 Е .. 


9’ в"_ Ге у) } ь 
откуда 
2 Ла + Я у.. 
е Ле у) ’ 
НН у 


ао. + бо, Ду, + ЭГ (ть, у,) = 0. 


Такъ какъ точка р! принадлежить прямой ртт’, то ея координаты д и у удовле- 
творяютъ уравненямъ (7) зтой прямой; т. е. мы получимь д — 2: = а0, уу, =6,, 
замънивъ въ предъидущемь уравнени ао, и бо, этими величинами, исключимъ цере- 
мфнные параметры а и 6, и получныъ уравнене геометрическаго мъста 


(8) (2—2) а, +ч-—дхл, + 27 (< У1) == 0, 


которое есть первой степени. Если вынолнимъ вычислен!я, то увндимъ, что постоян- 
ный членъ 27(5, У) —11] =, — Лу, приводнтся къ Ох, + Еу, + 22, а предъвду- 


_щее уравнение обратится въ 
ха, + УРу, -- хз, - Еу, + 2Р) = 0. 
Но это приведенше можно сдфлать другимъ образомъ; представимъ себф, какъ 
прежде, что въ многочлен% } (2, У) х и у замБиены черезъ Е и ", и что вс члены 


умножены на 2", тогда этотъ миогочлеиъ обратится въ однородный многочлен вто- 
рой степени, который мы озиачимъ черезъ Г(2, у, 2). Изъ свойства однородныхъ 
ФУНЕЩ, 0 которыхъ было сказано въ $ 292, получимъ 


ро -- УРу + #7, + ЭХ (2, у, 2); 
откуда 


2 (х, у, 2) — пра — УРу — Ра 


нли, замфннвъ х, у, 2 черезъ х,, У, 2.› 


(а, У 2) — мфу Р=аЛ, 


Слфдовательно, уравнен!е (8) можно написать въ видь 


: а, НУ | Но 


илн для снмметри 
(9) др 8 \Ри- 37: ‚=0. 
Если это уравнен!е развернемъ, то увнднмъ, что оно не изм®няется, когда въ 


немъ перемфнимъ буквы хи т, Уи уран 2,, и такимъ образомъ получимъ уравне- 
не (3) хорды прикосновен!й. 


296. Разсмотримъ относительныя положен полюса и поляры. Черезъ 
точку р проведемъ сфкущую тт’ (физ. 169) параллельно хордамъ, ко- 
торая маметръ, проходяций черезъ точку р, дБлитъ пополамъ; такъ вакъ 
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точка р есть средина лини 727’, то сопряженная гармоническая точка 
находится въ безконечности на этой сЪкущей, Фиг. 169. 

отсюда заключаемъ, что поляра Р’ параллельна 
хорд 1’, т. е. параллельна направлению сопря- 
женнаго Даметра, проходящаго черезъ точку р.. 

Пусть о будетъ центръ кривой и р’ точка 
юполяры, находящейся на даметрЪ. ор, т. е. 
гармоническая точка, сопряженная точк$ р отно- 
вительно двухъ концовъ с и с’ даметра; тогда 
получимъ ор. ор’ = ос*. Если полюсъ р будемъ двигать по даметру ос, 
то поляра Р будетъ двигаться параллельно самой себф. Если полюсъ пе- 
ремфщается отъ о къ с, то поляра, находившаяся прежде въ безконеч- 
ности, будетъ боле и боле приближаться къ кривой и сдфлается каса- 
тельною въ точк$ с. Если полюсъ выходитъ изъ кривой и удаляется не- 
опред$ленно, то поляра пересфчетъ кривую въ двухъ дЪйствительныхъ 
точкахъ и будетъ все болфе и болфе приближаться къ центру. 

Если кривая будетъ парабола, въ этомъ случа точка с’ находится въ 
безконечности, а точка с будетъ средина рр’. 

Изъ всего предъидущаго слЪдуетъ обратное заключение: всякая прямая 
имфетъ полюсъ и притомъ одинъ. Если ‘отнесемъ кривую къ какимъ-ви- 
будь осямъ, то, дая опредфлешя координатъ х, и у, Полюса р данной 
прямой 1 -{- пу -- р = 0, надобно это уравненме сдфлать тожествен- 
нымъ съ уравненемъ (9), которое выражаетъ поляру точки р; такимъ обра- 
зомъ получимъ два соотношения. 


(10) Та Ан — Рн, 


т п р 


Теорема ШИ. 


297. Поляры всълз точекз прямой проходят через» полюсз этой 
прямой, и обратно полюсы всъхз прямыхь, кото- Фиг. 170. 
рыя проходятз через одну и ту же точку, нахо- 
дятся на поляръ этой точки. 

На прямой Р, полюсъ которой есть р, возьмемъ 
какую-нибудь точку 4 (физ. 170); прямая рд пере- 
сфкаетъ коническое сфчеше въ двухъ точкахъ т и. 
т!; такъ какъ дв® точки ри 4 суть сопряженныя 
гармоническя относительно двухъ точекъ 7 и т’, 


то поляра точки 4 проходитъ черезъ точку р. 
Брю и БукЕ. Геомвтв!я, 16 
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з 
Обратно, пусть 4 будетъ полюсъ какой-нибудь прямой (), проходящей 
черезъ точку р; такъ какъ дв точки 4 и р суть сопряженныя гармони- 
ческя точки относительно двухъ точекъ 7 и т’, въ которыхъ прямая 


Р4 пересфкаетъ коническое сфчене, то точка 4 принадлежитъ полярё Р 
точки р. 


Теорема ШИ. 


298. Дано коническое съчене; если черезз точку р проведемь деть 
камя-нибудь спкушия ршш’, рпп’, которыя 
переськаютз кривую в5 точкахь ш, т’, п, п’ 
(фи. 111), то точки пересъчешя 4 п 4’ пря- 
мых шп, ш’п’ или шп’, то’п 6удутз принад- 
лежать поляръь точки р. й 

Замфтимъ прежде, что теорема 1 справед- 
зива въ томъ случаЪ, когда геометрическое мз- 
сто втораго порядка приводится къ систем$ двухъ 
прямыхъ; но’ тогда поляра точки р проходитъ 
черезъ вершину угла; дЬйствительно, если бу- 
демъ разсматривать сфкущую, которая прохо- 
дитъ черезъ вершину, то обЪ точки 2% и т’ 
сольются съ этою точкою, точно также и точка р’, сопряженная гармони- 
ческая точка р. 

Доказавъ это, раземотримъ систему двухъ прямыхъ тт, 2’%', которыя 
пересЪкаются въ точк® 9. Прямая ртт’ перес®каетъ коническое съчеше 
и двБ стороны угла 747’ въ однфхъ и тфхъ же точкахъ т и 9’; точка 
ф’, сопряженвная гармоническая точки р, будетъ одна и та же на сЪкущей 
фтт’, когда эту сфкущую будемъ разсматривать, какъ принадлежащую 
къ коническому сфченшю или углу. Точка р” сопряженная гармоническая 
точки р, будетъ также одна и та же въ обоихъ случаяхъ на сфкущей 
фтп’. Такъ какъ поляры точки р, относительно коническаго сЪченя и 
угла, имфютъ дв$ обиия точки р’и р", то он$ сливаются; но мы знаемъ, 
что поляра относительно угла проходитъ черезъ вершину 4; слЪФдовательно, 
точка 4 принадлежитъ полярЪ точки р относительно кривой. Точно также 
точка 4’ принадлежитъ этой же поляръ. | 

Примпчаще. Когда кривая начерчена, то изъ этой теоремы мы выво- 
димъ способъ строить поляру точки р. Черезъ точку р проводимъ дв 


Фиг. 111. 
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съкущ ртт’, рпп’, съ помощию которыхъ опредфлимъ двф точки ди 9” 
поляры. 

Если точка р будетъ внфшняя, то поляра пересфчетъ кривую въ двухъ 
точкахъ, которыя будутъ точки прикосновеншя касательныхъ, проведенныхъ 
изъ точки р. ‘ 


Шзанмных полярных Фигуры. 


299. Въ плоскости дана Фигура, составленная изъ точекъ а, 6, с,... 
и прямыхъ А, В, С,...; ебли возь- 
мемъ полнры А’, В’, 0’... точекъ, и Фиг. 112. 
полюсы а’, 6', с’... прямыхъ относи- 
тельно опредфленнаго коническаго с$- 
ченя, то получимъ вторую фигуру, 
состоящую, какъ и первая, изъ пря- 
мыхъ и точекъ. Поступивъ точно 
такъ же со второй фигурой, т. е. взявъ 
полюсы прямыхъ и поляры точекъ, по- 
лучимъ снова первую хигуру. Въ сад 
стве этого эти двБ Фигуры назы- 
ваются взаимными полярными фи- 
гурами (фиг. 112). 

Прямая аб, которая соединяетъ дв точки @ и 6 одной изъ фигуръ, 
имфетъ полюсомъ точку пересъченя прямыхъ А! и В’ другой Фигуры; и 
обратно, точка пересфченн двухъ прямыхъ А’ и В’ одной изъ Фигуръ 
имфеть лолярою прямую аб другой Фигуры. Еели н$сколько точекъ а, 6, 
с... находятся на прямой лиши въ одной изъ Фигуръ, то прямыя А!, 
В’, С'... другой Фигуры проходятъ черезъ одну и ту же точку, которая 
есть полюсъ прямой; наоборотъ, если н$сколько прямыхъ А, В, С про- 
ходятъ черезъ одну и ту же точку одной изъ Фигуръ, то точки а!, $’, 
с’.... другой Фигуры находятся на прямой лин. 

Дана плоская кривая 8; проведемъ къ этой кривой касательную. А и 
возьмемъ полюсъ а’ этой касательной (физ. 113). Если будетъ наматывать 
касательную А на кривую 5, то полюсъ а’ опишетъ другую кривую 9’. 
Пусть А и В будуть дв состдыя касательныя, проведенныя къ кривой 
8, а’ и 6! ихъ полюсы; точка пересъченя 2, двухъ прямыхъ А и В 
будетъь полюсъ прямой а’б’ если касательная В будетъ неопредфленно 
приближаться къ касательной А, то точка т будетъ приближаться къ 
точкф прикосновеня а касательной А; въ то же время сфкущая а/!, 


16* 
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вращаясь около точки а’, обратится въ касательную къ кривой 5’ въ 

Фиг. 173. точк5 а’; точно также, наоборотъ, кривая 
3 есть геометрическое мЪсто полюса а 
движущейся касательной А’, проведенной 
къ кривой В’. Очевидно, что точки а иа’ 
соотвфтетвуютъ другъ другу такимъ обра- 
зомъ, что касательная, проведенная къ од- 
ной изъ этихъ точекъ, есть поляра другой. 
065 кривыя В и В’ называются взаимными 
поларами. 


300. Пусть 
(11) Е (у =0 


будетъ уравнеше алгебраической кривой В 1-ой степени; касательная А, 
проведенная въ точкф а, координаты которой суть х и у, выразится урав- 
ненемъ 


(12) ХР.' + УЕ, + 7Е, =0. 


Назовемъ черезъ 1, и у, координаты полюса а’ прямой А отноеи- 
тельно управляющей кривой втораго порядка } (х, у) = 0; тогда уравне- 
не подяры точки а’ будетъ 


12) ХР. + Уи + АЛ. =0. 
Оба уравнешя (12) и (13), которыя выражаютъ одну и ту же кривую, 


должны быть тожественны; такимъ образомъ мы получимъ соотношен1я 


Ра ВЕЛ ат 
(14) | т. = ии, 


Если изъ трехъ уравнений (11) и (14) исключимь хи у, то подлу- 
чимъ уравнеше кривой В’, т. е. геометрическое мЪсто точки а’. 


Отыщемъ „напрам $ ръ, взаимную полярную кривую ковическаго счен1я Ат-|-Ву—1=0, 
относительно управляющаго круга 1°-+ у —1=0. Если ти у замфнимъ черезъ 
= в ‚ то этв оба ураввевя будутъ однородвы Аг -+ Ву? — 2 =0, 2$ -- уз —2^=0, 


2: У 2, 


а уравнении (14) обратятся въ —_ = Ву = 2; ПОдОЖИВЪ ЗСЬ 2 = 2, =1, пОзучимъ 
2 .. 9%. ; Е 
= дум 5; ввеся оти везвчавы въ уравнеше данвой кривой, получим» уравневе 
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2* * 
Е + ". —1 = 0. Такимъ образомъ взаимная поларная кривая есть новое кониче- 


ское сЗчев!е. 

301. Степенью или порядкомз алгебраической кривой мы называли 
степень уравнен!я, которое выражаетъ ее въ прямолинейныхъ координа- 
тахъ, иди число дфйствительныхъ или мнимыхъ точекъ, въ которыхъ кри- 
вая пересфкается какою-нибудь прямою. Точно также классом» кривой 
называется число дфйствительныхъ или мнимыхъ касательныхъ, которыя 
можно провести къ кривой черезъ какую-нибудь точку плоскости. Извф- 
стно, что изъ какой-нибудь точки можно провести двз- касательныя къ 
кривой втораго порядка; слфдовательно, кривыя втораго порядка принад- 
лежатъ ко второму классу. 

Легко убфдиться, что двф взаимныя полярныя кривыя Ви В’ (фи. и 
таковы, что порядокъ одной изъ 
нихъ равенъ классу другой. Фиг. 174. 

Какая-нибудь прямая Р перес+- 
каетъь кривую Б вЪ 7 точкахъ 
а, 6, с, ...; этимъ т точкамъ 
соотвфтетвуютъ 7 прямыхъ А’, 
В’, С'..., касающихся кривой 9’ 
и проходящихъ черезъ точку р’, 
которая есть полюсъ прямой Р, 
и наоборотъ, каждой касатель- 
ной А’, проведенной изъ точки 
р’ къ кривой В, соотв®тствуетъ точка @, которая принадлежитъ кривой 8 
и находится на прямой Р; такимъ образомъ число касательныхъ, кото- 
рыя можно провести изъ точки р’ къ кривой 8’, равно числу точекъ пе- 
ресвчен!я кривой В съ прямою Р, и саЪдовательно, кдассъ кривой 8’ равенъ 
порядку кривой В. Точно также порядокъ кривой 8’ равенъ кдассу кривой В. 

Такъ какЪ кривая втораго порядка есть втораго класса, то отсюда сл$- 
дуетъ, что взаимная полярная кривая втораго порядка есть также втораго 
порядка. 

Въ этомъ случав точно также легко опредфлить родъ кривой. Если 
центръ о управляющей кривой будетъ находиться внЪ кривой 8, то изъ 
этой точки можно будетъ провести двЪ дьйствительныя касательныя Аи В 
къ кривой В (фил. 116); такъ какъ полюсы этихъ касательныхъ удаля- 
ются въ безконечность, то заключаемъ, что кривая Э’ имфетъ безконечныя . 
вътви по двумъ различнымъ направлешямъ; слёдовательно, это есть гипер- 
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бола. Пусть а и 6 будуть точки прикосновен!я касательныхъ Аи В; тогда 
Фит. 115. поляры А’ и В’ этихъ двухъ точекъ будутъ 
касательныя къ кривой В’ въ точкахъ, на- 
ходащихся въ безконечности; слдовательно, 
это есть асимптоты. Если центръ о управ- 
лвющей кривой будетъ находиться на кри- 
вой В, то точки а и 6 сольются съ точ- 
кою о, поляра этой точки, или асимптота 

— 


й удаляется въ безконечность, и кривая 5! 
| будетъ парабола. Наконецъ, если центръ о 
управляющей кривой будетъ находиться внутри кривой В, то кривая ©’ бу- 
детъ эллипсъ. | 
302. Способъ взаимныхъ поларъ имфетъ болыпое значене при из- 
учени коническихъ сфчешй; съ помощю его, когда найдено свойство 
этихъ кривыхъ, можно вывести отсюда непосредственно соотносительное 
свойство. Напримфръ, мы доказали въ $ 274, что черезъ пять данныхъ 
точекъ можно провести коническое сфчене и притомъ только одно; от- 
сюда заключаемъ, что можно провести коническое спчеще касающееся 
пяти данныхь прямыть и притомъ только одно. Дъйствительно, поло- 
жимъ, что въ плоскости начерчено какое-нибудь коническое свчеше, кото- 
рое возьмемъ за управляющую кривую, и что относительно этого кониче- 
скаго сЪфченя взяты полюсы а, 6,, с’, 4’ е’ пати данныхъ‘ прямыхъ 
А, В, С, О, Е; черезъ пять точекъ а’, 6’, ‘с’, 4’, е’ можно провести ко- 
пическое съчене 8’; взаимная полярная кривая кривой ©” будетъ кони- 
ческое сБчеше, $ касающееся пяти данныхъ прямыхъ. Обратно, каждому 
коническому сфченю, касающемуся пяти прямыхъ, соотвфтствуетъ кони- 
ческое сфчеше, проходящее черезъ пять точекъ; такъ какъ черезъ пять 
точекъ можно провести только одно коническое сфчеше, то существуетъ 
только одно коническое сёчеше, касающееся пяти прямыхъ. 


Фиг. 116. 303. Раземотримъ частный случай, когда управляющая 
кривая будетъ кругъ радгуса т; въ этомъ случа поляра 
А’ точки а будетъ перпендикулярна къ оа и находиться 


й 7? 
отъ центра на разстоян!н, равномъ —. Прямыя, соедн- 


ияющя Центръ съ двумя точками аи 6, образуютъ 
между собою уголь а0ф, равный углу поляръ А’ и В! 
этихъ точекъ (фиг. 116). 

Черезъь цеитръь о проведемъ линш, параллельныя 
прямымъ Аи В; изъ точекъ а и 6 опустимъ перпеи- 
дикуляры на эти прямыя; изъ подобиыхъ треугодьни- 


ковъ оае, об} находимъ 
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ао ае _ ас -- се _ ‚ве -- 09. 


5-4 а ы ов 


отеюда ов (Ъа-- ой) = ов (ас -+ 09); но оа. ой = 06. 09 == 1*; слвдовательно, оа $4=06 ас, 

ов _ @6 
ИЛИ 6 5а' 

Такимъ образомъ разстояще двухъ точекъ отъ центра пропорцональны разстоя- 
нямъ каждой изъ нихъ отъ полары другой. 

Найдемъ взаимную полярную кривую круга радгуса ”’ относительно круга о. Пусть 
С' будетъ подяра цептра с дапнаго круга (фиг. 197); 
проведемъ къ этому кругу какую-нибудь касательную Фиг. 111. 

А и возьмемъ полюсъ а’ этой прямой; иаъ предъиду- 

ба’ а’а оа! ос. 
щаго свойства получимъ т - РР: = 2 такъ 
какъ отношен!е разстоян каждой точки @’ геометри- 
ческаго ифета отъ точки о н отъ опредвлепной прямой 
С’ есть постоянное, то это геометрическое м%ето 
есть кривая втораго порядка, точка о которой есть одянъ 
изъ Фокусовъ, а прямая С’ соотвфтствующая директ- 
риса. 

Съ помощию этого преобразован!я можно непосред- 
ственно изъ свойствъ круга вывести большую часть свойствъ ФОкусовъ Кривыхъ 
втораго порядка. Такъ наприм$ръ, дв касательныя Аи В, проведенныя къ кругу с, 
составляютъ равные углы съ хордою прикосновеня аб; прямымъ А и В соотв%т- 
ствуютъ дв точки а’ и 6' коническаго сБчен!я; двумъ точкамъ а и 6 круга соотвфт- 
ствуютъ касательныя А’ и В’, проведенныя къ этому коннческому сфченю въ точ- 
кахъ а'в5'; прямой аб али М соотвЪтствуетъ точка пересфчен!я т’ прямыхъ А! ив’. Ра- 
дГусы, проведенные изъ Фокуса о къ точкамъ а', 5’, т' образуютъ между собою углы, 
раввые угламъ ихъ поляръ А, В, М; отсюда ааключаемъ, что прямая от! деть уголъ 
а’ о 65! пополамъ ($$ 955). 

Геометрическое м%ето вершины т постояннато угла, описаннаго около врута с, 
есть концентричный кругъ. Двумъ касательнымъ А н В, проведенпымъ наъ точкв т къ 
кругу с, соотвфтетвуютъ дв точки а’н $’ ковическаго сёченя, а точкф т прямая 
а'\'; такъ какъ уголъ а'06' равенъ углу прямыхъ А н В, то онъ также постоянный; 
такъ какъ точка т описываетъ кругъ, центръ котораго есть с, то ея поляра а’ оги-, 
баетъ коническое сфченте, точка о котораго есть одинъ изъ хокусовъ, а поляра центра с 
есть директриса. Такниъ образомъ хорда, видимая изв фокуса копического съчешя 
1005 постоянным узломв, огибаетё коническое съчене, которое читеть тоть же 
фокусв и ту же директрису. Хорда аб круга огибаетъ концентричный кругъ; слздо- 
вательно, точка пересфчен!я касательныхъ, проведенныхъ къ коническому с®ченю 
въ точкахъ а’и 6’, описываетъ коническое сБчене, которое также нифетъ тотъ же 
ФОкубъ и ту же даректрису. 


Фгибаюш!я кривыя. 


304. Въ предъидущемъ намъ приходилось разсматривать кривыя, ка- 
саюпцяся прямыхъ; когда точка описываетъ кривую, поляра ея остается 
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касательною. къ другой кривой. Вообще огибающею движущейся лини 
называютъ кривую, котозой эта лин!я постоянно касается. 
Пусть 


(1) | (а, у, а) = 0, 


будетъ уравнеше, содержащее перемённый параметръ а. Каждой вели- 
чин$ а соотвзтствуетъ опредзленная лин!я.. Дадимъ параметру дв близкя 
величины а и а-|- #; тогда ливя (1) и линя 


2) Де, за =0, 


пересвкутся въ точкь М’ (физ. 118), координаты которой удовлетворяютъ 
въ одно и то же время уравненямъ (1)‘и (2). Оба эти уравнешя можно 
зам5нить слВдующимъ 


Се (2, уа-Ё+ № —Х(х, у, 9) 
Хао, а-я 0, 


которое, когда # приближается къ нулю, приводятся къ 


(3) (в, у, а) = 0, Л. (в, у, а) =0. 


.Но когда № приближается къ нулю, точка М’ перемвщается на лини 
(1) и приближается къ предвльному 
положеню М; это есть предзльная 
точка, которая выражается уравне- 
нями (3). Каждая изъ лишй (1) со- 

< держитъ предёльную точку; геометри- 
ческое м$сто этихъ точекъ, т.е. гео- 

метрическое мЪсто яосльдовательныхь пересъченй линй, выражае- 

мыхъ уравнешемъ (1), получимъ, исключивъ а изъ уравнений (3). 
Разсмотримъ снова уравнешя (1) и (2), въ которыхъ мы примемъ @ 

за перемфнное, а й за постоянное; эта система выражаетъ геометрическое 

мвсто точекъ, въ которыхъ каждая зишя (4) пересфкается лингею (а - 1). 

Дв® изъ этихъ точекъ находятся на лини (а), именно точки пересзчен!я 

М! лини (а) съ линею (а - №), и точка пересвченшя М” лиши (а — 1) 

съ лишею (а). Когда А приближается къ нулю, обф точки М’ и М” при- 

ближаются къ тому же предёльному положеню М, и геометрическое м$- 
сто сдфлается касательнымъ къ лиши (4) въ точкё М. Такимъ образомъ 
зеометрическое мъсто послъдовательныть пересьченй линий, выражае- 
мых уравнещемь (1), есть касительныя кь каждой изь этиль лини. 


Фиг. 1718. 
м 
м? к 
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Въ саЖдстйе этого говорятъ, что геометрическое мфсто есть огибающая , 
ливй (1), которыя называются оибаемыми. 


305. Положимъ теперь, что движущаяся ливя выражается уравне- 
н1емъ 


(4) (в, у, а, В) =0, 


которое содержить два перемфнные параметра а и 6, имюще межлу 
собой соотношене 


(5) $ (а, 6) =0. 


3 

Если черезъ 6’ назовемъ производную отъ 6, разсматриваемаго какъ 

Функщя отъ а, выражаемая уравнешемъ (5), то получимъ $’, - $’, 6' =0 

1 * 
откуда 5’ — — г . Но если приравняемъ вулю производную отъ Функщи 
Л (2, у, а, 6), взятую относительно а, разсматривая въ ней у, какъ Функ- 
цю оть а, то получимъ }, -- р’ 6’ = 0; отсюда находимъ соотношеше 
6 Фа __ 95 у 

(6) Е 

и чтобы найти уравнеше огибающей, надобно изъ трехъ уравненй (4), 
(5), (6) исключить два параметра. 

306. Для примфра найдемъ огибающую нормалей , проведенныхъ къ парабол$. Нор- 
маль, проведенная къ парабол5 у? — 2рх — 0 въ точкё М (фиг. 118), координаты ко- 
торой суть д н у, выражается уравнен!емъ р (У — у) + у(Х — 2) = 0; замБнивъ х его 
везнчиною р получимъ уравнен!е 


г У 
(1) аа 


которое содержнтъ пронзвольный параметръ у; теперь надобно взать производную от- 
носительно у ь 


(8) то 


и исключить у изъ уравнев!Й (7) н (8). Зам%нивъ въ уравненш (7) у? его величиною 
: Зру ь 
изъ уравнения (8), получныъ у = — 2 — р внеся эту величину у въ уравнене (8), 
получимъ уравнен{е огибающей р | 
8(Х — р» 
* — 
№ = ИЕ : 


Эта кривая имъетъ видъ, показанный на Фигур$; она представлаеть точку воз- 
врата въ С; дЬйствительно, такъ какъ касательная въ этой точк$ вормальна къ пара- 
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бол$ въ вершин» А, то она совпадаетъ съ осью АХ. Когда точка М опнсеываетъ вЪтвь 

°АВ параболы, нормаль наматывается на в®твь СО отн- 

Фаг. 179. ’бающей, и точно тавъ же, котда точка М опнсываетъ в%твь 

АВ! параболы, нормаль наматывается на вЪтвь СО! оги- 
бающей. 

Еслн жезаемъ провести пормали къ парабол$ че- 
резъ данную точкуР, то въ уравнении (7) надобво ХнуУ 
приннмать аа координаты точки Р, а ординату у подошвы 
М пормалн за нензвфстное. Иаъ точки Р можно прове- 
стн три нормали къ парабол$В нлн одну, смотря по тому, 
будетъ ли это. уравнен!е третьей степенн относнтельно у 
ны$ть трн дёйствительные корня влн одннъ. Этотъ во- 
просъ, очевидно, приводатся къ проведено касательныхъ 
ъ огабающей черезъ точку Р; такныъ обрааомъ огнбаю-. 
щая, которая есть третьей степени, есть также третьяго 
класса. Еслн точка Р будетъ находиться между двухъ 
вътвей огибающей, то изъ втой точка можно провести 
‚трв касательных ‘къ отнбающей, и сл5довательно, три 
нормалв къ парабол$; но котда точка лежетъ ваЪ, въ 
точк® Р!, тогда можно провести только одну касательную къ огибающей, и слдова-’ 
тельно одну вормаль къ парабол$. 


`307. Найдемъ еще огибающую нормалей, проведенныхъ къ влянису 


` 


2* 2 
«+ы—1=0 


уравнен!е нормали вЪ точкф (т, У) 


Хх МУ 
(10) ею =0 


содержнтъ два перемфнные израметра х н у, ви ющ!е между собой соотношене 


ЕВ 
ар р т 1= 0. 


По формул? (6), $ 305 мы имвемъ 


ы у 

и 
ах — БЕ ж— 
= ти 


третье отношене мы получныъ, сложнвъ чнслителн и знаменателн и умноживъ оба 
члена перваго на х, оба члева втораго на у, н принимая во вивман!е уравнен!е (10) 
и (11). Отсюда находимъ 


: ах ‚_ 5 


знеся отн величины въ уравнене (11), получамъ уравнев!е отнбающей 


ТЕОРЯ ПОЛЮСОВЪ И ПОЛЯРЪ. 951 
ах \?. фу" 
(12) —) + (= 8—4: 


Эта кривая представлаетъ четыре точки возврата (фиг. 180). Когда подошва М 
нормали описываетъ дугу АВ эллипса, нормаль 
ваматывается на дугу СО огибающей. Если же- ° Фиг. 180. 
лаемъ провести нормали КЪ эллиосу черезъ дан- 
ную точку Р, координаты которой суть Х в Х, 
то изъ двухъ совмфетныхъ уравнев!й (10) в (11) 
опредфлимъ координаты хи у подошвы каждой 
нормали; подошвы вормалей суть точки пересз- 
ченя даннаго эллипса (11) съ гиперболою (10); 
такнуъ образомъ нмфемъ мы четыре рёшеня. Но 
этотъ вопросъ приводится къ проведевйо каса- 
тельвыхъ черезъ точку Р къ огибающей; отсюда 
` заключаемъ, что огвбающая, которая должна быть 
шестой степени, есть четвертаго класса. Еслн 
точка Р будетъ ваходиться внутри огибающей, 
черезь эту точку можно провести четыре каса- 
тельныхъ къ огибающей, и саБдовательно четыре д5йствнтельныхъ пормали къ эллипсу; 
во когда` точка находится внЪ, наприм$ръ въ Р’', тогда къ огибающей можно провестя 
только двЪ дЪйствительныя касательныя, слфдовательно, дв$ вормали къ эллипсу; такямъ 
образомъ получаемъ т5 же результаты, которые были уже найдены въ $ 291. 

Уравиен!е огибающей пормалей, проведенныхъ къ гнпербол6, есть 


(3) (=) ы: (>, 3. 


с 8 


Касательныя ноординаты. 


308. Кривую можно разсматривать или какъ геометрическое м%сто 
точки, или какъ огибающую движущейся прямой. Разсматривая съ этой 
послфдней точки зрёшя, мы выразимъ прямую уравнешемъ вида | 


(14) ра | 49 —1= 0, 


и по аналоги скажемъ, что величины двухъ параметровъ р ид, которыя 
опредъляютъ ея положеше, суть координаты прямой. 
Если будетъ дано уравнеше 


(15) 9.9 =0 


между этими двумя параметрами, и если одинъ изъ нихъ будемъ изм*- 
вять непрерывно, то другой будетъ также вообще измФняться непре- 
рывно, и прямая будетъ двигаться въ плоскости огибающей кривой. Можно 
предположить, что уравнеше (15) выражаетъ кривую рядомъ ея касатель- 


# 
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ныхЪ съ ипомопую новой системы координать ри 4, которыхъ поэтому 
можно назвать касательными координатами. 

Чтобы получить уравнеше этой кривой въ линейныхъ координатахъ, 
надобно, какъ было сказано въ $ 305, исключить ри 4 изъ уравнен!й 
(14), (15) и 


(16) 


Если уравнене (15) будетъ алгебраическое, то уравнеше съ х и у, 
которое мы получимъ, будетъ также алгебраическое. Степень уравнен!я 
(15), представленнаго въ цфломъ видЪ, показываетъ классъ кривой. ДЪй- 
ствительно, если х, и у, будутъ координаты какой-нибудь точки плоскости, 
то каждая система величинъ р и 4, удовлетворяющихъ двумъ уравнен1ямъ 


ро -Е 4% — 1=0, $ (р, 9) =0, 
опредЪлитъ дЪйствительную или мнимую касательную, проходящую черезъ 
разсматриваемую точку. Если уравнеше (15) будетъ второй степени, то 
кривая, будучи втораго класса, будетъ также втораго порядка. 
Уравнене первой степени 


(17) Ар + В -+С=0 


ВЪ касательныхъ координатахъ выражаетъ точку, динейныя координаты 


& 
— — 


$? $ 


`` 


А В : . 
которой суть 4 = — (с, \ = — 5; дйствительно, это уравнеше, 


представленное въ видё 
рт + 49% —1=0, 

показываетъ, что движущаяся прямая постоянно проходить черезъ опре- 
дъленную точку (5%, Уо), слФдовательно, огибающая приводится къ точк$. 

Свойства уравненя первой степени въ линейныхъ координатахъ, ко- 
торыя были найдены въ П книг, справедливы также и въ этомъ случа$ 
съ тою разницею, что точки замфнены прямыми, а прямыя точками. Та- 
кимъ образомъ уравнеше. 


Ч =а(фр— р’, 
въ которомъ а есть произвольный параметръ ($ 64), есть общее урав- 
неше точекъ, находящихся на прямой (р’и 4’). Уравненше ($ 66) 


(18) ч—-Т=и-и ФР), 


выражаетъ точку пересвчешя двухъ прямыхъ (р’, 9'), (р’, 4"). 


ТЕОРТЯ ПОЛЮСОВ И ПОЛЯРЪ. 953 


Раземотримъ дв сосфдн!я касательныя, проведенныя къ кривой (15), и 
положимъ, что вторая боле и боле приближается къ первой; тогда точка 
пересъчен!я ихъ, выражаемая уравненемъ (18), предфломъ будетъ имфть 
точку прикосновешя этой первой касательной; такимъ ‚образомъ точка 
прикосновеншя выразится уравненемъ (6 89) 


9—4 =—5фЬ— р), 
или | 
(19) рр) + а-фяе =9. 
Чтобы это уравнене сдълать однороднымъ ($ 292), замфнимъь ри 4 
через 2 = тогда оно будетъ имть видъ 
(20) рр» Ч 49 т =0. 


309. Замвтимъ, что отыскане огибающей движущейся прямой можно 
привести къ теор!и взаимныхъ подяръ. Дфйствительно, эта огибающая кри- 
вая Б есть взаимная полярная кривая кривой 5’, описанной полюсомъ 
прямой относительно даннаго коническаго сфченмя. Если за управляющую 
кривую возьмемъ кругъ 2? -|- у? — 1—0, то прямая 2, Ну, у— 1 = 0, 
которая есть поляра точки (<,, у,) совпадаетъ съ движущейся прямой 
(14), если сдвлаемъ 1, = р, У. ==; такимъ образомъ кривая 3’ отно- 
сительно линейныхъ координатъь выражается уравненемъ ф (5,, у) = 0. 

Примтърз 1. Найти огибающую такой прямой, чтобы произведене разстоян!й ея 
отъ двухъ данныхь точекъ Ен Е’ быз20 равно данной величии. Взявъ прамую ЕЕ! 
за ось 2-овъ, а перпендикуляръ, проведенный къ срединЪ этой прямой, за ось у-овъ, 
означивъ черезъ 2с разстояше ЕЕ'} черезъ 6? постоянное пронзведен!е, н выразивъ 


движущуюся прямую уравненемъ вида рг - ау —1 = 0, получимъ соотношене между 
двумя перемфаными параметрами рна 


(= 9) р’ —1=0; 


знакъ -- или — вадо брать, смотря потому, лежать лн обф точки по одной сторон$ 
прямой или по обфимъ ея сторовамъ. Такъ какъ кривая С’ выражается уравне- 
немъ 


(с) зп му" —1=0, 


то ураввен!е искомой кривой С ни взаимной поляры ($ 300) будетъ 


2 : р 
аж 120 


чо, 
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Это есть эллипсъ нлн гипербола, точки Ги Е’ которыхъ суть Фокусы. Эта теорема 
есть обратная теорем, доказанной въ $ 259. 

Принпр П. Данъ четыреугольннкъ абс; найтн огибающую такой прямой, чтобы 
отношен!е произведешя ея разстоян лвухъ протнвоположныхь вершинъ къ про- 
изведен!ю ея разстоян!Й отъ двухъ другнхъ вершинъ была величина постоянная. Назо- 
вемъ черезъ 2, и у,, х, и у,, 2, ВУ, 2, и у, координаты четы рехъ вершинъ в движу- 
щуюся прямую выразныъ уравненемъ рх -- 9у — 1 = 0; гогда между двумя парамет- 
рами р н 4 волучнмъ соотношен!е 


(ри, + чу. — № (а, +9. 0- ры (рх, + 4%: —Ю (1. + 4. —-0=0; 


такъ какъ это соотношенше второй степени, то заключаемъ, что огнибающая есть кри- 
вал втораго класса нлн втораго порядка. Предъидущее уравиеше удовлетворяется 
тогда, когда движущаяся прямая совпадаетъ съ одной изъ сторонъ четыреугольника, 
потому что въ каждомъ членф множитель обращается въ нуль. Такимъ’' образомъ кри- 
вая винсана въ четыреугольникъ, а отношенйо © можно дать такую величину, чтобы 
кривая была касательною къ какой-нибудь пятой прямой. Отеюда слфдуеть общее 
свойство коническнхь сфчен: четыреугольникв, описанный около коническазю спченя; 
произведене разстоныёй какой-нибудь касательной от двухё противуположныхь вер- 
шин четыреузольника находится с5 произведемеиь разстояюёй этой же касатель- 
ной отб двут5 Орушуё вершинё вё5 постоянном отношени. 


. « 


ГЛАВА ХГ. 


Обиця свойства коническихъ с чен!й.. 


Гомографическ и системы. 


310. Когда на двухъ прямыхъ мы имфемъ двф системы точекъ, свя- 
занныхъ между собою алгебраически, такъ что одной точкЪ каждой си- 
стемы соотвфтетвуетъь только одна точка 
другой, тогда говорятъ, что обЪ системы 
точекъ суть зомозрафичестя. Если черезъ 
х из’ вазовемъ разстояня двухъ данныхъ 
точекъ, взятыхъ на прямыхъ, отъ двухъ 
соотвфтетвующихъ точекъ, то алгебраиче- 
ское соотношеше, которое по предположе- 
ню существуеть между хи х’ и которое должно быть первой степени 
относительно каждаго изъ этихъ двухъ перемфнныхъ, будетъ необхо- 
димо вида 


ей | '#-|- А - АВ —=0, 


Фиг. 181. 
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Оно содержитъ три произпольные коефФищента А, А’, В; слБдовательно, 
тремъ точкамъ, взятымъ произвольно на первой прямой, можно найти со- 
отвЪтетвующия три точки, взятыя произвольно на второй прямой, и та- 
кимЪ образомъ опредфлитея способъ гомогравическаго дъленя. 

Если разстояня на первой прямой будемъ считать отъ точки $, соот- 
вътствующей безконечности второй, а на второй прямой отъ точки 7, со- 
отвфтствующей безконечности на первой, то предъидущее соотношеше 
упроститея и будетъ 


(2) же В=0. 


Очевидно, что пукъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же 
точку, опредфляетъ на двухъ`какихъ-нибудь съкущихъ дв системы гомо- 
грахическихъ точекъ; действительно, по свойству вопроса соотношене 
между соотвфтственными точками есть алгебраическое, и одной точкЪ одной _ 
изъ сфкущихъ соотвфтствуетъь одна точка другой. Е 

Этимъ свойствомъ можно воспользоваться для построенмя соотвфтствен- 
ныхъ точекъ, когда способъ гомографическаго дфлешя на двухъ прямыхъ 
опредФляется тремя парами соотвфтственныхъ точекъ (а, а’), (6, 6’), (с, с’). 
Вторую линю перемвщаемъ такъ, чтобы она совпала съ точками а и а' 
(физ. 181); тогда прямыя 66’, сс’ пересвкутся въ одной точк® о; и пря- 
мая, которая соединяетъ точку о съ какою-нибудь точкою т первой пряа- 
мой, опредфлитъ соотвЪтственную точку т’ на второй прямой. Лин!я 07’, 
параллельная первой прямой, опредфлитъ точку ]” второй прямой соотвфт- 
ственную безконечности первой; точно также. лия 0%, параллельная вто- 
рой прямой, опредзлитъ точку $ первой прямой, соотвфтствующую безко- 
нечности второй. к 

311. Когда имбемъ два пука прямыхъ, изъ которыхъ одвф прохо- 
датъ черезъ точку о, друмя черезъ точку 0’, и эти прямыя связаны 
алгебраически такъ, что одной прямой каждаго пучка соотвфтствуетъ 
только одна прямая другаго пучка, тогла говорятъ, что оба пучка 30м0- 
зрафичесте. 

Очевидно, что если дВЪ опредфленныя точки о и 0’ соединимъ съ 
однфми и тёми же точками прямой или съ соотвтственными , точками 
двухъ гомограхическихь дълешй на двухъ различныхь прямыхъ, то со- 
ставимъ два гомограхическихъ пучка; потому что по свойству вопроса 
соотношен!е есть алгебраическое, и одной прямой соотвфтствуетъ только 
одна прямая, " 
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Обратно, два гомографичесме пучка опредвляютъ на двухъ какихъ- 
нибудь прямыхъ двф системы гомограхическихь точект. 

312. Если имфемъ на двухЪъ различныхъ прямыхъ дв системы гомо- 
графическихъ точекъ, и если зти двБ прямыя положимъ одна на другую, 
то на одной и той же прямой получимъ дв системы гомографхическихъ 
точекъ. Если способъ двленя опрелфляется тремя парами бходственныхъ 
точёкъ (а, а’), (5, 6'), (с, с’), то чтобы построить дв$ какя-нибудь сход- 
ственныя точки, вообразимъ, что прямая раздфлена пополамъ, точку а’ 
приводятъ въ точкф а, поворотивъ вторую прямую на извфстный уголъ къ 
первой, и потомъ окончимъ построешемъ, какъ показано на фигур$ 181: 

Если на одной и той же прямой мы имфемъ дв системы гомографи- 
ческихъ точекъ, то на прямой. будуть дв двойныя точки, т. е. двЪ 
такя, что каждая изъ нихъ, разсматриваемая, какъ принадлежащая къ 
одной изъ системъ, сливается съ своею сходственною въ другой системъ. 
Дъйствительно, если разстоян!я на прямой будемъ считать отъ одной и 
той же точки и ‘если сдфлаемъ 2’ ==5, то, по уравненю (1), получимъ 
уравнене второй степени. 


(3) 2" + (А А’) =-В=0, 


каждый корень котораго опредфляетъ двойную точку. Об двойныя точки 
будуть дёйствительныя или мнимыя. Е 

При =, уравнеше (1) даетъ х’ = — А; при 2’ =, оно даетъ 
х—:—-А!'. Положимъ, что мы построили, какъ было показано, дв точки 
фи], сходственныя безконечности; если разстояшя будемъ считать отъ 
точки с, средины 17, то такъ какъ величина х’и 5, соотвфтствующия без- 
конечности, дозжны быть равны и имфть обратные знаки, получимъ 
А-- А’ =0, и уравнене (1) обратится въ 


(4) та’ А (#— =) + В=0. 
Уравнене (3), которое опредфляетъ двойныя точки, приводится къ 
(5) <? -- В = 0. 


Назовемъ черезъ с’ точку второй системы, сходственную точкф с пер- 
вой: такъ какъ уравнеше (4) должно удовлетворяться при х —= 0 их’ = сс’, 
то получимъ В = А. сс’ = — ©]. сс’, и уравнеше (5) будетъ имФть видъ 


(6) = се. 


Двойныя точки будуть дфйствительными тогда, когда лини си сс" 
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откладываются по одному направлен. Чтобы построить ихъ въ этомъ 


случа, опишемъ кругъ на с/7!, какъ на д1а- Фиг. 182. 
метрь (физ. 182); изъ точки с проводимъ ка- Ра - 
сательную; отложивъ касательную на прямой, / о 


получимъ дв двойныя точки е и Ё, которыя - + А 
находятся ва равномъ разстояни отъ точки с. 7 

313. Два гомограхичесые пучка, имвюще одну и ту же вершину, 
имфютъ точно также двЪ двойныя прямыя, дьйствительныя или мнимыя; 
мы ихъ получимъ, соединивъ вершину съ двумя двойными точками гомо- 
грахическаго дБленя, опредБляемаго пучкомъ на какой-нибудь сЪкущей. 

Если постоянный уголъ будемъ поворачивать около его вершины, то 
об стороны образуютъ два гомограхическе пучка около одной и той же 
точки; различныя положеня одной изъ сторонъ 
составляють первый пучекъ; различныя поло- 
жен!я второй стороны составляютъ второй пу- 
чекъ. Очевидно, что двф двойныя прямыя бу- 
дутъ мнимыя, и замфчательно то, что он не 
зависятъ отъ величины угла. Дъйствительно, про- | 
ведемъ какую-нибудь сЪкущую и изъ вершины опустимъ перпендикуляръ ос 
на сфкущую (фи. 183); оба положеня а’0, 7о’а, въ которыхъ одна изъ 
`. сторонъ параллельна сфкущей, даютъ двЪ точки фи 7]';) положеше с’ос 
даетъ точку С’, сходственную точкЪ с. Углы с’ос, ’оа равны. потому 
что уголъ 6’0]' есть прямой; поэтому получимъ с]. сс’ = — 0с*, и урав-. 
нене (6) будетъ х* = — 0с?; откуда д — Е 0с.4. Такимъ образомъ, по- 
‚ ложене двойныхъ точекъ на сЪкущей и, слдовательно, положене двой- 
ныхъ прямыхъ не завибить отъ величины угла. Если за начало коорди- 
натъ возьмемъ точку о, за ось 1 прямую ос, за ось у-овъ оа, то двой- 


ныя прямыя будутъ имЪть уравненемъ # — ==; вмфств онф выразятся 


Фиг. 183. 


уравневшемъ 2? - у* —= 0; это суть асимототы круга 2° -- у? ==7*, опи- 
саннаго изъ точки о, какъ центра. | 

Обратно, если двойныя точки двухъ системъ гомограхическихъ точекъ 
на одной и той же ‘прямой будутъ мнимыя, то обЪ эти системы точекъ 
можно найти, обращая постоянный уголъ около его вершины. Такъ какъ 
точка с есть средина #], то образъ двленя опредфляется тремя парами 
точекъ (с, с’), (10), (®, 7’); перпендикуларъ со къ прямой пересЪкаетъ 
кругъ, описанный на лини с’)’, какъ на даметрв, въ точкф о; уголъ 


С’ос, обращаясь около точки о, опредБлитъ данное гомограхическое дфлене. 
Бро п БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ и 
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Слшше. 


314. Разсмотримъ двф системы гомограхическихъ точекъ на одной и 
той же прямой и положимъ, что дв соотвётствующия точки @ и а' бу- 
дутъ вэаимныя точки, т. е. если точкф а первой системы будетъ соот- 
вътетвовать точка 4!’ во второй, то, обратно, точкё а’, которую разсмат- 
риваемъ, какъ принадлежащую первой систем, будетъ соответствовать 
точка а во второй. Необходимо, чтобы уравненге (1) удовлетворялось также 
и въ томъ случав, когда переставимъ частныя величины 5 и 4’, относя- 
пщяся къ этимъ двумъ точкамъ, а для этого необходимо, чтобы А —= А"; 
но тогда всф соотвфтственныя точки будуть взаимны по двф, И въ этомъ 
случав-говорятъ, что точки находятся въ сляши. 

Такъ какъ уравнен!е 


(1) хи! А (в =’) В =0 


содержитъ только два проиэвольные коеффищента А и В, то для опре- 
дваен!я сляня достаточыо двухъ паръ сопряженныхь точекъ (а, а), 
(6, 6'). Обь точки фи 7 сливаются, и если разстоявя будемъ отсчиты- 
вать отъ этой точки $, то уравнен!е (7) обратится въ 


(8) та! +, В = 0; 


эта точка называется центром смяшя. Есть двЪ двойныя точки 
е и{, дйствительныя или мнимыя, опрел®ленныя уравненемъ 2? -|- В = 0. 

Такимъ образомъ, уравневе (8) будетъ 24’ — 4е*; отсюда эаключаемъ, 
что дв двойныя точки е и Х суть гармоничесмя сопряженныя относи- 
тельно двухъ какихъ-нибудь сопряженныхь точекъ. 

Круги, проведенные черезъ двф данныя точки р и у, опредфаяютъ 
ва прямой смяше (физ. 184). —Воэзьмемъ 
на прамой какую-нибудь точку а; черезъ эту 
точку и двё точки р и 4 проходитъ только одна 
окружность круга. Эта окружность перес$каетъ 
прямую во второй точкВ а’; такимъ образомъ ^ 
ТОЧЕВ а будеть соотвфтствовать только одна 
точка @’; сверхъ того соотношене есть алге- 
браическое и существуеть обратность; слёдовательно, эти пары точекъ 
составляютъ смяне. Точка 1, въ которой прямая р пересфкаетъ 
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данную прямую, есть центрь смяшя, а двойныя точки суть точки 
прикосновеня касательныхъ круговъ. 

Двойныя точки будутъ дЪйствительныя или мнимыя, смотря по тому, 
‘будетъ ли точка 4 находиться внф точекъ а и а, или между ними. Въ. 
‹первомъ случаЪ двойныя точки мы получимъ, проведя изъ точки $ каса- 
-тельную къ одному изъ круговъ и отложивъ эту касательную. 

Если пренатстве опредфляется ва прямой помощио двухъ паръ со- 
пряженныхъ точекъ (а, а”), (6, 6’), то легко можно построить двЪ ка- 
вмя-нибудь сопряженныя точки. Черезъ дв точки а и а’ проведемъ кругъ;. 
черезъ двз точки 6, 6’ и произвольную точку р на первомъ круг прове- 
‚демъ второй кругъ; эти два круга пересъкутся во второй точк$ 4; кругъ, 
проходящй черезъ дв точки р и 4 и точку т прямой, опредзлитъ со- 
пряженную точку т’. 

315. Разсмотримъ точно также два гомограхическе пучка, имвюще- 
«одну и ту же вершину, таме, что двф соотвётствующя прямыя были бы 
взаимныя; эти прямыя опредфляють на какой-нибудь сЪкущей` точки въ 
смянши; слЪдовательно, всв сходственныя прямыя суть взаимныя по 
двЪ, и говорятъ, что прямыя находятся въ сманш. Есть дВЪ двой- 
ныя прямыя дфйствительныя или мнимыя; но нфтъ ничего аналогичнаго 
съ центромъ слянйя. 

Мы сказали ($ 313), что, когда постоянный уголь вращается около 
-его вершины, двз стороны образуютъ два гомограхическе пучка. Есаи 
уголъ будетъ прямой, то будетъ взаимность, и слфдовательно, будетъ сл!- 
яве; двойныя прямыя, какъ мы замфтили, суть асимптоты круга. 

Обратно, если на прямой двойвыя точки сляня будуть мнимыя, 
то пары сопряженныхъь точекъ можно 
найти, обращая прямой уголъ около его 
вершины. Смяше опредфляется двумя 
парами сопряженныхъ точекъ ($, со), (а, а’); 
за аа, какъ на даметрф, опишемъ кругъ 
(фи. 185) и изъ точки $ возставимъ на 
прямую перпендикуляръ, который перес$- 
четь кругъ въ двухъ точкахь ри 4; кругъ, проходящ черезъ точки 
ри 4, опредвлитъ двф сопряженныя точки 2 и 1’, а уголь трт! бу- 
‚детъ прямой. 


Фиг. 185. 


17° 


260 КНИГА П1, ГЛАВА ХЕ 


Теорема Е, 


316. Даны два юмофафическе пучка; зеометрическое мъсто 
точки пересъченя двуль соотвътственныхь прямыхь есть коническое: 
съчеще, проходящее черезз вершины двухь пучков. 

Опредфлимъ, сколько точекъ геометрическаго м5ста находится на ка- 
кой-нибудь прямой О; два гомограхичесвме пучка 
ои о’ (физ. 186) опредБляютъ на этой ‘пря- 
мой дв системы гомографическихъ точекъ (а, <”), 
(В, В'), (у, у'),....; дв соотвфтетвенныя пря- 
мыя 0е, о’е, которыя пересъкаются на пря- 
мой О, опредБляютъ двойную точку е; такъ. 
какъ на прямой 0) находятся только двЪ дзой- 
ныя точки е и }, то заключаемъ, что эта пря- 

мая пересфкаеть геометрическое м5сто только въ двухъ дъйствительныхъ 
или мнимыхъ точкахъ; слфдовательно, геометрическое мЪсто есть втораго 
порядка. 

Прямой 0’о втораго пучка соотвфтствуетъь извфстная прямая ор въ 
первомъ пучкБ; точка пересфченя приходитъ въ о, а прямая ор будетъ 
касаться этой точки. Точно также кривая проходить черезъ точку о’ и 
будетъ касаться въ этой точк® прямой 0’4’ втораго пучка, соотвфтствен- 
наго прямой 00’ перваго пучка. 

Примпчане. Посредствомъ этого мы можемъ найти точки, въ кото- 

-рыхъ данная прямая О пересфкаетъ коническое сфчеше, опредфдяемое 
-пятью точками 0,0’, а, 6, с; если двЪ точки о и 0’ соединимъ съ тремя 
другими, то получимъ три пары прямыхъ (оа, о’а), (об, 0’6), (ос, о!©), 
опредвляющ!я два гомограхическе пучка о и 0’; геометрическое мъсто 
точки пересвчешя соотвфтственныхъ прямыхъ есть коническое сЪчеше, 
проходящее черезъ пять данныхъ точекъ; три пары точекъ (х, а’), (В, В’), 
(у, 7) опредфляютъ гомограхическое дБлеше на прямой О; двЪ двойныя 
точки е и } найдемъ по способу, изложенному въ 6 312. 

Если прямая проходитъ черезъ одну изъ данныхъ точекъ, напримЪръ, 
черезъ о, то достаточно построить соотвфтственную прямую во второмъ 
пучкв. Точно также, какъ мы уже сказали, получимъ касательную въ о, 
проведя прямую ор перваго пучка, соотвфтственнаго прямой 0’о втораго 
пучка. Такимъ образомъ опредБлимъ столько точекъ искомаго коническаго 
сфчен!я, сколько пожелаемъ, и столько же касательныхъ. 


Фиг. 186. 
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Замъчаще. Если прямая 00’, проходящая черезъ вершины, будетъ 
соотвфтствовать самой себф въ двухъ пучкахъ, то, очевидно, она будетъ 
составлять часть геометрическаго мфста, которое тогда будеть состоять 
изъ двухъ прямыхъ; въ этомъ случаЪ геометрическое мёсто точки пере- 


съчен!я соотвфтственныхъ прямыхъ, собственно говоря, будетъ прямая 
линия. у й 


Теорема пи. 


` 


317. Даны двъ системы юмофрафическихь точекз на двух опре- 
дъленныхь прямытз А и А’; прямая аз/, соединяющая двъ какя-ни- 
будь соотвьтственныя точки, озибаетз коническое спчене, которое 
касается двухз опредъленныть прямых. 

Найдемъ, сколько касательныхъ, проведенныхъ къ огибающей, про- 
ходятъ черезъ произвольную точку р 
плоскости (физ. 187); прямыя. ра, 
ра’, соединяюция точку р съ двумя 
соотвётственными точками, образуютъ 
около точки р два гомограхическе 
пучка; если движущаяся прямая аа’ 
въ одномъ изъ ея положений т’ 
проходитъ черезъ точку р, то она 
будетъ двойною прямою двухъ пуч- 
ковъ; такъ какъ существуютъ только 
АвЪ двойныя прямыя 17, рп, то от- 
сюда заключаемъ, что черезъ точку 
Р можно провести къ огибающей кри- 
вой только двф дйствительныя или мнимыя касательныя; слфдовательно, 
эта кривая есть втораго класса и, сл5довательно, втораго порядка. 

Точкв пересфченя о двухъ опредьленныхъь прямыхъ Аи А’, кото- 
рая, положимъ, принадаежить второй прямой, соотвфтствуеть на первой 
прямой точка й; когда движущаяся прямаа приходитъ въ ой, кривая бу- 
ъдетъ касаться прямой А въ точкё 4. Точно также кривая будетъ ка- 
саться прямой А’ въ точк® 4’ этой прямой, соотвфтственной точкз о 
прямой А. 

Примъчавще. Помопию этого мы можемъ провести черезъ данную 
точку р касательныя къ коническому сченю, опредфляемому пятью ка- 
сательными; если точку ф соединимъ съ точками, въ которыхъ 06$ каса- 


Фиг. 187. 
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й 


тельныя А и А’ пересъкаютса тремя другими В, С, О, то получимъ три 
пары прямыхъ, опредвляющихъ два гомограхическе пучка, двойныя пря-- 
мыя которыхъ суть искомыя касательныя. 

Если точка р будетъ находиться на одной изъ данныхъ касатель- 
ныхъ, напримфръ, на А, то точки, въ которыхъ касательныя А. и А! пе- 
ресвкаются тремя другими В, С, О, опредлять на этихъ двухъ пер- 
выхъ касательныхъ дв$ системы гомограхическихъ точекъ; потомъ на пря- 
мой А’ ищемъ точку р’, соотвфтственную точкё р на А; прямая рр’ бу- 
детъ касательная къ коническому сЪчен!о. | 

Точка прикосновен!я касательной А есть, какъ мы сказали, точка этой 
прямой, соотв®тственная точк$ о на А’. 

Зампчаще. Эту теорему можно бы было вывести изъ предъидущей 
посредствомъ взаимныхъ поляръ. Двф системы точекъ, находящихся на 
двухъ опредфленныхъ прямыхъ, преобразовываются въ другой фигур въ 
два пучка прямыхъ, проходящихъ черезъ двф опредбленныя точки; если 
одной точкЪ соотвфтетвуетъ только одна точка, то одной прямой будетъ 
соотвфтетвовать только одна Прямая; слФдовательно, об системы гомогра- 
Фическихъ точекъ перемЪнятся въ два гомограхическе пучка, и наобо-- 
ротъ. Такъ какъ геометрическое м$5сто точки пересфчен!я двухъ соотвФт- 
ственныхъ прямыхъ есть коническое счеше, то огибающая прямой, кото- 
рая соединяетъ дв$ соотвЪтственныя точки, есть также коническое сБчеше. 

Если точка пересфченя о двухъ опредёленныхъ прямыхъ будетъ со- 
отв тствовать самой себ на двухъ прямыхъ, то прямая вершинъ будетъ 
соотвфтствовать самой себЪ въ двухъ пучкахъ; такъ какъ въ этомъ слу- 
чаф геометрическое м$сто будетъ прямая, то огибающая обратится въ 
точку; сл5довательно, всф прямыя, какъ оа’, проходатъь черезъ одну и 
ту же точку. Ё 

318. Изъ двухъ предъидущихъь теоремъ вытекаютъ замфчательныя ° 
свойства. Разсмотримъ изъ нихъ нФкоторыя. Если, напримфръ, два по- 
стоянные угла обращаются около своихъ вершинъ такъ, что точка пересз- 
ченя двухъ сторонъ описываетъ опредфленную прямую, то ясно изъ са- 
маго построен!я, что двз друйя стороны составять два гомограхическе“ 
пучка, и сл$довательно, геометрическое м$сто точки ихъ пересъчения бу- 
детъ коническое сЪчен!е, проходящее черезъ двё неподвижныя вершины. 

Точно также, если на двухъ опредфленныхъ прямыхъ оть точекъ, въ 
которыхъ он пересфкаются движущеюся сБкущею, проведенною черезъ 
опредфленную точку, отложимъ въ опредёленномъ направлени двё ливи 
постоянной длины, то очевидно, что концы этихъ лишй образуютъ дв 
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системы гомограФическихь точекъ, и слёдовательно, прямая, которая ихъ 
соединяетъ, будетъ огибающею коническаго сфчешя, касающагося двухъ 
неподвижныхь прямыхъ. 

Раземотримъ движущийся  реугольникъ таа’, три стороны котораго 
вращаются около трехъ неподвижныхь хочекъ 
о, 0’, р (фиш. 188), а двф вершины аи а" 
перемвщаются по двумъ, неподвижнымъ пря- 
мымъ Аи А’; тогда двз прямыя оа, о’а’ со- 
ставятъ два гомограхическе пучка; потому 
что соотношене есть алгебраическое, и одной 
прямой оа одного пучка соотвфтётвуетъь только 
одна прямая о’а’ другаго пучка; слЪдовательно, 
геометрическое м$ёсто третьей вершины 2 есть коническое сфчеше, про- 
ходящее черезъ двз точки о и 0’. Легко видфть, что точка пересфченя с 
прямыхъ А и. А’ и дв$ точки 4ие, въ которыхъь эти прямыя перес$- 
каются прямыми ро’и ро, принадлежать геометрическому м®сту; такимъ 
образомъ коническое сфчен!е опредфляется пятью точками. 

Котда три неподвижныя точки о, 0’, р будутъ находиться на прямой 
ливи, то прямая 00’ будетъ соотвфтствовать ‘самой себв въ двухъ пуч- 
кахъ, а геометрическое мвсто вершины 2 будетъ прямая ливя; это есть 
задача, которая была изложена въ 6 104. 

Разсмотримъ также движупийся треугольникъ афа’ (физ. 189), три 
вершины котораго перемвщаются по тремъ не- 
подвижнымь прамымъ А, А/, В, а ДВ `с20- 
роны Ба, ба’ вращаются около двухъ непо- 
движныхъ точекъ о Ио"; обЪ точки а и а’ обра- 
зуютъ на прямыхь А и А’ дв$ гомограхичесяя 
системы; дЪйствительно, по свойству вопроса, 
соотношене есть алгебраическое, и точкВ а со- 
отвфтствуеть только одна точка а’; слБдова- 
тельно, третья сторона аа’ огибаеть ковическое сзчеше, ‘касающееся 
двухъ прямыхъ А и А’. „Легко увидимъ, что прямая 00’ и дв прямыя 
о'с и о4, соединяющя точки о и 0’ съ точками, въ которыхъ прямая В 
пересвкаетъ прямыя А и А’ ‘касаются коническаго сзчешя; такимъ обра- 
зомъ, коническое сёчене опредфлится пятью касательными. Если три пря- 
мыя А, А’, В проходатъ черезъ одну и ту же точку, то точка пересз- 
чевя прямыхъ А и А’ будетъ соотвфтствовать самой себф, а огибающая 


Фиг. 188. _ 


Фиг. 189. 
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обратится въ точку; слхБдовательно, прямая аа’ проходить черезъ непо- 
движную точку. 

Теоремы Ги И даютъ, какъ мы видфли, способъ построить коническое 
свчеше, опредБляемое пятью точками или пятью касательными; но сл5- 
дуюция теоремы даютъ болфе простые способы построен!я. 


Теорема 11. 


319. Если три коничесяя съчевя имъютз двъ обиця точки, то 
три прямыя, соединяющия друия точки пересьченя кривыхь по деъ, 
проходятз черезз одну и ту же точку. 

Пусть В —=0 будетъь уравнеше одного изъ коническихъ сфченй; 
< — 0 уравнеше прямой, проходящей черезъ двф обпмя точки; тогда 
уравненя двухъ другихъ коническихъ сфченй будутъ вида В — (8 = 0, 

‚8 —#/у=0. Три прямыя, проходяпфя черезъ дв другя точки пересъ- 
чен!я кривыхъ, разсматриваемыхъ по дв, суть В —= 0, у = 0, АВ — ’у=0; 
очевидно, что третья проходить черезъ точку пересфченя двухъ первыхъ. 


Теорема 1. 


320. Вз коническое сюъчеше вписанз шестирольника;. точки пере- 
съчешя противоположныхь сторонз находятся на прямой лишщи. 

Эта теорема, которая принадлежитъ Паскалю, есть сафдстые предъ- 
идущей теоремы. Пусть афсае} (физ. 190) 
будетъ шестиугольвникъ, вписанный въ ко- 
ническое сфчене; кривую и дв пары пря- 
мыхъ аби с4, ар и 4е можно разсмат- 
ривать, какъ три коническмя сфченя, ко- 
торыя имЪютъ двф общия точки аи 4. 
Прямая Вс соединяетъ дв другя точки 
Бис, въ которыхъ кривая пересвкается 
съ двумя прямыми аби с4; прямая еГ 
: м \— соединяеть дв® друйя точки е и}, въ 

‘которыхъ кривая пересвкается съ двумя 
прямыми а} и 46; сверхъ того дв$ пары прамыхъ пересЪкаются въ точ- 
кахъ т и р; три прямыя 6с, е}, тр проходятъ черезъ одву и ту же 
точку 7; слёдовательно, три точки пересёчешя т, п, р противополож- 
ныхъ сторонъ вписаннаго шестиугольника лежатъ на прямой дини. 


Фиг. 190. 
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Эта теорема относится не только къ выпуклому, но также къ какому- 
нибудь шестиугольнику. Вписанный шестиугольникъ Фиг. 191. 
составимъ, проведя шесть послдовательныхъ хордъ 
въ томъ или другомъ направлени такъ, чтобы на- 
конецъ снова вернуться къ начальной точкё. Если 
стороны перенумеруемъ въ томъ порядкЪ, въ какомъ 
мы ихъ проводили, то уравнеше точки пересфчен!я 
сторонъ (1, 4), (2, 5), (3, 6) будуть лежать на 
прямой лиши (фи. 191). 

231. Примъчаще Г. Когда коническое сфчеше опредфляется ‘пятью 
точками @, 6, с, 4, е, то, по предъилущей теорем, можно построить 
столько точекъ кривой, сколько угодно. Черезъ точку а проводимъ какую- 
нибудь прямую а} и отыскиваемъ точку }, въ которой эта прямая пере-’ 
сфкаетъь кривую (фи. 190); отмБчаемъ точку пересвчешя т прямыхЪ 
26 и 4е; точку пересвченя р прямыхъ с4 и а} прямая 6с пересфчеть 
прямую тр въ точкВ 2; точка }, въ которой прямая те пересвкаетъ а, 
будетъ принадлежать кривой. 

Можно также построить касательную въ одной изъ точекъ. Когда двЪ 
вершины вписаннаго шестиугольника, напри- 
мфръ, а и , сливаются, тогда промежуточная 
сторона а} обратится въ касательную къ кри- 
вой въ точкВ а; если приложимъ теорему впи- 
‘саннаго шестиугольника, принимая эту каса- 
тельную за сторону, то увидимъ также, что 
три точки находятся на прямой лини. Отм$- 
чаемъ точку пересвченя 1 сторонъ аб и 4е 
(физ. 192), точку пересвченя п сторонъ 6с 
и ае; прямая с@ пересфчетъ прямую т въ 
точкв р; и прямая ар будетъ касательная въ точк$ а. 

Примьчаще П. Четыреуюльникь аБс@ вписанз вз коническое съ- 
чеще; точки пересъчентя противо- Фиг. 193. 
положныхх сторонз и точки пере- 
съчешщя касательныхь в; противо- 
положныхеь вершиналь находятся 
на прямой лиши. Если вписанный 
шестиугольникъ дополнимъ касатель- 
ными, проведенными въ ди с, то 
получимъ три точки 7, п, р на 


Фиг. 192. 
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прямой лини (физ. 193). Дополнивъь шестиугольникъ касательными въ 
точкахъ фи 4, получимъ также три точки т, я, 4. на прямой лини. 
Сльдовательно, четыре точки т, я, р, 4 находятся на прямой лини. 

Примъчаще. 1. Треуюльникь вписань в коническое съчеще; 
точки пересьченя сторонё и касательных, проведенныхь в; противо- 
положныхь вершинать, лежат на одной прямой ливи. Потому что 
три касательныя дополняютЪ виисанный шестиугольникъ. 

322. Замичаше. Мы видБли, что черезъ паять точекъ а, 6, с, 4, е, 
изъ которыхъ три не лежатъ на одной прямой лини, проходитъ кониче- 
ское сфчене и притомъ только одно. Элементы этой кривой можно полу- 
чить слвдующимъ образомъ: опредъляемъ сначала касательныя А, В, С 
въ трехъ данныхъ точкахъ @, 6, с. Такъ какъ во всякой кривой втораго 
порядка касательныя, проведенныя къ концамъ хорды, пересфкаются на 
Маметрь, сопряженномъ этой хорд, то, слфдовательно; лишя, которая со- 
единяетъ точку пересфченшя р прямыхъь А. и В съ срединою 49 прямой 
аф, есть даметръ хордъ параллельныхь 26; точно также лишя, которая 
соединяетъ точку пересфчен!я 4 прямыхъ В и С съ срединою # лини 6с, 
есть, даметръ хордъ параллельныхъ 6с. Положимъ сперва, ‚что .два д1а- 
метра 9, 4% пересвкаются въ точк® 0; въ этомъ случаБ кривая будетъ 
кривая, имфющая центръ, а центръ будетъ точка о. Прямая ор и пря- 
мзя ой, паралдельная аф, составляютъ систему сопряженныхъ Маметровъ. 
‚ Если черезъ а’ назовемъ длину полуд!аметра, иивющаго направлене по ор, 


то получимъ а’ —= Уор. 04; точно также получимъ длину 6! полуд?аметра, 
имфющаго направлеше по ой. Было показано (6$ 174 и 115), какимъ 
образомъ опредБляются оси, когда извфстна система сопряженныхъ дамет- 
ровъ а’ и Ф. 

323. Если два маметра будутъ параллельны, то кривая будеть пара- 
бола. Въ этомъ случаБ проводимъ д1аметры, которые проходили бы черезъ 
а и 6, потомъ проводимъ прямыя, составляюнция съ касательными т$ же 
углы, какъ съ Даметрами; эти дв$ прямыя пересфкаются въ Фокус па- 
раболы. Опустивъ изъ Фокуса перпендикуляры на касательныя Аи Ви 
продолживъ каждый изъ перпендикуляровъ на величину, равную имъ са- 
мимъ, получимъ двЪ точки директрисы. Если будутъ даны три точки и 
касательныя къ двумъ изъ этихъ точекъ,. то касательную къ третьей точк® 
опредфлимъ изъ свойства вписаннаго треугольника; потомъ поступаемъ, 
какъ прежде. Когда извЪстны дв касательныя къ кривой и точки прикос- 
новешя, то, очевидно, можно употребить построеше, какъ и в$; па- 
раболв. - 


ОБИИЯ СВОЙСТВА КОНИЧЕСКИХЪ СВЧЕНЙ, 267 


Положимъ наконецъ, что желаемъ найти элементы параболы, опред$- 
ляемой четырьмя точками а, 6, с, 4. Если за оси координатъ возьмемъ. 
дв прямыя аб, са, то уравненя параболъ, проходящихъ черезъ данныя 
точки будутъ ($ 216). 

4" 
И... =0. : 


а 


Такъ какъ угловые коефоищенты осей суть = у“, то отсюда заклю- 
а 


чаемъ, что эти оси параллельны дагоналямъ параллелограма, построен- 
наго на осяхъ координатъ, и стороны котораго равны среднимъ пропор- 
цюональнымъ между а и 6, си 4. Зная направлеше ‘оси, по теоремЪ впи- 
саннаго пятиугольника, найдемъ касательную къ одной изъ точекъ, пред- 
подагая, что точка е неопредфленно удаляется, т. е., что прямыя ае и @е 
двлаются, ‘напримфръ, параллельными оси (физ. 192). Опредвливъ дв 
касательныя, придемъ къ предъидущему случаю. 


Теорема У. 


324. Шестиуюльникь описан около коническало съчешя; три 
прямыя, которыя соединяют противоположныя вершины, проходятз 
черёзз одну и ту же точку. 

Эта теорема, извЪстная подъ именемъ 
теоремы Браншона, выводится изъ предъ- 
идущей посредствомъ взаимныхъ поляръ. 
Пусть абсае} (физ. 194) будеть шести- 
угольникъ, описанный около коническаго 
съчен!я; вписанный шестиугольникъ, вер- 
шины котораго суть точки прикосновеня, 
есть относительная Фигура описаннаго ше- 
стиугольника относительно даннаго кони- о 
ческаго сфченя; потому что вершины а, 
Ь, с... описаннаго шестиугольника суть | 
полюсы сторонъ А’, В’, О’... вписан- 
наго шестиугольника. Дтагональ а4 описан- 
наго шестиугольника есть поляра точки 7”, И 
въ которой пересвкаются противоположныя 7 
стороны А’и Ш’ вписаннаго шестиуголь- 
ника; точно также дагональ бе есть поаляра точки пересфчешя я’ сто- 
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ронъ В’и Е!', а лагональ е{ есть поляра точки пересвченя р’ сторонъ 
С! и Е!. Такъ какъ три точки 7", п”, р” находятся на прямой линш, 
то три прямыя а, бе, еГ проходатъ черезъ одну и ту же точку о, ко- 
торая есть полюсъ этой прямой. 

ЗдЪсь мы сдфлаемъ замфчане, подобное тому, какое мы сдБлали о 
теоремё Паскаля. Нътъ никакой надобности, чтобы описанный шести- 
угольникъ былъ выпуклый, достаточно, чтобы онъ быль сомкнутъ. Поло- 
жимъ, что проведено шесть касательныхъ къ коническому счен!ю; чтобы 
составить шестиугольникъ, проходящий черезъ точку пересвчевн!я двухъ 
касательныхъ, подвигаемся впередъ на одной изъ нихъ до пересёчешя 
другой касательной; ‘потомъ на этой второй касательной, въ томъ или 
другомъ направлени, до пересъченя третьей касательной, и такъ далЪе, 
‘такъ, чтобы возвратиться къ исходной точкё. Ломанная лиШя, составлен- 
ная такимъ образомъ, будетъ описанный треугольникъ. Если вершины 


Фиг. 195. 


перенумеруемъ въ томъ порядкё, въ какомъ мы ихъ получили, то три 
дагонали, соединяюцИя ‘вершины (1, 4), (2, 5), (3, 6) пройдутъ черезъ 
одну и ту же точку (фш. 195). 

Примъчаще. Когда коническое сфчене опредЪляется пятью касатель- 
ными, тогда съ помощю предъидущей теоремы можно построить ‘столько 
касательныхъ, сколько желаемъ. Пусть аб, 6с, са, ае, е/ (фи. 183) бу- 
дуть пять ‘касательныхъ; найдемъ вторую касательную, которая прохо- 
дила бы черезъ точку а, взятую произвольно на одной изъ давныхъ каса- 
тельныхъ. Возьмемъ точку пересъчешя о Дагоналей а и 6е; проводимъ 
прямую со и точку а соединяемъ съ точкою {, въ которой прямая со 
пересвкаетъ касательную 6Х. 

Можно также опредфлить точку ан каждой касательной. 
Когда двф стороны описаннаго шестиугольника, напримфръ, стороны аб 
и с совпадаютъ, тогда промежуточная вершина 6 будетъ точкою прикос- 
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новен!я; чтобы найти эту точку прикосновеня, соединимъ вершину е съ 
точкою пересёченя о д1агоналей а4 и в (физ. 196). 

Когда опредфлены точки прикосновен!я трехъ 
касательныхъ, тогда элементы кривой получимъ 
по способу, изложенному въ 6 322. 

Изъ теоремы Браншона выводимъ слфдую- 
ия примфчаня: четыреуюльникь описанз около 
коническало съченя; деть долонали и деть пря- 
мыя, которыя соединяютз точки прикосно- 
вешя противоположных сторонз,` проходять 
черезз одну и ту же точку. 

Треуюльникь описанз около коническало спчешя; прямыя, соеди- 
няюшия вершины сз точками прикосновеня противоположныхе сто- 
ронь, протодятз черезз одну и ту же точку. Въ первомъ случа до- 
статочно дополнить описанный шестиутольникъ точками прикосновешя 


двухъ противоположныхъ сторонъ; во второмъ случаф тремя точками при- 
косновен1я. 


Фиг. 196. 


Теорежа УГ. 


325. Коническя: спчешйя, которыя протодятз черезз четыре не- 
подвижныя точки, опредъляютз на прямой точки в5 смянт. 

На прямой О) возьмемъ какую-нибудь точку ле (фи. 197); черезъ эту 
точку и черезъ четыре данныя 
точки а, 6, с, 4 можно про- 
вести только одно коническое, 
сЪчен!е; это коническое съчен!е 
пересфкаетъ прямую О во вто- 
рой точкЪ 7’; такимъ образомъ 
ТОЧЕК 7 соотвфтетвуетъ только 
одна точка 7”; сверхъ того со- 
отношене есть алгебраическое и есть взаимность; слФдовательно, пары 
точекъ (т, 10”) составляютъ смяше. 

Примъчаще. ДвЪ системы прямыхъ (ас, 64) и (а6, са), проходя- 
щихъ черезъ четыре точки, даютъ двЪ пары сопряженныхъ точекъ (<, <’), 
(8, В”), опредфляющихь сияния. 

Двойныя точки суть точки прикосновешя коническихъ свченй, про- 
ходящихъ черезъ четыре точки а, 6, с, 4 и касающихся прямой ПО); такъ 
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какъ существуютъ дв двойныя точки, то заключаемъ, что есть два ко- 
ничестя съчешя, дрйствительныя или инимыя, проходящия черезь че- 
тыре данныя точки и касаюцияся данной прямой. Эти двойныя точки 
опредзлимъ такъ, какъ говорили въ 6 314, и тогда каждое изъ двухъ 
коническихъ сфчен!й опредфлится пятью точками. 


Теорема УИ, 


326. Косательныя, проведенныя изз опредъленной точки р кз ко- 
ническимз спчешямз, касательнымз кз четыремз даннымз прямымз, 
находятся в5 смяни. 

Эта теорема составляетъ соотношен!е предъидущей теоремы, которая 

принадаежитъ Дезагдиез. Она доказывается точно такъ же; черезъ точку р 
‚ проводимъ какую-нибудь прямую рт (фи. 198); 
существуетъ-только одно коническое сфчене, касаю- 
щееся четырехъ данныхъ прямыхъ и прямой 117; 
проведемъ черезъ точку р вторую касательную рт’. 
кЪ этому коническому сзчен!ю; такимъ образомъ пря- 
мой рт соотвфтствуеть только одна прямая рт’; 
сверхъ того соотношен!е есть алгебраическое и есть 
взаимность; слфдовательно, эти касательныя состав- 
ляютъ сляне. 

Примючаще. Четыре данныя прямыя образуютъ 

четыреугольникъ; д!агональ аа’ можно разсматривать, 
какъ предъль эллипса, касающагося четырехъ пря- 
мыхъ, и малая ось котораго обращается въ нуль. 
Касательныя, проведенныя изъ точки р къ этому эллипсу, который обра- 
тился ВЪ его большую ось аа’, суть ра и ра’. То же самое скажемъ отно- 
сительно д1агонали 66”. Таикмъ образомъ получаемъ двф пары сопряжен- 
ныхъ прямыхъ (ра, ра’), (рЬ, РБ’), опредфляющя сшяне. 

Когда коническое свчене проходить черезъ точку р, тогда двф каса- 
тельныя рт, рт’ совпадаютъ и образуютъ двойную прямую; такъ какъ 
въ смянш существуютъ дв двойныя прямыя, то заключаемъ, что 
существуютз два коничестя съчевя, дъйствительныя или мнимыя, 
касаюийяся четырех: данныхз прямыхз и проходяиия черезь данную 
точку. Проведя сфкущую черезъ пучекъ и опредёливъ на сфкущей двой- 
ныя точки, получимъ двойныя прямыя, и каждое изъ двухъ коническихъ 
сфченй опредфлится пятью касательными. 


Фит. 198. 
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Теорема УЕ, 


327. Коничесяя съчемя, касающияся двулз данныхь прямытё в5 
двухз данныхь точкахь, опредъляють на какой-нибудь съкущей см- 
яще, которой одна изз двойных точекз налодится на хордь при- 
хосновена. 

Эта теорема есть частный случай теоремы Шевзаготез ($ 325). По- 
ложимъ, что точки @ и С сливаются; точно также точки фи 4 (физ. 197); 
тогда двЪ прямыя ас и 64 будутъ касательными въ аи 6; такъ какъ 
дв прямыя аб и с совпадаютъ, то двф сопряженныя точки Ви В со- 
льются въ одну изъ двойныхъ точекъ, къ которымъ принадаежатъ пары 
точекъ (т, т’), (, =’). 

Примъчане. Изъ этого мы находимъ способъ строить коническое 
сфчен!е, проходящее черезъ три данныя точки а, 6, С и касающееся 
двухъ данныхъ прямыхъ А и А’ (фи. 199). 

На сзкущей аб опредзляемъ двф двойныя точки е и Г перемфщения, 
опредфляемаго двумя парами точекъ (а, 6), (а, =’). На съкущей ас опре- 
дфляемъ точно также дв двой- 
ныя точки е и } сланя, 
опредзляемаго двумя парами то- 
чекъ (а, с), (*,, а,/). Такъ какъ 
хорда прикосновенйй должна про- 
ходить черезь одну изъ двухъ 
точекъ еи }и черезъ одву изъ 
двухъ точекъ е, и Ё, то она 
совпадаетъ съ одной изъ четы- 
рехъ прямыхъ, которыя полу- 
чимъ, соединивъ эти точки по 
дв всевозможнымъ образомъ. Мы докажемъ, что одна какая-нибудь изъ 
этихъ четырехъ прямыхъ, напримфръ, ее,, составляеть р-шене задачи: 
эта прямая ее, пересвкаетъ двё данныя прямыя Аи А’ въ двухъ точ- 
кахъ т и т!; можно провести одно. коническое сфчеше, проходящее че- 
резъ точку а и касающееся прямыхъ А и А! въ точкахъ т и 7’ (6 218); 
такъ какъ это коническое сфчене должно пересфкать сфкущую ох’ .во 
второй точкё, сопряженной точкБ а въ смянши, опредфляемомъ двой- 
ною точкою е и парою точекъ (а, «'), то оно пройдетъ черезъ точку 6; 


’ 
точно также докажемъ, что она пройдетъ черезъ точку с. Такимъ обра- 


Фиг. 199. 
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зомъ есть четыре коническя съченя, дБйствительныя иди мнимыя, про- 
ходящия черезъ три данныя точки и касаюпуяся двухъ данныхъ прямыхъ. 


Теорема Еж. 


‚328. Касательныя, проведенныя изз опредъленной точки кз раз- 
личным коническим съчемямз, которыя касаются двулз данныхь 
прямых5 вё 06915 данныхь точкалв, составляютз смяще, двой- 
ная прямая которало проходилтз черезз точку пересючешя двухз дан- 
ныхз прямых. 

Эта теорема есть частный случай теоремы УП. Положимъ, что двЪ 
касательныя аб и аб’ совпадаютъ (фиг. 198); точно также а! и а'б'. 
Такъ какъ дв точки би 6” сливаются, то дв прямыя рб и рб’ соеди- 
няются на одной изъ двойныхъ прямыхъ сляшя, которому принадле-. 
жатъ дв пары прямыхъ (рт, рт’), (ра, ра’). 

Примъчаще. Отсюда находимъ способъ строить коническое сфчене, 
проходящее черезъ дв данныя точки а ифи 
касающееся трехъ данныхъ прямыхъь тп, рт 
и рп (фи. 200). Такъ какъ точка пересвчен!я 
о касательныхь въ а и 6 должна находиться 
на одной изъ двухъ двойныхъ прямыхъ с41- 
яв!я, опредфляемаго двумя парами прамыхъ 
(ра, рб), (рт, рп), и ва одной изъ двухъ 
двойныхъ прямыхъ смяшл,  опредфляемаго 
двумя парами прямыхъ (та, 76), (тт, тр), 
то она сольется съ одной изъ четырехъ точекъ 
пересфчен!я этихъ двойныхъ прямыхъ по дв$. 
Мы докажемъ, что какая-нибудь изъ этихъ четырехъ точекъ, напримфръ 
точка о, составляеть рёшеше задачи; можно описать одно коническое сЪ- 
чене, касающееся двухъ прямыхъ оа и об въ точкахъ аи фи пря- 
мой рт; такъ какъ вторая касательная, которую можно провести изъ 
точки р къ этому коническому сфченю, должна быть сопряженною пря- 
мой рт въ смяви, опредфляемаго двойною прямою 70 _и парою пря- 
мыхъ (ра, 6), то она совпадаетъ съ рп; точно также докажемъ, что 
прямая ти есть касательная къ коническому сфченю. Такимъ обра- 
зомъ есть четыре коничесыя сфчешя, двйствительныя или мнимыя, 
проходяция черезъ дв данныя точки и касаюцияся трехъ данныхЪъ пря- 
МЫХЪ. 


Фиг. 200. 
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329. Замьчаше. Мы сказали (6282), что хокусъ можно разематри- 
вать какъ точку пересфчешя двухъ касательныхъ, параллельныхъ направ- 
лешямъ {ти — 1, т. е. параллельныхъ асимптотамъ круга; слфдова- 
тельно, опредфлить Фокусъ, значить опредфлить дв касательныя къ ко- 
ническому сфченю; такимъ образомъ между коническими сфченями, ко- 
торыя имфютъ данный Фокусъ, есть одно, касающееся трехъ данныхъ пря- 
мыхъ ($ 262), 06а касающуяся двухъ данныхь прямыхъ и проходящя 
череь данную точку; четыре касаюцияся данной прямой и проходяпя 
черезъ двф данныя точки, и, наконецъ, четыре, проходящя черезъ три 
данныя точки (6 260). 

Мы видфли, какъ строится коническое сБченге, удовлетворяющее пяти 
элементарнымъ условямъ, — точкамъ кривой или касательнымъ; для опре- 
дфлешя параболы достаточно четырехъ условй; поэтому вопросъ можно 
привести къ одному изъ предъидущихъ, сдзлавъ преобразованмя помощю 
взаимныхъ поляръ. Дфйствительно, мы знаемъ ($ 301), что если центръ о 
управляющей кривой находится на коническомъ сфчеши, то взаимная по- 
лярная кривая будетъ парабола, и наоборотъ, взаимная полярная кривая 
параболы есть коническое с5чеше, проходящее черезъ центръ о управ- 
ляющей кривой. Сл$довательно, въ преобразован!и, услов!е, чтобы искомая 
кривая была параболой, замБнено точкою о, точки — прямыми, прямыя — 
точками. Такимъ образомъ построеше параболы, касающейся четырехъ 
данныхъ прямыхъ, приводится къ построенйо коническаго сфченя, прохо- 
дящаго черезъ данныя пять точекъ; слфдовательно, будетъ только одно 
рьшене. Точно также есть 06% параболы, проходяцуя черезъ четыре 
данныя точки или проходящя черезъ одну точку и касающяея трехъ 
данныхъ прямыхъ; четыре параболы, проходящя черезъ три точки и 
касающяся одной прямой или проходяпия черезъ двЪ точки и касаю- 
щуяся двуХъ данныхъ прямыхъ. Проведя касательную въ о КЪ взаимной 
полярной кривой и проведя сопряженный Маметръ въ управляющей 
кривой, получимъ направлеше д1аметровъ параболы; поэтому мы можемъ 
приложить непосредственно къ даннымъ предъидупия теоремы. 

330. Для изучешя свойствъ системы коническихъ сфченй, удовле- 
творяющихъ четыремъ даннымъ условямъ, М. Сваев представилъ очень 
остроумный способъ; онъ показалъ, что эти свойства зависятъ отъ двухъ 
цфлыхъ чиселъ, которыя онъ называетъ характеристиками системы; 
это суть числа коническихъ сфченй системы, которыя проходятъ черезъ 
данную точку или которыя касаются данной прямой. Напримфръ, двЪ 
характеристики системы коническихъ сфченй, проходящихъ черезъ четыре 
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данныя точки, суть 1 и 2; характеристики системы коническихъ съченй, 
которыя кабаются четырехь данныхъ прямыхъ, суть 2 и 1; характери- 
стики системы коническихъ сфченй, которыя проходятъ черезъ три точки 
и которыя касаются прямой, суть 2 и 4; характеристики системы кони- 
ческихъ сфченй, проходящихъ черезъ данную точку и касающихся трехъ 
прямыхъ, суть 4 и 2; наконецъ, характеристики системы коническихъ 
сфченй, проходящихъ черезъ двф точки и касающихея двухъ прямыхъ, 
суть 4 и 4. Эти характеристики М. Съаез означаеть буквами р и у. 

Чтобы показать приложенте этого способа, отыщемъ огибающую по- 
ляръ опредфленной точки р относительно различныхъ коническихъ с$че- 
в системы, которая характеристиками имЪетъь и и у. Общее уравнене 
коническихъ сфчешй, удовлетворяющихъ четыремъ даннымъ условямъ, 
содержитъ только одинъ произвольный параметръ @; означимъ это кони- 
ческое сфчене черезъ }(х, у, а) =0. Нараметръ а входитъ въ уравне- 
ве въ степени р; дЪйствительно, такъ какъ черезъ данную точку (х’, у’) 
проходятъ м коническихъь сченй системы, то условное уравнене 
Х (', у', а) = 0 должно дать м величинъ дяя а. Уравнеше поляры 
точки р, координаты которой мы назовемъ черезъ 2; и у:, есть 


Жиль! + 2, =0; 
такъ какъ параметръ а входитъ въ это уравнене въ степени м, то за- 
ключаемъ, что черезъ точку, взятую произвольно въ плоскости, проходатъ р 
поляръ., Сльдовательно, огибающая подяръ есть кривая класса м. 

Найдемъ теперь геометрическое мфсто полюсовъ опредфленной прямой 
Р относительно той же системы коническихъ сфченй, характеристики 
которыхъ суть м и э. Если хигуру преобразуемъ по способу взаимвыхъ 
поляръ, то данная система замфнитея другою, которая характеристиками 
иметь у и м, а опредьленная прямая Р — опредфленною точкою р; такъ 
какъ огибающая поляры точки р во второй сибтемв есть класса у, то 
геометрическое мЪсто полюса прамой Р въ первой системв будетъ по- 
рядка у. ти - 

Положимъ, что прямая Р удаляется въ безконечноеть; тогда ея по- 
люсъ сдфлается центромъ коническаго сЪчен!я; такимъ образомъ геометри- 
ческое мЪето центровъ коническаго сфченя ‘системы, которая характери- 
стиками имфетъ м и у, есть кривая порядка у. НапримЪръ, геометриче- 
ское мЪето центровъ коническихъ сфченй, которыя касаются четырехъ 
данныхъ прямыхъ, есть прямая линя. Каждую д1агональ четыреугольника, 
составленнаго изъ четырехъ прямыхъ, можно разсматривать какъ э4- 
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липсъ или гиперболу безконечно сжатые, касаюцщщцеся четырехъ прямыхъ; 
поэтому средины трехъ д1агоналей принадлежать геометрическому мЪбту 
и опредёляють зту прямую (5 73). 

Точно также геометрическое мЪсто центровъ коническихъ сфченй, 
которыя проходятъ черезъ четыре данныя точки, есть коническое сфчене; 


центры трехъ паръ прямыхъ, проходящихъ черезъ четыре ‘данныя точки, 
принадлежать геометрическому мъсту. 


Новых коордияаты. 


331. Проведемъ въ плоскости три прямыя, образующия треугольникъ 
АВС (фиш. 201), и для краткости означимъ зти 
прямыя черезь «= 0, В = 0, у.=0, гдё а, В, у Фиг. 201. 
суть многочлены первой степени относительно х и у. 
Положеше какой-нибудь точки М плоскости опре- 
дьляется пересвченемъ двухъ прямыхъ АМ и ВМ, 
проходящихъ черезъ дв вершины треугольника АВС; 
зти дв$ праямыя выражаются уравнешями вида 


(1) «= ау, В= 6; 


онЪ зависятъ отъ величинъ параметровъ а и 6, которые будемъ разсма- 
тривать, какъ новыя координаты точки М. ° 


я г . 
Такъ какъ а — я $ — 5, то новыя координаты аи ь суть рацо- 


нальныя дроби первой степени относительно х и у, имфющя одинъ и 
тотъ же знаменатель; решивъ уравненя (1) относительно д и у, увидимт, 
наоборотъ, что первоначальныя координаты х и у суть дроби того же вида 
относительно а и 6. Отсюда слфдуетъ, что всякое алгебраическое уравне- 
ве и цфлое относительно одной изъ системъ координатъ преобразовывается 
въ цфлое уравнене той же степени въ другой систем$. 

Хотя‘ достаточно двухъ координатъь а и 6, однако нужно, чтобы эти 
уравненя сдфлать однородными, сохранить три буквы <, В, у. Если въ 


уравненм / (а, 6) == 0 замфнимъ а и 6 черезъ : и ., то получимъ дЪй- 


ствительно однородное ураннеше Х (=, 5, 7) = 0 той же степени. Такимъ 
образомъ, всякая прямая выражается однороднымъ уравненемъ первой сте- 


пени Да -- Вб-|- Су = 0, и точно также всякое коническое сБчеше вы- 
ражается уравненемъ, однороднымъ второй степени 


Дай + Ава 4 Ану + ВВу + Ва +- ВиаВ 0, 


18* 
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Эти новыя координаты имфютЪъ очень простое геометрическое значение. 
Такъ какъ буквы =, В, у выражають разстояня точки М отъ трехъ сто- 
ронъ треугольника АЗС, то обз координаты а и $ означаютъ отношения 
двухъ изъ этихъ разстоян!й къ третьему. Точно такжё можно было, если 
бы захотли, предположить, что а, В, у выражаютъ разстояшя точки М 
отъ трехъ сторонъ треугольника, разстояня, принимаемыя съ приличными 
знаками. | 

332. Общее уравненше прямыхъ, проходящихъ черезъ данную точку 

В’), есть 


р — В’ —=т(а— а’), 


гд® т есть произвольный параметръ. 
Точно также уравнеше прямой, продожея черезъ двф данныя точки 


(а’, 6), (а", $"), есть 
ор = 
: а! — 


Если положимъ, что эти двЪ точки будутъ двф сосфдня точки кривой 
Д (а, 5) =0, и что вторая точка безиредвльно приближается къ первой, 
то увидимъ, что касательная въ этой зочкф ВИ уравнешемъ 


й 2 6' = —= (а — а’), 
Или 
те, — Ри и =. 


с , р 
Если а и 6 замфнимъ черезъ Ти :. а’ и 6’ черезъ е и 5, отчего 


уравнене сдфлается однороднымъ, то уравнеше касательной будетъ имфть 


видъ ($ 292) 
5)’, - В! "ЗЕ 7» = 0. * 


Если кривая будетъ втораго порядка, то предъидущее уравнеше не 
измфнится, когда перемфетимъ въ немъ буквы хиа’, ВиВ', уиу!. Если 
х, В', 7! означаютъ координаты какой-нибудь точки плоскости, то хорда 
прикосновен!й касательныхъ, проведенныхъ изъ этой точки, т. е. поляра 
этой точки относительно коническаго сфченя, будетъ имфть уравненемъ 


кре Вр + ИР, 0, пи эры + р Ди =0. 
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Эту систему коордиматъ мы употребляли нисколько разъ. Вотъ новыя 
приложения. 


333. Примюрё Г. Разсмотримъ два взапмные полярные треугольинка относительно 
даннаго коннческаго сфчен/я. Для простоты возьмемъ стороны одного изъ треугольни- 
ковъ за отмёченныя лин!и, которыя служатъ къ опредфленю новыхъкоординатъ, и 
пусть : 


У (®, в, 7) = - (Аа? -|- А!В* -- Ау - 2ВВу -- ЗВ’уа +- 28а) = 0 


будетъ уравнеше коинческаго сфчен!я. Поляра какой-нибудь точен (<’, 2, у’) имЖетъ 
уравнешемъ © + Ва + ть = 0. Въ частномъ случа поляры трехъ вершинъ 


(8’ = 0,’ = 0), (7’= 0, а' = 0), («’ = 0,8! = 0) треугольника выражаются уравненями 
Ла = Аа ВИ {+ Ву =0, Др = АВ + у Ва = 0,7, = А", + В + Вв = 0. 


Эти поляры суть стороны втораго треугольника. Координаты точки пересфчен!я двухъ 
соотв тствующихь сторонъ < = 0, /’, =0 удовлетворяютъ уравненямъ < = 0, В’В -- 


& 
В’у = 0, илн « = 0, а, = 0; слфдовательно, эта точка находится на прямой в + 
м + го = 0; то же самое найдемъ относительно двухъ другихъ. Таким5 образом5, 


трн точки пересъчещя соотвътствующихе сторонё двух5 взаинныхё полярных трет 
узольников5 лежатз на прямой лиши 
Вершина втораго треугольника опредфляется двумя уравненшямн ? = 0, ТР: = 0, 


прамая ВУ, = В в прохохать черезъ эту вершину; такъ какъ уравнен{е не содер- 


Жжптъ боле буквы у, то эта прямая, очевидно, _ Фиг. 209. 
проходить черезъ вершнну (а = 0, В = 0) пер- 
ваго треугольника. Такъ какъ прамыя, воторыя 
соеднняютъ соотвфтствующя вершины, выра- 
жаются уравнен!ями В = ВУ = ВЛ, то от- 


сюда заключаемъ, что эти три прямыл прото- 
дятё через5 одну и ту же точку. 

334. Примьър5 П. Треугольникъ афс вписанъ 
въ коннческое сЪчен!е; дв стороны его аб и ас 
обращаются около двухъ опредфленныхъ точекъ 
р на (фиш. 202); найтн огибающую третьей сто- 
роны $с. Пусть у = 0 будетъ уравнен!е прямой р9; 
а а=0, В=0 уравнен!я касательныхъ въ т0ч- 
кахъь 4 ие, въ которыхъ эта прамая пересёкаетъ 
кривую; тогда уравнен!е коническаго сЪчен!я будет внда а — у =0. Точки риа 
можно разсматривать какъ точки пересфчешя прямой у = 0 съ двумя прямыми 
я -|- рВ = 0, « -+ 48 = 0, которыя проходатъ черезъ точку пересфчен!я о касательныхъ, 
провеленныхъ въ 4 ие. Какая-нибудь точка а кривой можетъ быть опредблена пере- 


сфчешемъ двухъ прямыхъ а — ау'= 0, Й — >. = 0, проходящихъ черезъ точки @ и е, 


гдЪ а есть произвольный параметръ, который опредфляетъ положен!е точки на кривой. 


’ 
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Давъ этому параметру другую величину 8, получимъ другую точку 5. Уравнен!е какой-ии- 
будь другой прямой, проходящей чер точку а, будетъ вида «— ау Е (® в =) = 0; 
чтобы эта прамая проходила черезъ точку 6, которая выражается двумя уравиен!ями 
я — бу=0, в— : = 0, надобно еджлать & = аб; такимъ образомъ прямая, которая 


соединяетъ ых как/я-нибудь точкн аи кривой, выражается уравненшемь а + 428 — 
(+В у= 

Пусть а, ” с будутъ величины параметра для трехъ вершинъ а, д, с треугольника; 
такъ какъ сторона аб проходвтъ черезъ точку р, то получииъ аб = р; такъ какъ сто- 
рона ас проходитъ черезъ точку 9, то получимъ также ас = 9; а уравиене стороны 


6с бухетъ « + 568 — 6 + су= 0; если 6 и с замбнимъ ихъ величинами я: | : ‚ то 
уравнен!е обратится въ 
ал + рав — (р-+ ау =0. 


Если нзъ этого уравнен!я и уравненя 


2аи — (р+фу=0, 


которое получимъ, когда приравняемъ нулю производную, взятую. по а, исключимъ 
перемВиный параметръ а, то получимъ урапнен!е огибающей прямой с 


@ +9" о, 
409 Я 


ав + 


Эта огибающая есть коническое сфчене, которое касается перваго въ точкахъ 4 и е. 

Если къ данному коническому сзчен!ю проведемъ въ точкахъ а, В, с касательных, 
то составамъ опнсанный треугольникъ а'!с', двЪ вершины котораго 5’ н с’ перем$- 
щаются по двумъ опредфленнымь прямымъ Ри ©, которыя есть позяры точекъ р п 4; 
кривая, описанная вершиною а’, т.е. полюсомъ прямой бе, есть взавмная поляра 
огибающей; слЪфдоватезьно, это есть также коннческое сфчене, вдвойн® касающееся 
первой по навравленю лин!н де, 


ПРИМ ЗРЫ. 


1. Даны въ плоскости два копическя сЪчен!я; точки, которыя пмфютъ одн® в ть 
же поляры относительно двухъ кривыхъ, суть точкн пересфченя трехъ паръ общихъ 
сфкущихъ, а эти общ поляры суть три д’агонали ч“тыреугольннка, составленнаго 
четырьмя общими касательными, проведенпыми къ двумъ кривымт. 

2. Треугольникъ вписаиъ въ коннчеекое _сЪчеше; дв$ стороны проходятъ черезъ 
дв бпредёчёнНых точки или наматываются на лва коинческ!я сфченя, вавойн® каса- 
тельныя къ первой; огибающая третьей стороны есть конйческое сБчен!е. 

3. Многоугольннкъ, инфющ п сторонъ, виисанъ въ коническое сёчене; п — 1 
сторонъ паматываютея на два коническ!я сфченя вдвойн® касательныя къ первой; 
доказать, что огибающая 1-ой стороны есть коническое с$ченте. 
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4. Даны два коническя сфчен!я 3 в 3' и двЪ касательныя, проведенныя къ коии- 
ческому сфченю 8'; шесть прямыхъ, соедпняюдщия по двЪ четыре точки, въ которыхъ 
эти касательныя пересфкають конеческое сфчене 8, суть по дв$ касательныя къ од- 
ному и тому же коническому сфчепю, проходящему черезъ точки пересфчен!я кони- 
ческихъ сбченй 8 п З'. 

5. Даны три коническя сБчен!я, ' пыуфющИя четыре общ/я точки; доказать, что двЪ 
стороны треугольника, воисаннаго въ одно изъ ннхъ, соотвфтствеино касаются двухъ 
другнхь, а третья сторона огабаетъ ковическое сфчене. 

6. Даны ® ковическихъ сфченй, имфющехь четыре общ!я точки: доказать, что 
п — 1 сторонъ многоугольника, вм$ющаго ® сгоронъ, писаннаго въ одио изъ конн- 
ческихь сфченй, соотв$тственно касаются другихъ, а ® — ая сторона огибаетъ копн- 
ческое сфченяте. : 

т. Мвогоугольинкъ, въ одномъ изъ своихъ положенй, вписанъ въ коннческое сфчен/е 
и опвсанъ около другаго коиическаго сфчен!я; еслн вершины будемъ двагать по пер- 
вому коническому сфчен!ю такъ, чтобы ® —1 оторонъ касались втораго, то ® — ая 
сторона будетъ постоянно касаться втораго конвческаго сЪченя. 

Въ теоремахь 4, 5, 6 и Т коническя сфченя, которыя имфютъ четыре общия 
точка, можно замфнить подобными конпческами сзченями, имфюднми деф общя точки, 
й въ частвомъ случа кругами, которые по два имфютъ одпу н ту же радвкальную ось- 

8. Огибающая прямыхъ, которыя пересфкаютъ два данныя коиическя сЪчен!я въ 
четырехъ точкахъ въ гармонической пропорца, есть коническое сЪченте. 

9. Известно, что поляры точки р относительно ковическахь с5ченй, инфющихъ 
четыре общ!я точки, проходятъ череаъ одну н ту же точку 4; если точка р будетъ 
описывать прямую, то точка 9 о пашетъ коннческое сфчене. 

10. Когда двф стороны треугольника, вписаннаго въ коническое сЪчен!е, иаматы- 
ваются по двумъ какнмъ-нибудь даннымъ прямымъ, тогда третья сторона будеть оги- 
бать третью кривую; доказать, что прямыя, соединяющ!я вершины трбугольника съ 
точками прикосн овен!я противоположныхъ сторонъ, проходятъ черезъ одну и ту же 
точку. 

11. Данъ шестнугольникъ, вопсанный въ коническое сфчен!е; беремъ точки пере- 
сфченя протнвоположныхъ сторонъ, потомъ точки пересфченя каждой изъ трехъ д!а- 
гоналей съ двумя противоположными сторонами; девять точекъ, полученныхъ такимъ 
образомъ, находятся па трехъ прамыхь, проходящихъь черезъ одву и ту же точку. 

12. Дано конияеское сфчен!е 8; прозодимъ перемфнное коническое сфчен!е 5', ко- 
торое перес$каеть первое въ двухъ опредфленныхь точкахъ н которое касается двухъ 
опред$ленпыхь прямыхъ, точка перес$ченя которыхъ находится на коническомъ с$- 
чени 8; огибающая прямой, проходящей черезъ дв друшя точкн пересфчен!я кони- 
ческихъ сфченй 8 п 8', есть коннческое сБчене. 

13. Четыреугольнакъ описанъ около ковическаго с5чен!я; еслн проведемъ какую- 
нибудь касательную къ коническому съчен!ю, то извЪстно, что отношен!е произведен!я 
разстоянЙ этой касательной отъ двухъ противоположныхь вершвиъ четыреугольннка 
къ. произведен!ю разстояп:й этой же касательной отъ двухъ другахъ противополож- 
пыхь вершинъ, есть величина постоянная; доказать, что это отношен!е равно пронз- 
ведепию разстояйй двухъ первыхъ вершинъ отъ одного изъ Фокусовъ, раздфленному на 
произведене разстоян!й двухъ другнхъ вершннъ отъ того же Фокуса. 
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КНИГА ЧЕТВЕРТАЯ, 


Фбщая теомя привыхъ. 


у ТЛАВА Г. 


з 


Построене кривыхъ въ прямолинейныхъ координатахъ. 


335. Построить кривую, значитъ выразить графически путь дфйстви- 
тельной Функщи одного перемвннаго, когда зто перемвнное изм$няется 
непрерывно. Если вычислимъ величины у, соотвётствующия различнымъ 
величинамъ т, то получимъ извЪестное число точекъ дая построевя кри- 
вой. Но такихъ точекъ недостаточно даже для грубаго очертаня кривой; 
потому что ихъ можно соединить различнымъ образомъ, и сверхъ того 
можетъ случиться, что между двумя даже очень близкими ординатами 
кривая будетъ имЪть безконечныя вЪтви. Слдовательно, необходимо знать ° 
напередъ вообще путь хункщи, кривая которой должна представлять из- 
м5невя. 

Если уравнеше будетъ рьшено относительно одного изъ перемфнныхъ, 
напримзръ у, то разсматриваемъ въ частности каждую величину У и раз- 
бираемъ между какими предБлами должно измзняться 1, чтобы у остава- 
‚лось дЬйствительнымъ; пусть @ и 4 будутъ зти два предбла. Если вели- 
чина у въ зтомъ промежуткв будетъ конечная, то она дастъ конечную 
вфтвь кривой, если величина 9 Для одной или н$®сколькихъ промежуточ- 
ныхьъ величинъ 6, с.... перемЪннаго обращается въ безконечность, то по- 
дузчимъ раздичныя безконечныя вЪтви, которыя будутъ асимптотами къ 
прямымъ, соотвётствующимъ величинамъ 2, которыя обращаютъ у въ 
безконечность; въ этомъ случа промежутокъ между @ и Я дЬлять на 
НсколЬко другихъ промежутковъ, напримръ, отъ @ до Ь, ит. д., такъ 
чтобы въ каждомъ изъ нихъ ордината не обращалась въ безконечность. 
Потомъ разсматриваемъ, какъ измвняется у въ каждомъ изъ зтихъ про- 
межутковъ, напримфръ, когда 2 возрастаетъ оть а до 6. Иногда по выра- 
женю у замбчаемъ непосредственно, какимъ образомъ изм5няется эта 
величина; но часто это нельзя замфтить, тогда прибЪгаемъ къ производ- 
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ной. ДъЪйствительно, мы знаемъ, что когда перемфнное х возрастаетъ, 
начиная съ извстной величины, и если хункшя остается конечною, она 
изм няется въ томъ же направленш, пока производная сохраняетъ тотъ 
же знакъ; она возрастаетъ, если производная’ будетъ положительная, и 
уменьшается, если производная будетъ отрицательная. Пусть х, В 7... 
будутъ послфдовательныя величины х, заключающуяся между в и фб, при 
которыхъ производная м$няетъ знакъ. Если перемфнное х возрастаетъ отъ 
@ до а, и производная сохраняеть тотъ же знакъ, ‘напримфръ знакъ -|, 
то Функшя возрастаетъ; отъ х до В производная отрицательна, и Фхункщя 
уменьшается, и т. д. Мы доказали, что угловой коеффищенть касательной, 
проведенной въ какой-нибудь точкЪ кривой, ’равенъ производной въ этой 
точкф. Такимъ образомъ, направлеше, въ которомъ измфняется ордината 
кривой, опредфляется угловымъ коеффищентомъ касательной. 

Если производная мзняетъ знакъ, напримёръ изъ положительной дВ- 
лается отрицательной, то ордината перестаетъ возрастать и потомъ умень- 
шается; слёдовательно, она проходитъ черезъ наибольшую величину. Если, 
наоборотъ, отрицательная производная дфлается положительною, то орди- 
ната перестаетъь уменьшаться и потомъ увеличивается; слёдовательно,„ она 
проходитъ черезъ наименьшую величину. Замътимъ, что слова наибольшая 
и наименьшая величина не должно принимать въ ихъ абсолютномъ зна- 
чени; они только показываютъ сравнеше частной величины ординаты съ 
соседними ординатами. | : 

Вообще, если производная, оставаясь конечною и непрерывною, м$- 
няетъ знакъ, при переход черезъ нуль, то касательныя, проведенныя въ 
точкахъ, ординаты которыхъ имфютъ наибольиия и наименьиия вели- 
чины, параллельны оси ох. Замфтимъ, что не всякая величина х, которая 
обращаетъ производную въ нуль, опредФляетъ наибольшя иди наименышя 
ординаты; тогда должно изса$довать, ИБняетъ ли дЕйствительно. произ- 
водная знакъ; но во всфхъ случаяхъ касательная будетъ параллельно оси 0х. 


и 


Примтрё Г. Уравнен!е строховды, о которой было говорено въ $ 81, есть 


а—тх 
=-=х й 
в у ах ‚ 


При измёнена х отъ 0 до — а, числовая величнна у постояино увеличивается 
отъ 0 до безконечиости; такимъ образомъ получимъ двф безконечныя взтви ОМ, О№, 
которыя будутъ асимптотами прямой НН’ (фиг. 22). При изн иен!н х отъ 0 до а, ор 
дината у возрастаетъ отъ 0 и сиова обращается въ нуль, сохраняя конечиыя вели- 
чины; сл$довательно, сиачала оиа увеличивается, потомъ уменьшается, и сл5довательно, 
она проходить черезъ наибольшую величину; но отсюда мы ие можемъ заключить, 
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что Функщя въ этомъ промежутк® не возрастала бы и не уменьшалась бы иЪеколько 
разъ. Производная отъ положительной величины у есть 


НЫ 


`Ус-2а-э 


Числитель обращается въ нуль при двухъ велпчинахъ т, изъ которыхъ одна 
положительная 2., а другая отрицательная 2,. Прн измёнени х отъ Одот,‚, производ- 
ная будетъ положнтельная, н Функц будетъ возрастать; прн нзыБнен!и г отъ г, доа 
производная будетъ отрицательная, н хункщя будетъ уменьшаться; ордината будетъ 


И5—1 


Е: равной большему отрфзку лини а, разд$- _ 
ленной въ среднемъ и крайнемъ отношен!и. 


нанбольшая при величин$ г, =а 


336. Часто опредъляютъ касательную, проведенную въ изв5стныхъ 
точкахъ кривой, или, что все равно, извъетныя частныя величины производ- 
ной, не прибфгая къ общему выражению этой производной. Раземотримъ, 
напримёръ, точку О строфоиды; соединимъ эту точку съ сосБднею точкою 
М, координаты которой суть 2 и у; угловой коехфищентъ свкущей ОМ 


равенъ отношеню и угловой коефФищенть касательной, проведенной въ 


точкв. 0, получимъ, отыскавъ предфлъ этого отношеня, когда х прибли- 
жается къ нулю. Мы имБемъ 


а 
| 
+ 
— 
+! 
ыь 


когда х приближается къ нулю, это отношенше имфетъ предфломъ 1. 
Объ вътви, которыя проходятъ черезъ точку 0, имБютъ въ этой точкЪ 
`касательными лиши, двляция углы осей пополамъ. Касательную вЪ точкЪ 


А получимъ, разсматривая отношеше ы у =; такъ какъ это отношеше уве- 


личивается безпредъльно, когда х приближается къ а, то касательная въ 
точкв А будетъ параллельна оси ОУ. 


337. Примтрв П. Разсмотрниъ кривыя, выражаемыя уравненемъ у = А? | 
Вл? -- Сх + О; мы докажемъ, что эти кривыя могутъ произвести помощю перспек- 
тивы вс$ кривыя третьяго порядка. Положимъ, что коеффищентъ А положительный, не 
изм няя направлен!я осн х. Здфсь надобно разсматривать нфеколько случаевъ: 1-й. 
когда трн корня многочлена третьей степени будутъ дфйствительные п неравные; назо- 
вемъ черезъ а, 2, с этн корни, расположенные по возрастающей величин$; тогда по- 
лучвмъ 


=А(1—а) (2-9 а-о. 


При измфнени х оть — ® до а, ордината будетъ мнимая; прн измфнен!и х отъ 
а до 6, она будетъ дВйствнтельная; при изм$нен!и х отъ 5 до с; она будеть мнимая 
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и 


прн измфнен!и х отъ с до -- <, ордината будетъ дЪйствительная. Такимъ образомъ 
кривая состоитъ изъ сомкпутаго кольца и безконечной вфтви (фи. 208). 2-й. Когда 
оба корня а и $ сдБлаются равными, тогда кольцо обратится въ точку а (фи. 20%. 
3-й. Когда два корня би с будуть равпы, тогда кольцо 5 соединяется съ безконечною 
вЪтвЬьЮ въ точк 2 (фие, 205). 4-е. Когла три корня <, 6, с будутъ равны, тогда кри- 
вая представить точку возврата въ а (фиг. 206). 5-й. Наконець, если многочленъ 
третьей степени будетъ имфть только одинъ дфйствительный корень а, то кривая бу- 
детъ имфть видъ, показанный на Фигур% 207. 


Фиг. 208. Фиг: 204. 


Фиг. 206. 


Угловой коефепциентъ касательной опредфляется изъ Формулы 


ЗА | 281 --С ЗА Вх + С 


Ре ео а ы 
У — 2 ла + ва бе Е Ь 57 


Въ первомъ случа% чйислитель, который есть производная отъ многочлена третьей 
степеви, обращаетея въ нуль при величин$ &', заключающейся между аи ф, и при 
величин$ 0', заключащейся между В и с; первой соотв$тствуеть наибольшая величина 
ординаты на кольцз. Въ третьемъ случа$ числитель обращается въ нуль при двойномъ 
корн$ 5; такъ какъ знаменатель обращается также въ нуль, то Формула представится 


0 
ВЪ ВП 5 изъ которой нельзя опредфлить касательныя, проведенпых въ двойной точк® 5; 
. ЕЕ: й у 
эти касательныя мы опредфливъ, отыскавъ предфлъь ИА (5 — а) отпошен!я дв Ко- 
тда х приближается къ 6. 


338. Если данное алгебраическое урзвнеше не будетъ рьшено или 
потому, что это рёшеше невозможно, или потому, что находим безполез- 
нымъ исполнить, то иногда съ помощю теоремъ, относящихся до корней 


уравненй, можно построить кривую. 


, 
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При взглядВ на уравнеше непосредственно замфчаемъ извстныя свой- 
ства кривой; когда уравнене содержитъ только члены четныхъ или не- 
четныхъ степеней, тогда очевидно, что если оно удовлетворяется величи- 
нами д — о, у = В, то оно будетъ также удовлетворяться величинами 
х = — а, у= — В; но двф точки (=, В), (— ®, — В) расположены сим- 
метрично относительно начала координатът слфдовательно, эта точка есть 
центръ кривой. Если уравнен!е содержить только четныя степени одного 

’изъ перемвнныхъ, напримфръ у, то дьйствительныя. величины у, которыя 
соотвфтствуютъ одной и той же величинъ х, будуть попарно равны и 
имфть обратные знаки; если оси будутъ прямоугольныя, то заключаемъ, 
что точки геометрическаго м$фета расположены симметрично относительно 
прямой ОХ, которая есть ось кривой. 

Если’ уравнен1е кривой не измфняется отъ перемфны л нау и уна х, 
и если уравнене удовлетворяется величинами х = «, у — В, то оно точно 
также будетъ удовлетворяться ведичинами 1 — В, У — ®; въ этомъ слу- 
чаз ДВ соотвфтетвующия точки будутъ расположены симметрично отно- 
сительно линш, дфлящей уголь УОХ пополамъ, которая въ этомъ случа$ 


`будеть ось кривой. Точно также видимъ, что если уравнене не изм$- 


няется отъ перемзны х на`— у и у на — <, то ‚линя дфлящая уооь 
УОХ’ пополамъ будетъ ось. 
Пусть У (, у) =0 будетъ уравнеше кривой; производная у’, какъ 


известно, опредфляется Формулою 5’ = рю у. Выражеше у’ содер- 
у › У 


житъ въ одно время два перем$нныя 5 и У; поэтому оно опредФаяетъ 
угловой коеффищентъ касательной во всякой точкъ, ‘вв координаты кото- 
рой извфетны, исключая того случая, когда 006$ частныя производныя 
обращаются въ одно время въ нуль. : 


339. Примтрё ГИ. Построить зеометрическое мъсто таких точек, произведене 
разстолн которыжё оть двух опредъленных точек5 Е и Е! было бы равно данному 
числу. 

Возьмемъ за начало средину О прямой ЕЕ', эту прямую за ось х-овъ, а перпенди- 
куляръ за ось у-овъ; назовемъ черезъ 9с разстоян!е ЕЕ’, черезъ а“ постоянное произ- 
веден!е; тогда уравнен!е геометрическаго м5ста будетъ 


(1) у -- 2 (2 с У (2 — с) — м0. 


Такъ какъ это уравнене содержитъ только четныя степени каждаго изъ перем н- 
ныхъ, то каждая изъ осей будетъ осью симметрии кривой, а начало центромъ. Разсма- 
тривая 9/* какъ неизвЪетное, уравнене (1) будетъ второй степени, и двучленъ В* — 4АС 
будетъ въ этомъ случа количество положательное 4 (4с° 2? -- а*); сл6довательно, корни 
всегда будуть положительны. Если посяЪднЙ членъ (12° — с*)* — а^ будетъь положи- 
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тельный, то величины у будуть имфть одинъ и тотъ же знакъ; и такъ какъ ихъ сумма 
— 2(2? -| с*) всегда отрицательная, то двЪ величины у* отрицательны, а четыре вели- 
чины у мнимыя. Слёдовательно, чтобы уравиене (1) имфло дёйствательные корни, 
надобио, чтобы 


(2 — с*} — а" < 0 или (21° — 6* — а) (2% — | а’хо0 
и елЖховательио 


3 «а? - с и 4 6? — а. 
Тогда одна изъ величинъ у° будетъ положительная, другая отридательвая. 


Возьмемъ ОА = ОА’ —= У а* - с*; кривая заключиегся между лив{ями, параллельными 
оси у-овъ, проведенными черезъ точки А и А’. При второмъ условш надобио разсиа- 


тривать н8сколько случаевъ. у 


1-й. ас. Возьмемъ ОВ = ОВ! = И с* — а? и черезъ точка Ва В’ проведемъ лини 
параллельных ОУ (физ. 208); кривая со- 
стовтъ изъ двухъ частей, изъ которыхъ Фиг. 208. 
олва заключается между паразаельными 
ловями ороведевными черезъ точки В 
п А; другая между параллельными лниями, 
проведенныую черезъ точки В” в А’. Когда х 
дадимъ одиу изъ величинъ ОВ изя ОА, 
тогда одва изъ величипъ у? будетъ нуль, 
другая отрицательная. При возрастанш 5 
отъ ОВ до ОА, величииа уу*, которая прежде 
равиялась нулю, дзается положительною 
и снова обращается въ нуль; такимъ обра- 
зомъ получимъ сомкиутую кривую ВСАР. 
Отрицательныя величины 2 дадутъ вторую з |. 
кривую В/С'А'О’, равную предъидущей. те-----7 

Угловой коеффищеитъ касательной опре- 
дБляется изъ Формулы 


. з е 2 

@) Ио 
у уе) 

Въ точкахъь А и Ву равно пулю, а у’ безконечности; слфдовательно, касательная па- 

раллельна оси ОУ. Числитель у’ обращается въ нуль, при 25° -|- У =. Изъ точки О, 

какъ цеитра, рамусомъ ОЕ опишемъ кругъ. Этотъ кругъ перес$каетъ кривую въ четы- 

рехъ точкахъ С, О, С'!, 0’, опредфаяемыхъ изъ Формулъ 


41 — а* (Ы 
=. 
4с* 4 
Такъ какъ дуга ВС находится внутри круга, то въ какой нибудь точк$ этой дуги Фуик- 
ця 2 — 6* амфетъ отрицательную величину и у’ будетъ положительный. Для то- 
чекъ дуги СА мпожитель 2? -- у — с* будетъ положительный, а У’отрицательный. Та- 
кимъ образомъ отъ В до С ордината возрастаетъ, а отъ С до А она уменьшается, слф- 
довательно, ордината точки С есть ‘наибольшая. 
2-й. а = с. Второе услове удовлетворяется при всякомъ 1; 5 можетъ измбняться 


отъ —с У? дос У. Когда = измфияется отъ О дос 8, положительная величина уз на- 
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чинается отъ нуля и снова обращается въ иуль; такимъ образомъ получимъ сомкиутую 
кривую ОСАШО (фиг. 209), которая 
проходитъ черезъ начало координатъ; 
отрицательных величины  даютъ кри- 
вую симметричную предъидущей от- 
иоснтельно ОУ. Кругь радуса ОЕ 
пересфкаетъ кривую въ четырехъ точ- 
кахъ, ординаты которыхъ им ютънаи- 


Фиг. 209. 


большую чиеловую величину 5 абсо- 


лютная величина абециссъ этихъ то- 
УЗ 
2 
вается леннискатою. 
Въ началЪ координатъ величина у! 


зекъ равна . Эта кривая иазы- 


0 
представляется въ видъ 6} 1егко ви- 


дЪгь, что то же будетъ въ кратвыхъ точкахъ какой-нибудь алгебранческой кривой. 
Дъйствительно, величина у’ опредфаяется изъ Формулы. 


у = =. 
Лу) 


Такъ какъ /(х, у) есть цфлый миогочленъ отвосительно перемфиныхь хиу, то 
застныя производных }!,-(х, у), Лу(х, У) будутъ также цфлые миогочлеиь относительно 
тЪхъ же перемфиныхъ. Если эти миогочлены отъ замфиы въ нихъ < и у координатами 
кратвой точки, не обратятся въ вули, то у въ этой точкф имЪло бы только одиу велнчину 
между тъмъ какъ оно должно имфть столько различных величннъ, сколькопроходитъв*т 
вей черезъ кратную точку. Такъ какъ въ дЪйствительномъ случа уравнеше есть би 
квадратиое, то его можно рёшнть относительно у; каждой величин у соотв тетвуетъ 
производиая, которая имфетъ опредфлеиную величину, когда въ вей х замфнимъ ну- 
лемъ. Эта величина производной, какъ мы замфтили въ $ 326, есть предфаъ отвошен!я 


., когда 2 приближается къ нулю. Предфлъ этого отношен!я можно найти гораздо 


проще, ие рёшая уравнев!я. Положимъ "= $, или у = 2х; виеся въ уравиеше (1), по- 


лучимъ у 
+? (134 4 4—2 =0. 


Если х будетъ величииа очень малая, то одна изъ везичииъ # будетъ близка къ 
единиц%, а другая будетъ отрицательная и очень большая; огравичиваясь дзйствитель 


выми везичинами у, получимъ Пш = == 1. Такпмъ образомъ касательные, прове- 


денныя въ точк% О, дблятъ углы осей пополамъ. 
3-е. а_> с. Второе услоше удовлетворяется также при всякой величин 5; сл5до- 


вательна х можеть пзм®няться отъ — Уз + а до У ++. При 5 =0 положи 
тельная величипа у* есть а” — с*. Взавъ ва оси у 


` ‘ОВ = ОВ! = Ув в, 
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увидимъ, что кривая проходатъ между двухъ точекъ В и В’ (фиг. 210). Пра измфиеня 
д отъ 0 до Ус -+ а? у* измбниется отъ 2? — с? до нуля; слфдовательио, геометриче- 
ское мфсто есть сомкнутая кривая, вершины которой суть точки А, А’, В, В’. Для 
того, чтобы кругъ пересЪкалъ кривую, палобио, чтобы а>с У: Если это услов!е удо- 
влетворяется, то ордииата возрастаетъ отъ В къ С и уменьшается отъ С къ А; такимъ 
образомъ ордииата точки В есть наименьшая, орданата точки с иаибольшая. Если иа- 
оборотъ, а с У 3, то кругъ будеть иаходаться виутри кривой, ордпиата которой 
уменьшается отъ В до А; сл$довательно, ордината точки В есть наибольшая. Въ этомъ 
случав кривая называется овалом5 Гассини. На Фагур$ 211 предположено, что а 
равно сИ 9. 


Фиг. 210. Фиг. 211. 


‚ 340. Примтърё ИГ. Построить кривую | 
(1) 28 — балу | 28-0 


Такъ какъ это уравнеи!е есть пятой степеви отвосвтельно кажлдаго перемфниаго, 
то его иельзя решать; ио оно содержитъ только члены нечетиыхъ степеней; слёдова 
тельно, иачало координатъ есть цеитръ кравой. ИзслЪдуемъ, сколько дЪйствительныхъ 
корней имфетъ уравиен!е, принимая въ немъ у за неизвЪстиое, при ‘различиыхъ ве- 
зичинахъ х. | 

Положимъ сперва, что х положительно; тогда уравнене (1) будетъ имфть по боль- 
шей фр два дЪйствительные положительные корня, потому что первая его часть имфетъ 
только два измфнен!я. Взявъ производную отъ первой части отиосительно у, получимъ 


| 3— 

10у (у3—2). пр измфиен!и отъ у = = 0 до у = Ут, эта производная будетъ отрацатель- 
иою отъ у & у х до безконечности она будетъ ЕН: Первая часть положи- 
тельная при у = 0, уменьшается, когда у изм$ияета отъ 0 до у и потомъ безпредально 
увеличивается. Слфдовательио уравнение имфетъ ила два положительвые кория, ила 


совсфмъ ихъ ие имфетъ, смотря потому обращаетъ ли величина у=У х первую часть въ 
отрицательную изи положительную; т, е. смотря потому будетъ лих" < 27 или 2 > 21. 
Если у перемиимъ иа — у, то первая часть выразить только одио измфиене; сл5- 
довательно, уравиеи!е имЪетъ только одинъ ограцательный коревь. 

При г == 0 пать корней уравиеи!я (1) равны нулю; когда х возрастаетъ отъ 0 до 


10, — , 
из, уравнене имфетъ два положительные и одинъ отрицательный корень; когда 
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10 
х будеть равенъ ’Э7Т, оба положнтельные корня сд®заются равными, потому что она 


обращаютъ производную въ нуль. Когда х будетъ боле У 57, уравнене будетъ ны5ть 
только одинъ дЪйствнтельный корень, который будетъ 

Фиг. 219. отрицательный. Два положительные корня даютъ кольце 

ОДВО (иг. 212), заключающееся въ угл УОХ, а 0т- 
рицательный корень даетъ безконечную вфтвь ОС’, рас- 
положенную въ угл$ У'ОХ. Отрнцательнымъ величн- 
намъ 2х соотвфтствуеть кольце ОА'В’О н безконечная 
вътвь ОС’, симметричныя предъндущнимъ относительно 
центра. Нанбольшая величина абсциссы для кольца ОАВО 


есть У 27; она соотвзтствуетъ точк$ А, въ которой ка- 
сательная параллельна ОУ, потому что координаты 
этой точки обращаютъ въ нуль Г у(х, У). Приннмая у 
за произвольное перемфнное. увилныъ, что наибольшая велиунна у для того же 


кольца есть Уз эта велнчина даетъ точку В, въ которой касательная параллельна ОХ. 

Предъндущ!й способъ разбора употребляется во всЪхъ случаяхъ, когда уравнене 
содержнтъ только трн Члена, потому что всегда можно опредфлить число дЕйствнтель- 
ныхь корней трехчленнаго уравнен!я съ однимъ нензвёствымъ. 


Употреблеы!е вспомогательнаго поремфинаго. 


341. Когда бываетъ не возможно рфшить уравнеше относительно одного 
изъ перемфнныхъ х или у, можно въ извфетныхъ случаяхъь об коорди- 
наты выразить помощю вспомогательнаго перемённаго # и начертить кри- 
вую, смотря по совмфетнымъ измфнешямъ хи 1, ‘когда # измфняется 
между предфлами, которые эти количества дфлаютъ дьйствительными. 

Если у будемъ разсматривать, какъ ФУнкЦИО х, а х‘`какъ Функщю &, 
то, взявъ производную отъ у относительно #, получимъ, по теорем$ слож- 
ныхъ Функщй (*) | 


отсюда находимъ Формулу 


(=) Для означен!я пронзводной отъ хункщи, часто употребляютъ букву О, началь- 
ную слова 4ёмуёе (производная), а перем$нное, относительно котораго берутъ пронз- 
водную, пншутъ справа внизу буквы О, въ вид указателя. Такимъ образомъ Рё т и 
Р:у означаютъ производных отъ Функц! 2 н у относнтельно перем®ннаго &; Оу — 
производную отъ у относательно х. 
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которая опредфляетъ угловой коеффищентъ касательной, проведенной въ 
точк®, соотвфтствующей какой-нибудь’ величин #. Величины $, которыя 
обращаютъ О;у въ нуль, опредваяютъ точки, въ которыхъ касательная 
параллельна ОХ; а величины, обращающя 0.2 въ нуль, опредфляютъ 
точки, въ которыхъ касательная параллельна ОУ. | 


Принтр5 У. Постронть кривую у* — у 2 -- 52° — 22%) =0. 


Еслн положимъ у = {%, то получимъ 5 = измфная 


1 
8-10 ве-в, 
+ отъь — © до -- <, мы построимъ кривую. 


Чтобы нзолЪдовать нзмБнен!я хи у, возьмемъ пронзводныя 


_ 6—8 3 _ 4-58 
ВЕ ее Е ЕЕ ПР 


Такъ какъ числители нн прн какой дЪИствительной велични® & не обращаются 
въ нуль, то они ие перемфияютъ знакъ. Велнчины хи у 


, 1 Фиг. 2183. 
обращаются въ нуль прн $ = 9 въ безконечность при 
У 
$ = 0 нли # = 1. Если # будемъ измфнать оть — х до 0, г | ИХ. 
то 2 булеть отрицательное и уменьшается отъ 0 до — о; 5 о 


а у будетъ положительное и узеличнваться отъ 0 до 
<; такимъ образомъ получимъ безконечную в$фтвь ОА 


1 
(фиг. 213). Когда перемжнное ф измияется отъ 0 до 5) 2 


и устаиовятся положительными и уменьшаются отъ © до 
0, и мы получнмъ безконечиую вЪтвь ОВ. Когда перем®н- 


1, 
иое & измфняется отъ 5 ‘40 1, тву будуть отрица- 
тельны и будутъ уменьшаться отъ 0 40—55 , и мы получимъ безконечную вБтвь ОС. Угловой 


о 1 
коефФищентЪ касательной, проведенной въ точк® О къ в$твн ВОС, равеиъ 5 Нако- 
вецъ, еслн { будетъ измфияться отъ 1 до ©, то хи у будуть положвтельнымо и бу- 
лутъь уменьшаться отъ с до 0, и мы получимъ безкоиечиую вЪтвь ОО.. 

Если уравиен{е съ двумя неизвЪстиыми х и у содержитъ только двф группы чле- 
иовъ, изъ которыхъ одна т-ой степени, другая 2% — 1 степени, то, взявъ за вспомо- 


гательное перемфиное отношене У =ь координаты х и у будуть рацюнальными 
Функщаями этого перем%ниаго. Еслн уравиен!е содержитъ три группы чаеновъ, изъ 
которыхъ первая 7-ой степенн, вторая т — 1, третья ж — 2 степепи, то, взявъ то же 
вспомогательное перем$нное, координаты получимъ, рёшивъ уравнене второй сте- 
пени, н можио также изслёдовать совм5стныя ихъ измбиен!я. 

Примюрё ИГ. Построить кривую ду —зу—-х—2=0. 
#2 _В-—& 
Иа 

Разсмотрныъ, какимъ образомъ измфияются х и у, когда вспомогательное пере- 
мБиное & будемъ измфиять отъ — © до -- ®. Для. зтого возьмемъ производиыя отъ 
двухъ Функц; тогда получямъ ; ь 

Брю н Букв. ГеомЕтмя. : 19 


Если положимъ ху = $ то позучимъ 5 = 
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Е, _ 1—2 
НИ ЗА ВЫ 


Величина О:х обращается въ нуль при двухъ величииахъ { авЪ, изъ кото- 


р: х = 


8 
рыхъ первая заключается между — в —2, а вторая между —1 и 0. Величвиа О; у 
обращается въ вуль прн трехъ величннахь #: с, 4, е, наъ которыхъ первая заклю- 
` 5 
чается между — 5 и —2, вторая между —2 и 0, а третья между 0 в 1. Кром$ того 


легко увидимъ, что а «с, @< 6. 
Разсмотримъ теперь рядъ количествъ 


—®, а, с, — 8, —1 а Бе, +1, ®, 


расположенныхъ по порядку ихъ величины. Если # будемъ измфнять отъ —с© до а, тох 
Фиг. 2. будетъь отрицательное и, пачивая оть 0, умейь- 
шается; у будеть положительное и, начиная съ 
безконечиости, точпо также уменьшается; такимъ 
образомъ мы получимъ вЪтвь АВ, асимптотиче- 
скую оси ОУ (фиг. 214). Прин взызнени Ё отъ 
а до е, х бухетъ отрицательное и будетъ возра- 
стать, а у будеть положительное и будетъ умейь- 
шаться; такимъ образомъ получиыъ вЪтвь ВС. Когда 
перем$ниое # измфияется отъ с до —2, 5 будетъ 
отрицательное и возрастаетъ до пуля, а у будетъ 
положительное и возрастаеть до ‘безкопечностн; 
н мы получимъ вЪтвь СТ. При иамф иен! 2 отъ —2 
ло —1, т будеть воарастать отъь 0 до х, у бу- 
детъ воарастать отъ — © до 0; и мы получамъ 
двойную безкопечпую в%твь ОЕ, которая будетъ асимптота къ ОУ! в ОХ. Когда пе- 
ремфниое # измЪняется отъ —1 до @, <, иачиная отъ — <, возрастаетъ, и у, начв- 
ная отъ 0, тоже везрастаетъ; и мы получимъ беаковечиую вЪтвь ЕС, которая будетъ 
асимптота къ ОХ. Когда # измфияетса отъ 4 до 6, г продолжаетъ увеличиваться, а у 
‚ уменьшаться, оставаясь положительпымъ; такимъ образомъ получимъ вЪтвь СОН. При 
изм Внени # отъ $ дое, х и у уменьшаются; и мы получимъ в$твь НК, пересфкающую 
ОХ’ въ точк®, абециеса которой —2 соотвфтетвуетъ # = 0. Когда перем%ивое # изм*- 
няется отъ е до -- 1, х уменьшается, уу увеличивается; в мы полузниъ безконечную 
вфтвь ВГ., которая будетъ аспмптота къ ОХ’. Наковецъ, когда # измфняется отъ + 1, 
д0 +, т уменьшается отъ ® до 0, а у`возрастаеть отъ 0 до ©; и мы получимъ” 
двойную безконечную вётвь ММ, которая будетъ асимотота въ ОХ и 0У. 
Касательныя, проведениыя въ точкахъ С, @, К, соотвЪтетиующихь величииамъ 
с, 4, е величииы #, которыя обращаютъ въ вуль в, парень ОХ; касательныя 
въ точкахъ Ви Н параллельны оси ОУ. 
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ГЛАВА П. 
Выпуклость и вогнутость. 


3493. Пусть АВ будетъ дуга кривой, соотвфтетвующая величин 4 и 
величинамъ 2, заключающимся между аиб. Предположимъ, что въ этсмъ 
промежутк$ вторая производная у", взятая отъ у относительно 2, с0- 
храняетъ тотъ же знакъ, напримфръ, остается положительною. Въ какой- 
нибудь точкз М, абецисса которой есть ху, къ этой дугЪ проведемъ касатель- 
ную В$. Означимъ черезъ у’, величину производной въ этой точк® или 
угловой коеффищентъ касательной, а черезъ У’ орди- фиг. 915. 
нату какой-нибудь точки этой прямой; разность у — У «т 
при х==4, обращается въ нуль, ито же самое бу- 
деть съ ея производной У’— У’ или у’ -— 9, 
(фиш. 215). Если абецисса х возрастаетъ отъ @ до 6, 
и производная У” отъ разности у’ — 4’, будетъ по- 
ложительная, то Фхункшя у” — 9’, возрастаетъ; такъ 
какъ при < = <, она обращается въ нуль, то отъ @ до 2, она будет 
отрицательная, а отъ 5 до 6 положительная. Разсмотримъ теперь хувЕ- 
цю у-—У, производная которой есть у’—У’,. Такъ какъ при изм5нени 
< отъ а до х,, производная отрицательна, то хункщя уменьшается; такъ 
какъ при 1=%,, она обращается въ нуль, то она положительная; когда 
д измЪняется отъ 2, до 6, проивводная будетъ положительная, и ФункгИя 
будетъ возрастать; такъ какъ при Х—5, она обращается въ нуль, то она 
будетъ такъ же положительная отъ 25 ло 6. Отсюда слвдуетъ, что раз- 
ность У — У остается положительною въ промежуткЪ отъ а до 6. Уз 
этого заключаемъ, что дуга кривой АВ расположена вся по одной сто- 
рон каждой изъ ея касательныхъ; это есть выпуклая дуга. То же са- 
мое будетъ, если вторая производная останется отрицательною; но такъ 
какъ разность у — У есть величина отрицательная, то вся дуга будетъ 
расположена по другой сторонф касательной. Легко различить эти двЪ 
стороны; черезъ точку М проведемъ линю МУ, параллельно оси ОУ, и 
по направленю положительнаго у; въ первомъ случаЪ дуга будетъ рас- 
положена по одной сторон касательной, какъ, напримёръ прямая МУ*; во вто- 
ромъ случаБ по другой сторонф. Въ первомъ случа$ говорятъ, что дуга АВ 


19* 


| 
} 
| 
ей 
| 


х! 
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обращена своею вознутостию въ направлени МУ,; во второмъ случа® 
въ противоположномъ направлении. 

ИзвЪетно, что, при возрастании 5, знакъ при у!” показываетъ направление 
измфнен!я у’. Слвдовательно, если представимъ, что точка М перем$- 
щается по дуг АВ, то угловой коеффищентъ будетъ увеличиваться, 
если У" будетъ положительное, и, наоборотъ, будетъ уменьшаться, если у” 
будетъ отрицательное. 

343. Точками перегиба называются тая точки, въ которыхъ вогну- 
тоесть перемфняетъ направлен!е, т. е. тая точки, въ которыхъ вторая 
производная мФняетъ знакъ. Вообще величина У”, 
будучи конечною и непрерывною, мФняетъ знакъ, пе- 
реходя черезъ нуль. Положимъ, что у” при х = 2% 
мфняеть знакъ, переходя черезъ нуль; тогда легко 
увидимъ, что первая производная у’— у, не м$- 
няетъ знака, но хункщя у — У м5няетъ; такимъ 
образомъ, въ зтой точкф кривая съ одной стороны 
касательной переходить на другую. ^` 

Если черезъ точку перегиба М (фи. 216) про- 
ведемъ съкущую сосфднюю съ касательной МТ, то эта сфкущая пере- 
съчетъ кривую въ двухъ точкахъ М” и М", сосъднихъ съ М; такимъ обра- 
зомъ касательная МТ есть предфлъ съкущей, проходящей черезъ три 
сосфдшя точки М"; М, М’, когда дв точки М" и М’ приближаются къ М. 


Фиг. 216. 


344. Прилиьрз 1. Сипусоида. Построить кривую у = вш г. Когда возрастаетъ 
отъ 0 до т, орлината будетъ положительная; оша начинается отъ 0 и сиова обра- 
щается въ 0; такамъ образомъ получимъ дугу ОДС (физ, 217), сииметризиую отиося- 


Фиг. 211. 


я 


2 


тельно орданаты, соотв тствующей х= -.: Когда 2 возрастаетъ отъл до 2”, у дё- 


лазтея отрицательнымъ, и мы получимъ дугу СВО’, равную первой. Отъ 2 до 4л ор- 
дината получаегь т же везичниы, какъ отъ © до 2т, точио также отъ 4л до 
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бл ит. д. Такимъ образомъ, кривая состонтъ нзъ безконечнаго числа одинаковыхъ 
и: 

Угловой коефенщентъ касательной есть у” = с08 2: въ начал координатъ у’=1; сл до- 
вательно, касательная есть лнн!я, раздёзяющая уголъ УОХ пополамъ. Въ точк$ С у’=—1; 
елфдовательио, касательная параллельна другой анн!н, раздфляющей этотъ угодъ попо- 


п 
ламъ. При хх = > производная равна нулю и изъ положнтельной обращается въ отри- 


: п 
цательную; поэтому орднната точкн А есть нанбольшая. Прн д =3 5° производная 


точно также равна нулю н изъ отрицательной обращается въ положнтельную; сл5до- 
вательно, орднната точки В есть нанменьшая. 

При нзыфненн 2 отъ 0 до л, вторая пронаводная у’ = — шт будетъ отрица- 
тельная, и кривая будетъ обращена своею выпуклостйю къ отрицательной оси у; отъ 
п до Эл вторая пронзводная будетъ положительная, и кривая будетъ обращена своею 
вЫпПуклостню къ положительной осн у; слБдовательно, точка С есть точка перегиба. 

Замзтныъ, что эта кривая нмфетъ безконечное чнсло` центровъ, расположенныхъ 
ва равномъ раастояни одни отъ другнхъ на осн Х’Х, т. е. точен О, С, О", ..., абециесы 
которыхъ суть кратныя л. Каждый иаъ ннхъ есть точка перегнба. 


5914 


345. Примпр5 ПП. Построить кривую (у — 4") — 2 =0 изи у= 2" = 

Велнчнны у будутъ положительны только тогда, когда х будетъ величина по- 

зожительная. Возьмемъ сперва передъ раднкаломъ знакъ --; прн измфненш х отъ 
‚5 


0 до ®, Функция у = 2 + Ра увелнчнвается отъ 0 до безконечностн. Пронзводная 
5 


5 а у ` 
у = 2 ++ = 4° также увеличивается, начниая отъ нуля; сл довательно, получим без- 


конечную вётвь ОП, касательную въ точк$ О къ оси ОХ, Фнг. 218. 
и которая своею выпуклостйю обращена къ положнтель- : 

нойосн у (Физ. 218). Возьмемъ теперь передъ кориемъ 
знакъ —; величина у отъ 0 до 1 будетъ положитель- 
ная, а далфе отрицательная. Отложивъ на оси ОХ зи. 
вю ОА, равную едипиц®, увндныъ, что кривая прой- 


‚3 
3 


деть черезъ А. Пронзводная у’ = 2х -2 ж, которая 


въ точк® 0 обращается въ нуль, будетъ положительная, 


16 й 
когда х остается мене эЕ» В отрицательная, когда 2 будетъ бозфе этого чнела; сад ‚ор-. 


16 
дината которая соотв тствуетъ ат есть на ибольщая, а касательная въ точк$ М параллельна 


15 1 ` 6 
ОХ. Вторая производная 2 -- т д” остается положнтельною отъ 0 до = а далфе она 


. 64 
будетъ отрицательная; сяфдовательно, точка №, которая соотвфтствуетъь абсциес® 205” 


есть точка перегиба; отъ О до № выпуклость обращена къ позожительпому у; дал%е 
она обращена къ отрицательпому у. 

06 вЪтви кривой касаются въ точкё О прямой ОХ, не составляя продолжене 
другъ друга; точкн, которыя нмёютъ эту особенность, называются точками возврата. 
Въ этой кривой обф вфтви расположены по одной сторонф касательной. Раасматривая 
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кривую (у — 4) -2=0, получныъ двф вЪтвн, расположенныя съ той и другой сто- 
роны касательной; такимъ образомъ цнссовда представляетъ въ своей вершнни$ А 
(фиш. 20) возвратъ такого рода. . 


х —х 


346. Примърз 1. Пусть у = -@ +{е “) будетъ крввая. Предположныъ, ‘что 


а означаетъ данную лнн!ю; тогда уравнен!е будетъ однородно н опредфлитъ кривую, 
которую называютъ цьиною ливею, потому что это есть крввая образуемая гибкою, 
вфсомою питью, концы которой правязаны къ двумъ неподважнымъ точкамъ. 

Прн двухъ равныхъ велнчвнахъ х н имфющимн обратные знакв, уравненше даетъ 


равныя величнны для 9; поэтому прямая ОУ есть ось кривой. Когда 2 изм$няется отъ 
я х 


0 ро <, членъ еа увеличивается, но членъе “ уменьшается; чтобы анать, какямъ 
образомъ измфняется у, возьмемъ пронзводную. Тогда получамъ 


Е а ® 
а’- -—- 
' а а 
= е’- > 
У р] е ` 
Фнг. 219 Пра ве5хъ положительныхъ величивахъ х эта производная 


положнтельна; слфдовательно, когда х воарастаеть оть 0 до 
<, величина у) постоянно увеличивается отъ @ до ©, и мы 
получвиъ безконечную вфтвь ВС (фиг. 219). Давая х отрв- 
цательныя велнчнны, получимъ вфтвь ВС’, симметричвую отно- 
сительно ОУ. 

Такъ какъ при измфненн х отъ — о до -[- <, вторая про- 
эзводвая остается положительною, то кривая обращена своею 


выпуклостю къ положительной осн у. 
1 


347. Примьрв ТУ. Построить кривую у = е*. Дадимъ х велнчнну положительную, 
фиг. 990. во очень малую; тогда у будеть велнчнна положнтель- 
ная н’очень большая; прн воарастан!и х отъ 0 до + <, 
у постоянно умевьшается отъ < до 1; н мы получимъ 
вфтвь АС (фиг. 220), которая будетъ асныптотою съ 
одной стороны къ ОУ, съ другой стороны къ прямой 
С'С, проведённой параллельно ОХ на разстояни рав- 
вомъ единиц отъ этой прямой. Когда х дадимъ ве- 
личину отрицательную, но очень малую, у будетъ вели- 
чвпа положительная н очень малая; когда х иамфняется 
оТЪ 0 до — <, уу возраетаетъ отъ 0 до 1; такимъ обра- 
Е зомъ получныъ вфтвь Ор, проходящую черезъ начало 

координатъ, н которзя будетъ асвмототою къ прямой @С'. 

Эта кривая представляетъ особенность, которой мы еще не встрЪчали; взтвь РО 
прекращается вдругь въ точкф 0; такого рода точкн вазывается точками престь- 
чендя. ` : 

Чтобы опредфлнть направлен!е выпуклостн, возьмемъ сперва первую пронаводну; 

о 
я мы получныъ у! = — ге. Когда х азыфняется отъ 0 до ®, оба пронзводителя 


1 


1 з 
1 е” уменьшаются; въ слёдетве же знака —, у увелнчнвается; слфдовательно, втвь 
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АС своею выпуклостйо обращена къ положительной оси у; при изиуБнен!и х отъ — © 
7 1 


1 
до 0, множитель —. увеличивается, а множитель е” уменьшается. Прямо не видно, ка- 
5 } 


: 1 
| '. | у 2х + 15 
ЕНМЪ образомъ изм 5 няется у, но это увиднмъ изъ второй производной у Я Р 


ея 
. 


е 


Когда 2 измёняется отъ — © до — вторая пронзводная будетъ отрицательная. 
1 


РУ 

1 о | 

Возьмемъ ОР равную -5, И пусть М будетъ соотвётетвующая точка кривой; слфдова- 

тельно, дуга ОМ своею выпуклостйо обращена къ отрицательной оси у; при возраста- 
й 1 : 

на хоть — > до 0, у’’ будетъ положительное, и дуга МО выпукла къ положнтельной 


оси у, а точка М есть точка перегиба. 


348. Разсмотримъ случай, когда ураввевше кривой 


(1) Л(@, у) =0 


не рЬшается относительно каждаго изъ’ перемвнныхъ 5 и у; производ- 
ная у’ будетъ 


(2) УФ У-Л @& уу =0. 
Такъ какъ у и У’ суть дв$ Функши отъ 2, то первая часть уравнения (2) 
есть сложная Функтя независимаго перемЪфннаго ›2, производная этой ` 
Функщи есть 
, У ам. 

ау лу" Л," 
такъ какъ она постоянно равна нулю, ‚то производная ея также равна 
нулю, и мы получимъ уравнене 


8) р ти у р" =0, 
которое опредфляетъ величину у”. Есди въ этомъ уравненм у’ замЪ- 
нимъ его величиною изъ уравнешя (2), то получимъ 
В’ (Р-Р Л Ли (Ра 

ое 
Съ помощую этой формулы опредфляется направлеше выпуклости, и также 
точки перегиба. 


у" =— — 


349. Приложимъ эту Формулу къ кривой, которую мы разсматривали въ $ 8359. 
Уравнен!е этой кривой можио представить въ Вид 
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[@3) 1р=1 (2 уе 2% — 497 *— п] =0. 


Отсюда ь 
Пу 6-ти то) 
1 = (2 -- л Е с") + 2", ту ме 2}, * — (г -- л + с) + 2. 


Еслн эти величины внесемъ въ предъпдущую Формулу, то, сдёлавъ приведене, прини- 
мая въ разечеть уравневше (1), получимъ г 


—_ ой Зо? (в — 29) — (с 


уе 

Для каждой части кривой, заключающейся въ одномъ иэъ угловъ осей координатъ, 
энаменатель сохраняетъ одипъ и тотъ же зпакъ; сл$довательно, величниа 1)” можетъ пе- 
ремфнить знакъ только тогда, когда числитель переходитъ черезъ нуль. Поэтому коор- 


дпнаты точки перегиба должны удовлетворять въ одно и то же время уравнено (1) и 
уравнешю 


[0 


а —с* 
(2) ая = 0) 
отсюда к 
з 2? Е У В = 
(3) у = 


Въ первомъ случаЪ, когда а меньше с, величины х и у, опредфленныя изъ урав- 
ненй (1) и (3), будутъ мнимыя; поэтому числитель у”’ будетъ имфть одинъ и тотъ же 
энакъ для всфхъ точекъ дуги ВА; легко увидпмъ, что около точекъ ВиА онъ будетъ отри- 
цательный; слфдовательно, эта дуга своею выпуклостно обращена къ отрицательной 
оси 7. Во второмъ случа а=с, Числитель обращается въ нуль только въ точк$ 0; 
онъ будетъ положительный пра переход® отъ О къ А, а сл$довательно, луга ОА своею 
выпуклостю обращена къ отрицательной оси у, и дуга А’’ОСА представаяеть въ 
точкф О точку нерегиба. Въ третьемъ случа мы пибемъ а’> с; чтобы величины 


т пу были дёйствительныя, необходимо, чтобы а«<е Уз. Когза а больше сУз, чн- 
слитель будетъ отрицательный во всфхъ точкахъ дуги ВА, н выпуклость будетъ обра- 


щена къ отрицательной осв у; если а будетъ менфе ‹У?, то числитель обратится въ 
нуль въ извфстпой точкф С, находящейся между В и С; отъ В до С онъ будетъ вифть 
тотъ же знакъ, какъ въ точкз В; поэтому онъ будетъ положительный, н выпуклость 
будетъ обращена къ положительной оси у; отъ С до А числитель имфетъ тоть же 
знакъ, какъ въ точкЪ А; слфдовательно, онъ будетъ отрицателенъ, н выпуклость бу- 
детъ обращепа къ отрицательной оси у, а точка С будетъ точка перегиба. 


Замфчаша на алгебрашческ!я криныя. 


350. Пусть /(х, у) =0 будетъ алгебраическое уравнеше, цфлое, 7 
степени относительно у. Каждой величин$ х’соотвЪтствуютъ я величинъ у, 
которыя вообще различаются другъ отъ друга. Мы докажемъ, что когда 
х измЪияется непрерывно, каждая изъ этихъ величинЪ будетъ также из- 
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мфняться непрерывно; но пока мы допустимъ, что эта теорема справед- 
лива, какъ это мы дфлали прежде. Когда уравнеше неприводимо, тогда 
оно имфетъ кратные корни только дая ограниченнаго числа величинъ 2; 
между этими величинами 2 мы разсмотримъ только тф, которыя дфйстви- 
тельны, и положимъ, что онф расположены по порядку ихъ величины. 
Пусть а и ф будутъ дв смежныя величины; когда 2 будетъ измъняться 
отъ @ до 6, число двйствительныхъ величинъ у останется то же самое; 
потому что, если бы одинъ мнимый корень сдфлался дёйствительнымъ, то 
сопряженный корень сдфлался бы также дЪйствительнымъ, и въ моментъ 
перехода оба корня были бы равны. Такимъ образомъ, въ разсматривае- 
момъ промежуткЪ получимъ извЪстное число различныхъ дёйствительныхЪ 
вЪтвей, которыя не имфють ни одной общей точки. ‚Когда д переходитъ 
черезъ величину а, тогда можетъ случиться, что ‘одна пара корней изъ 
дЪйствительныхЪ сдфлается мнимыми или наоборотъ; въ этомъ случаь въ 
точк$, которая соотв$тствуетъ величин а и двойному дфйствительному. 
корню, начинаются или оканчиваются дв вЪтви кривыхъ. 

Между двйствительными величинами у, соотвфтствующими одной и 
той же величин х-а, х,, разсмотримъ ту величину”у,, которая будетъ 
простымъ корнемъ. Если х будемъ измвнять отъь х, — й до 2, -- 14, 
тдф Й есть величина довольно малая, то эта величина у останется ДЪЙ- 
‚ствительною, не дБлаясь равною другой, и опредфлитъ начало дфйстви- 
тельной вФтви. Е 

Разсмотримъ теперь величину 2 = 6,. которой соотвфтствуетъ кратная 
величина у, порядка р; отмётимъ точку М, координаты которой суть 
х =6, у—у,; между р величинами у, которыя при х —= 6 дЬлаются 
равны 9, , есть изв$стное число величинъ, которыя остаются дЪйствительными, 
когда 2 изм8няется отъ @ до 6, и изв5стное число величинъ, которыя-остаются 
мнимыми; такъ какъ число этихъ послёднихъ есть четное, то число ДФй- 
ствительныхъ корней есть р—24 (гд 4 можетъ быть нуль). Точно также, 
когда х изм$няется отъ 6 до с, число дФйствительныхъ величинъ у, которыя 
при х = идутъ отъ величины у,, есть р — 29'; такимъ образомъ все 
‘число вфтвей кривой, проходящихъ черезъ точку М въ томъ или другомъ 
направлении, есть четное число 2р — 24 — 29'. 

З51. Опредёлимъ въ самомъ двлБ касательныя въ точкё М; перене- 
семъ въ эту точку начало координатъ, и потомъ положимъ у = #. 
мы получимъ уравнене ф (5, #) — 0, опредфляющее угловые коех- 
ФиЩенты скущихъ, проведенныхъ изъ точки М къ точкамъ, въ кото- 
рыхъ кривая пересфкается линею, параллельною оси у. Ноложимъ, что по- 
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строена вторая кривая, ордината которой будетъ #; назовемъ черезъ &, 
одну изъ дЬйствительныхъ величинъ { при 5 —=0, и пусть М будетъ 
соотв$тствующая точка второй кривой; каждой‘ дЬйствительной вЪтви 
второй кривой, проходящей черезъ точку №, соотвётствуетъ дфйствитель- 
ная вфтвь первой кривой, проходящей черезъ точку М и касающейся 
прямой у —={2. Такъ какъ число вЪтвей второй кривой, проходящихъ 
черезъ точку №, есть четное, то отсюда заключаемъ, что число вфт- 
вей первой кривой, проходящихъ черезъ точку М и которыя касаются 
той же прямой у — {1<, также четное. . 

Изъ предъидущаго сафдуетъ, что алгебраическая кривая не можетъ 
выражать точки пресёчен!я ($ 847). Оно не можеть выражать тоже 
угловой точки; угловою точкою называется такая точка, изъ которой вы- 
ходятъ двф вфтви касательныя къ двумъ различнымъ прямымъ. 

352. Если начало координатъ перенесемъ въ точку М алгебраической 
кривой, то уравнеше будетъ имфть видъ 


(1) (Аз -- Ву) + (Са + Озу + Ву") +... =0 
иди въ полярныхъ координатахъ 
(2) (Асово-- Сато) ›--(С 608* в -- Ошо сов Езшзо) р? --...=0. 


Положимъ сперва, что по крайней мфрф одинъ изъ двухъ коехФфищентовъ 
А. и В не будетъ равенъ нулю; если черезъ точку М проведемъ какую- 
нибудь свкущую, то уравнеше (2) дастъ точки, въ которыхъ эта с$ку- 
щая пересзкаетъ кривую; когда только одна величина р равна нулю, ка- 
кое бы ни было ®, тогда говорятъ, что точка М есть иростая точка, 
При величин ®, опредБляемой уравнешемъ А сов в -- В зшь = 0, 
второй корень равенъ нулю, а сЗкущая обратится въ касательную. 
Когда оба коеффищента А и В равны нулю, а три слёдующе не 
равны, тогда двф величины р равны нулю, и тогда говорятъ, что точка М 
есть двойная точка. Есть несколько‘ видовъ двойныхъ точекъ. 1. Если 
двЪ величины #9 ®, опредфляемыя изъ уравнешя С 08? ® -|- Оз в с08 о 
=- #1 =0, будуть дёйствительныя и неравныя, то получимъ дв$ 
ВЪТВИ, которыя пересфкутся въ двойной точкф и которыя будутъ ка- 
сательными къ различнымъ прямымъ (фи 205); 2. если это урав- 
неше будеть имть два мнимые корня, то точка М будетъ одино- 
кая (фи. 204). Замвтимъ, что уравнеше, которое опредфляетъ различ- 
выя касательныя въ кратной точк, получимъ, приравнявъ нулю группу 
чденовъ, имвющихъ меньшую степень въ уравнении (1). | 
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ГЛАВА Ш. 
Асимптоты. 


353. Когда кривая имъетъ безконечную вътвь ММ (физ. 221), то мо- 
жетъ случиться, что разстояше МН точки 
М этой кривой отъ прямой СО будетъ при- 
ближаться къ нулю, когда точка М без.. 
предъльно удаляется; въ этомъ случаз пря- 
мая СП называется асимитотою вътви 
кривой. 

Разсмотримъ разность МВ, между орди- 
ватами кривой и прямой, которая соотвзт- 
ствуетъ одной и той же абециес$, и означимъ 
черезъ В уголъ прямой СО съ осью у; тогда 


Фиг. 221. 


МН 
получимъ МВ = о Очевидно, что если одна изъ величинъ МН и МВ, 


булетъ приближаться къ нулю, то вторая будетъ также приближаться къ 
нулю. Олфдовательно, асимптоту можно опредфлять какз такую прямую, 
что разность между ординатами кривой и прямой имъетз предфт- 
ломз нуль, кода х увеличивается неопредъленно. | 
Ассимптоту нельзя опредфлять такимъ образомъ, когда уголъ В равенъ 
нулю, т. е. когда ассимптота параллельна оси у. Въ 
этомъ, случав если проведемъ прямую МВ (фи. 222) 
параллельно оси ОХ, то прямая МВ, будетт прибли- 
аться къ нулю, когда ордивата возрастает неопре- 
дфленно. Если черезъ @ назовемъ абециссу прямой 
2), то абециеса точки ММ будетъ приближаться 
къ а, когда У увеличивается неопределенно, или, 
наоборотъ, чу возрастаетъ выше всякаго предла, когда < приближается къ а. 


‚ Фиг. 222. 


Асимптоты, параллельных осн . 


354. Изъ предъидущаго видно, что асимптоты этого рода по- 
лучимъ, найдя конечныя величивы 2, обращаюцщия у въ безконеч- 
ность. Если рёшимъ уравнеше кривой относительно у, то при взглядь 
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на величину 9, непосредственно замфтимъ эти величины. Какъ примфръ 
мы можемъ привести циссбиду и строФоиду, ностроенныя въ $8 28 и 31. 
Если уравненте` кривой будемъ алгебраическое, но не рьшенное относи- 
тельно у, то поступаемъ слёдующимъ образомъ. Пусть 22 будетъ степень 
уравнен!я, я самый большей показатель при у; тогда уравнен!е можно 
написать вЪ вид 


$ (2) у" Е + @) у + х Фу... =0, 


гдз Ф, ф, Х,... означаютъ многочлены, въ которые 2 входитъ по большей 
‚мёр$ въ степеняхъ т — п, т —п-+1 т— 1-2, ...; раздливъ на 
у", получимъ 


(0 ^ оф-+ ух Фу... +: =. 


Если при безпредфльномъ увиличивани у, х приближается къ конечному 
предфлу а, то для пары величинъ, въ которой у очень велико, а х близко 
къ @, всБ члены, начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заклю- 
чаемъ, что абецисса & должна обращать первый членъ въ нуль. Такимъ 
образомъ ассимитоты, параллельныя оси у, опредъляются дъйстви- 
тельными корнями уравненя ф (х) = 0. | 

355. Назовемъ черезъ & одинъ изъ этихъ корней; при х=а одна по край- 


ней мЪр$ изъ 2 величинъ р опредёленныхъ уравнешемъ (1), равна нулю; 
когда х приближается къ а, возраста или уменыпаясь, то въ сльдетве пепре- 
рывности одна по крайней м$рЪ изъ я величинъ :у приближается къ 0. Если 
количество & не обращаетъ ф (<) въ нуль, То только одна изъ величинъ 
Е будетъ приближаться къ нулю, и эта величина необходимо будетъ дЪй- 


ствительная; дЪйствительно, такъ какъ мыимые корни сопряжены по два, 
то, когда одинъ изъ нихъ приближается къ нулю, сопряженный корень 
приближается .также къ нулю. Такимъ образомъ получимъ двЪ дЪйстви- 
тельныя безконечныя вЪтви, которыя будуть асимптотами къ одной и 
той же. прямой х = а и изъ которыхъ одна опредфляется величинами 2, 
меньшими а, а другая большими величинами; слЪдовательно, эти обЪ 
вфтви расположены по об стороны асимптоты. Чтобы окончательно 
опредёлить ихъ положеше, будемъ измвнять х отъь а —й о а-{ 1. 
Здвеь надобно `й принимать за величину достаточно малую для того, 
чтобы въ этомъ промежуткь уравнене ф (2) = 0 имЪло только корень & 
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и чтобы многочленъ $ (2) не обращался въ нуль; кромз того можно по- 


- 1 
дожить, что й, слБдовательно у достаточно малы въ абсолютной величинз, 


^ 


для того, чтобы величина многочлена 
1 1 
уыухфь+...+"@х, 
когда 2 и у дадимъ совмфстныя величины, соотвЪтетвующея точкв одной ть 
безконечныхъ вЪтвей, имфло постоянно знакъ своего перваго члена ф @- 
По уравненю (1) величина зтого многочлена равна — $ (2); отсюда 


1 
каючаемъ, что обф величины $ ("); и —ф (1) имъютъ одинъ и тотъ же 


знакъ, и саФдовательно _ имфеть тоть знакт, какой имЪетъ ТЕ С=). 


Фиг. 293. Фиг. 224. 
Л 
й 


Когда х измфняется отъ а —1 до а-- Л, знаменатель $ (2) сохраняетъ 
тотъь же знакъ; если а будеть простой корень или вообще корень не 
четнаго порядка уравнен!я` ф (2) = 0, то знаменатель 4 (52) сохраняетъ 
одинъ и тотъ же знакъ; если @ будетъ простой корень или вообще ко- 
рень нечетнаго порядка уравнешя ф (1), то числитель ф (2) при < = а пе- 
ремзнитъ знакъ; величина у мФняетъ сама по себЪ знакъ, и объ вЪтви 
будуть направлены одна къ одному концу асимптоты, другая къ дру- 
гому концу (физ. 223), какъ зто бываетъ въ гиперболв. Если а будетъ 
корень четнаго порядка, то’числитель сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, 
точно также и у; такимъ образомъ обЪ вфтви направлены къ одному 
концу асимптоты (фил. 224). 

До сихъ поръ мы предполагали, что величина а не обращаеть ВЪ 
нуль $ (5); когла же она обращаетъ эту хункцио въ нуль, тогда нЪ- 


: 1 
сколько ВИНЕ приближаются къ нулю; если число ихъ будетъ чет- 


302 КНИГА ТУ, ГЛАВА Ш. 


ное, то можетъ случиться, что онф вс булдутъ мнимые’ и тогда ни одна 
дъйствительная вЪтвь не будетъ асимитотою къ прямой х —= а. Но если 
а будеть простой корень уравнешя $ (2) = 0, то всегда получимъ двЪ 
дЪйствительныя безконечныя вЪтви, которыя будуть ассимптотами къ этой 


№ 1 
прямой. Дъйствительно, когда т приближается къ нулю положительными 


или отрицательными величинами, тогда только одна изъ соотвтетвую- 
щихъ величинъ х, опредфдяемыхъ ’уравнешемъ (1), приближается къ а; 
слъдовательно, эта величина дЪйствительная, и мы получимъ двЪ безко- 
нечныя вЪФтви, направленныя къ двумъ концамъ асимптоты. Если ве- 
‘личина х — а м6няетъ знакъ вмфств съ у, то об вфтви будутъ распо- 
ложены по обфимъ сторонанъ асимптоты, какъ показано на Фигурё 228 
но если величина х — а не мЪняетъ знакъ въ одно время съ у, то объ 
вътви будутъ расположены по одной сторонё асимптоты, какъ, напри- 
мёръ, въ циссоидв (6 28) и строгоидь ($ 31). 


356. Примьрё Г. Пусть | 
24° + (21 — 4) (у—2)*=0 
будетъь уравневе кривой, и распозожнвъ это уравнене по степеиямъ у, получимъ 
(2-1 *—4у—45 (2'— 4) 43 - 621 (121 — 4) у — 42 (7 — Фуа (1—4 =0. 
Бнквадратное уравиен!е 
$ (п) == —4=0. 
выфетъ два простые д®йствительные корня съ обратнымн знакамн 


$ 37—1 
= В 


Такъ какъ эти воличниы л не обращають въ нуль +(2), то каждая изъ прамыхъ` 
‚< =--а есть асимптота къ двумъ действительнымъ вфтвямъ, расположеннымъ по 
обфимъ сторонамъ прямой и направлеинымъ къ двумъ концамъ- 

Приитр5 П. Пусть будетъ кривая (2 — 1) у* {4 —* = 0, Уравнеи!е $ (2) = О дан 
этого примбра будетъ (х — 1)*=0, Это уравнеше имфетъ двойной корень х=1; но 
когда х приближается къ едиинць, 065 величины у будуть миимыя; са довательно, 
прямая х=1 не будетъ асимптотою ни къ какой дЪйствительной вфтви. 


Асимототы, нспараилельных оси у. 


357. Разсмотримъ вЪътвь безконечной кривой, асимптота которой не 
параллельна оси у; уравненше подобной асимптоты есть 


у, =е2-- 4. 
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гдф си 4 есть два неизвъстныя постоянныя, которыя надобно опредфлить. 
Означимъ чрезъ у и у, ординаты вфтви кривой и прямой, соотвфтетв\ юпуя 
одной и той же абециссЪ; черезъ 9 означимъ разность у — У,. Въ сл5д- 
стве опредфленя,*д есть Функщя 2, которая при неопредфленномъ уве- 
личивани х предвломъ имфетъ нуль. Слфдовательно, вфтвь безконечной 
кривой, которую мы разсматриваемъ, выражается уравнешемъ 


(2) у = у, 8 = с + а- 8. 


Иногда уравнене взтви кривой можно легко представить въ предъ- 
пдущемъ видф, и потомъ мы получимъ асимптоту. Пусть, напримёръ, бу- 
Е(х) 
74) 
многочлена цфлыхъ относительно х; первый многочленъ 72 степени, вто- 
рой по большой мёрё т -|- 1 степени. Каждому корню уравненя } (2)=0 
соотвфтетвують дв безконечныя дфйствительныя вЪтви, которыя будутъ 
асимптоты къ одной и той же прямой, параллельной оси у, располо- 
жены по обфимъ сторонамъ прямой и направлены къ двумъ противопо- 
ложнымъ концамъ или къ одному и тому же концу, смотря по тому, бу- 
детъ ли корень а нечетнаго или четнаго порядка. Кром того есть двЪ 
другя безконечныя вЪтви, которыя получимъ, когда х-у будемъ давать 
очень большя положительныя или отрицательныя величины. Если выпол- 
нимъ дфлене, расположивъ отнобительно уменыпающихся степеней х, то 
получимъ цфлое частное сх -- 4, которое ‚по большей мър будетъ пер- 
вой степени; такимъ образомъ найдемъ 


у=е2 ++ 


гдВ $ (2) есть цфлый многочленъ, степень котораго меньше 1; такъ какъ 
при безпредвльномъ увеличивани х эта послфдняя дробь приближается 
къ нудю, то очевидно, что прямая у,==62-Н@ веть асимптота къ двумъ 
разсматриваемымъ взтвямъ. 

Разсмотримъ еще, напримфръ, трансцендентную кривую 


# 


детъ уравнеше у == въ которомъ } (2) и Е (2) представляютъ два 


1 
у=#- 


безконечная вБтвь которой находится въ угл УОХ и есть асимптота 
къ прямой у =. 

Вообще ассимптоты найдемъ не такъ легко. Возвратиися къ уравненю 
(2); изъ него находимъ 


304 КНИГА 1\, ГЛАВА Ш. 


аа ЕЯ 
Е г‘ 
Такъ какъ 4 имзетъ конечную величину и $ при безпредвльномъ увели- 
чиваши 2 приближается къ нулю, то получимъ 


Я. 
(3) с —= Им г 


Слъдовательно, узловой коеффииенть асимптоты фавенё предълу, 
кз которому приближается отношене к козда х безпредъльно уве- 


личивается. 
Точно также изъ уравнешя (2) находимъь 4 = у — сх — 9, откуда 


(4) 4 = Ни (у — сз). 


То есть ордината вз началь асимптоты равна предьлу разности 
у — сх, козда х безпредюльно увеличивается. 

По этимъ двумъ свойствамъ. опредфляются асимптоты, непараллель- 
ныя оси у. 

Положимъ сперва, что уравнеше рфшено относительно у, и раземот- 
римъ опредфлеше у, которое даетъ `дфйствительную безконечную вЪтВЬ. 
Когда д увеличивается безпредфльно, тогда для этой вЪтви берутъ отно- 


шене ”. Если это отношеше не приближается къ ‘конечному предфлу, 


то вфтвь не имфетъ ассимптоты. Если отношеше приближается къ ко- 
нечному предфлу с, то разсмотримъ разность у — сх; когда эта разность 
не приближается къ конечному предфлу, вЪтвь не имфетъ ассимптоты; 
если, наоборотъ, она приближается къ предвлу 4, то получимь у— сх 
= 4-{ 8, гдь $ приближается къ нузю, когда х увеличивается безпре- 
дЪльно;  сльдовательно, прямая у, —=сх -- 4 будетъ асимптотою раз- 
сматриваемой вЪтви. 


358, Примюрё`Т. Построить кривую 


у = 
2 


отиесениую къ прямоугольнымъ осяиъ коордииату. Ось ОХ есть ось кривой. Когда х 

измфняется отъ 0 до единицы, у остается конечиымъ; при х =Оих=1, у=0; и та- 
кимъ образомъ получимъ кольцо ОАО (физ. 225). Для величииъ т, заключающихся 
между Ти 2, у будетъ минмое. Когда х будетъ бол%е 2 на малую величину, у будетъ 
величина дЪйствительная и очень большая; слфдовательно, если возьмемъ ливю ОВ 
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равную 2, и проведемъ @С’ параллельно ОУ, тозта прямая будетъ асямитотою хвухъ 
вътвей кривой. . : 


Еслн, вачиная отъ 2, х будетъ возрастать, у начи- Фиг. 225. 
наетъ уменьшаться и снова дЪзается очень большвмъ, 
когда д будетъ величина большая; такимъ обрааомъ по- 6 


лучимъ двЪ вЪтви кривой СМО, С”М/О’. Когда х будеть 
величина отрицательная, у всегда будетъ величина дЪй- 
ствительная; при измфвени & оль 0 до — о, числовая 
величина у точно также измЪняется отъ 0 до <, и мы 
получимъ дв втви ОЕ, ОЕ'. 

Раземотримъ одву изъ безконечныхъ в$твей, иапри- 
мзръ МО; мы ее получимъ, взявъ въ уравненти знакъ -- 
в предположивъ, что х есть величина положительная и 
очень большая. Тогда получимъ ` 


% У 
47 


у равевъ единиц. Потомъ имфемъ 


© 


предёль 


„ 


и, умноживъ оба члена на сумму радикаловъ, 


Из (Уз—1+ Уз— 8) 


1 | и 
предёль равевъ 5 сл довательно, прямая У= есть асимитота разсиатривае- 
мой вЪтви. Раздфливъь оба члена дроби ва х, увидимъ, что рааность у—х бол%е 
1 
> и слфдовательно, ордивата кривой болБе ордянаты ассимптоты; отсюда заклю- 


чаемъ, что вфтвь МО расположена вадъ асимптотою. Точно также увидимъ, что’ 
вътвь ОЕ’ асимитотою иметь ту же прямую в что ова находится подъ асимито- 
тою. 06$ вфтви №’О’ и ОЕ имфють асимитотою прямую симметричную ‘предъидущей. 

359. Примърв. Разсмотринъ кривую у‘— ух -- 22--229,=0, которую мы построили 
ВЪ 6 341. Коордиваты х в у мы выразили съ помощю вспомотательнаго перем нвато 


=. ДвБ вфтви ОА и ОВ, которыя мы получимъ, приближая { къ нулю, не им$ютъ 
асимптоты, потому что у л$лается безконечнымъ. Двф безконечныя вЪтвн ОС и ор 
получимъ, когда & приближается къ единиц®. Для этихъ вЪтвей мы имфемъ Ней = 1; 


найдемъ, будетъ ли разность у — х имфть предфлъ. Формулы, поередствомъ которыхъ 
х и у выражаются по &, даютъ ` 


2—1 .. 
, у—х= (#—10х= 2, 


Брю и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. 20 
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эта разиость приближается къ единиц, когда приближается къ единиц®. Отсюда 
ся$дуетъ, что дв разсматриваемыя вЪтви асимототою имфютъ прямую у=#- 1. 


а-^эе+:- 1; 


Разиость $ равна › при измфиени # оть 1 до -- ©, разность 9 то: 


в 
хетъ отрицательная, и вЪтвь СО расположена подъ асимптотою. Кории многочлена 
—1+У5 Е 1 
Е Е—1 суть АР, #! = : Е когда 2 измЗияется отъ 5 


до Е, 9 будетъ величина отрицательная, и дуга ОЕ будетъ расположена подъ асимп- 

тотою; при измфнен!и # отъ &’ до 1,9 будетъ величииа положительная, и дуга ЕС про- 
ходить по другой стороиф асимптоты. Другой корень #!' даетъ точку Е, въ которой 
вфтвь ОА перес$каетъ асимптоту. 


360. Разсмотримъ теперь случай, когда алгебраическое и ц$лое урав- 
неня не ръшается относительно перемфннаго у. Соберемъ члены одной 
степени; представимъ черезъ ф (1, У) сойокупность членовъ самой боль- 
шой степени т; черезъ +(5, у) совокупность членовъ т — 1 степени, 


чрезъ х (2, У) члены т — 2 степени, ...; тогда уравнене можно будетъ 
написать такъ 


(5) Де, у=о(в у 3 @ уха, У-.. 


Означимъ черезь м отношеше у и въ уравнении (5) у замънимъ че- 


резъ их; многочленъ ф (52, у), который есть однородный и т-ой степени 
относительно х и у, будетъ содержать общимъ множителемъ 5”; и мы 
получимъ $ (х, у) =” $(1, м) или для краткости $(х, у) =" ф (м). 
Точно также многочлены ф (2, У), х(х, У) ..., обратятся въ 5” "$ (и), 
"*х (м), .... Сльдовательно, уравневше между х и и будетъ 


оу а" ха) ..=0; 


и раздвливъ на`д”, получимъ 


(6) 9(и) хм +... =0. 


Степень этого уравнен!я относительна % одинаково съ степенью ура- 
внеше (5) относительно у; позтому дая каждой величины х оно даетъ 


различныя величины отношен!я 5. Если при безпредьльномъ увеличи- 


ваши числовой величины 1, одна. изъ величинъ % приближается къ ко- 
нечному предёзу’ с, то для пары-величинъ, въ которыхъь 2 есть ве- 
личина очень бодьшая и и есть величина близкая къ с, всБ чдены ура- 
вневя (6), начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заключаемъ, 
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что Число с должно обращать въ нуль многочленъ $ (и). Такимъ обра- 
зомъ узловые коеффишенты асимптоть суть дъйствительные корни 
уравнешя 


{т) $ (и) = 0. 
Пусть с будеть одинъ изъ дьйствительныхь корней этого уравнения. 
ЕЕ, ее Ур ® . 
Подожимъ у — сх =; откуда и = „= т Если въ уравненми (6) и 


`замънимъ этою величиною, то получимъ уравнеше, опредъляющее вели- 
чины % для каждой величины 2. СдЬлавъ подстановку и развернувъ каж- 
дый` членъ, получимъ 


(8) +70: аа. е 


$ (= ЕН м 0. 
+%@=+.. 
Но 9 (с) =0; `умножинъ вс члены на 2; тогда уравнене получитъ Видъ 
(9) РУО -НАЕНВЕ = 0. 


Если при безпредфзьномъ увеличиван!и 2, одна изъ величинъ ® прибли- 
жается къ конечному предфлу 4, то пара величинъ, въ которыхъ 2 есть 
очень большая величина, а % есть величина близкая къ 4, дЪлаетъ всЪ 
члены, начиная со втораго, очень малыми; отсюда заключаемъ, что число 
4 должно удовлетворять уравненю 4$’ (с) {+ $ (с) = 0; если количество 
$’ (с) не равно нулю, то для 4 находимъ отсюда величину 


4 (с 
(10) а=— 5. 
Такимъ образомъ въ томъ случаф, когда х увеличивается безпред$льно, 
одна изъ величинъ ® и притомъ только одна приближается къ конечному 
предзлу 4. Изъ $ 355 видно, что эта величина ® будетъ дъйствительная 
при очень большихъ величинахъ 1 положительныхъ или отрицательныхъ и 
что она даетъ начало двумъ вЪтвамъ кривой, которыя будуть асимпто- 
тами прямой у = ст -| 4. 
Когда величива с обращаеть въ нуль $'(с), не обращая въ нуль $(с), 
тогда ни одна изъ величинъ 9 при безпредъльномъ увеличивани х не при- 
ближается къ конечному предБлу. Если одна изъ величинъ с въ одно 


‚ 20* 
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время обращаетъ въ нуль $’(с) и $ (6), то, умноживъ уравнеше (9) на 2*, 
получимъ 


и фо. 50 


Въ этомъ случаБ вообще обф величины © при безпредфльномъ увеличи- 
вани 2 приближается къ конечнымъ предФламъ, которые суть корни 
уравнен!я 


(1) У а+и@=0 


Если это уравнене имфетъ два дЪйствительные и различные корня 
4’ и 4”, то только одна изъ величинъ у при 
безпред$льномъ увеличиванш х приближается къ 
4’ и даетъ дв$ дЪйствительныя вЪфтви, которыя 
будутъ ассимптотами прямой у=—еж-{- 4’; дв® 
друг!я дЪйствительныя в$тви будутъ также асимп- 
тотами къ параллельной прямой у —= сх 4”. 

Если черезъ начало координать проведемъ 
`° прямую ОС’, угловой коеффищентъ которой былъ 


бы с (физ. 226), то буква у будетъ означать длину М@ для различныхъ 
вЪтвей кривой. . 


Фнг. 226. 


Примтрз. Пусть у*—ух--х'—251у-=0 ‚будетъ кривая, которую мы стронли въ $ 341. 
Мы ныбемъ ф (м) == — 1 = и3(и — 1). Уравнене ф (м) =0 ныфеть одинъ тровной 
корень, равный нулю, и одинъ простой корень, равный 1. Простой коревь, которому 
соотвфтствуетъ величина 4, равная 1, даетъ прямую у =х + 1, которая будетъ асснип- 
тотою къ двумъ дЪйствнтельнымъ вфтвямъ. Тройной корень можетъ только дать ассимп- 
тоты параллельный ОХ; но изъ уравиен!я кривой видио, что нн одна нзъ велнчииъ 
у не приближается къ конечному предЪзу, когда 2 безпредфзьво увеличивается. 


361. Изучене безконечныхъ вфтвей алгебраической кривой легко при- 
вести къ изучению конечныхъ вътвей алгебраической кривой той же сте- 
пени. Пусть 2 и у будутъ координаты какой-нибудь точки М первой Фи- 
гуры; этой точки М отмётимъ соотвётствующую точку М/, координаты 
которой х! и у’ опредфляются отношенями 


й 
р 


1 у 
а —-- у’ =, 


изъ которыхъ обратно находимъ 


й г 
РИ — ы 
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Есзи точка М будеть описывать прямую Ах - Ву-- С —= 0, то точка 
М’ опишеть соотвётствующую прямую С’ -- Ву’ | А = 0, такъ какъ 
угловой коефФфицентъ одной изъ-прямыхъ равенъ ординат другой въ на- 
чаль координатъ. Вообще, если точка М опишетъ кривую 7-ой степени, 
‚то точка М’ опишетъ соотвфтствующую кривую той же степени; позтому | 
сфкущей, проходящей черезъ дВЪ сосфдшя точки одной изъ кривыхъ, бу- 
детъ соотвфтетвовать сфкущая, проходящая черезъ двЪ сосфдыя точки 
другой кривой, и слфдовательно, касательной соотвЪтствуетъ касательная. 
Мы можемъ положить, что первая кривая отнесена къ такимъ осямъ, что 
уравнене содержитъ у"; въ зтомъ случа безконечныя вфтви получимъ 
только тогда, когда будемъ безпредфльно увеличивать х и всБ величины 


отношенйя приближаются къ конечнымъ предз- Фиг. 997. 


ламъ. Въ слёдств1е зтого, если точка М будетъ опи- 
сывать безконечную вЪтвь первой кривой, то, такъ 
какъ х’ приближается къ нулю, а У! къ конечной ве- 
личинз с, то точка М’ опишетъь вЪзтвь, перес- 
кающую ось у въ точкБ А’, ордината которой есть с 
{фил. 227). Такимъ образомъ изучеше безконечныхъ 
вътвей первой кривой приводится къ изучен!ю вфтвей 
второй кривой вблизи точекъ, расположенныхъ на оси у; 

Пусть А’ будетъ точка, въ которой вторая кривая пересзкаетъ ось у; 
`означимъ черезъ 4 угловой коехФищентъ р вЪ этой точкБ; 


=а- о, гдв 9 при- 


ближается къ нулю вм5ств съ’; и - вътвь А”М’ второй кривой 
выразится уравнешемъ у’ — ее ал! -|- дх'. Этой вЪътви соотвфтствуетъ 
безконечная вЪтвь первой кривой, имъющей уравнешемъ у —= сх-|-а-- 3, 
гдВ 9 приближается`къ нулю, когда х бёзпредфльно увеличивается; каса- 
тельной у’ = с + 4х’ къ` второй кривой соотвфтствуеть асимптота 
9 = сх -- 4 первой. Извъстно, что изъ точки А’ всегда выходитъ чет- 
ное число вфтвей, имфющихъ одну и ту же касательную ($ 351); слБдо- 
вательно, первая кривая имфетъ четное число безконечныхь вфтвей, имЪ- 
ющихъ одну и ту же асимототу. Такъ какъ касательная въ точк® А” 
есть предфлъ касательной, проведенной вЪъ'точкв М’, то отсюда сл$дуетъ, 
что асимптота есть предфлъ касательной, проведенной въ точкё М, когда 
эта точка удаляется въ безконечность. ЕР: 
Положимъ, напримёръ, что точка А’ будетъ простая точка, какъ по- 


тогда для точки М! сосфдней Д’ получимъ # 
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казано на фигур 227; очевидно, что вётви А’М/ соотвфтствуетъ безко- 
нечная вфтвь М, расположенная надъ асимпто- 
тою вираво, а вЪтви Д'М/ вторая безконеч- 
ная вЪтвь №, расположенная подъ асимпто- 
тою слфва. Если бы въ точкё А’ быль пере- 

` тгибъ (фи. 228), то объ безконечная вЪтви 
были бы расположены съ одной стороны асимп- 
тоты, одна справа, другая слёва. Во второмъ. 
случа говорятъ, что кривая имфетъ точку пе- 
региба въ безконечности. 

Если точка А’ будетъ двойная точка съ двумя различными касатель- 
ными, то получимъ двф параллельныя асимптоты, изъ которыхъ каждой 
соотвётствуютъ дв безконечныя вЪтви, имфюния одно изъ предъиду- 
щихъ расположен!й. Когда двойная точка А’ будетъ точка возврата, тогда 
получимъ дв втви, которыя будутъ асимптотами къ одной и той же 
прямой, но къ одному и тому же концу. 

До сихъ поръ мы предполагали, что касательная въ А’ не совпадаетъ 
съ осью у; если же она будеть совпадать, то вЪтвямъ, идущимъ изъ 
точки А’, будутъ соотвфтствовать въ первой ‹Фигурф безконечныя вФтви, 
не имвюция асимптоты. Направлен!е касательной, проведенной въ точк® 
М, приближается къ ваправленю, опредвленному угловымъ коехфищен- 
томъ с; но она Удаляется въ безконечность. Эти безконечныя вЪфтви на- 
зываютъ параболическими взтвями. Если точка А’ будетъ простая точка, 
то объ безконечныя вЪтви будутъ имфть одинаковыя направленя, какъ 
это имъеть мъето въ параболь. Если въ точкф А’ будеть перегибъ, то 
объ вфтви будутъ имфть разаичныя иаправлен}я. 

Кривая, выражаемая уравнешемъ у? — 5 имфетъ такое расположен!е: 
она состоить изъ двухъ безконечныхъ вЪтвей, которыя не имфютъ асимп- 
тоты и изъ которыхъ одна идетъ къ положительной оси. 2, другая къ от- 
рицательной оси 5. 

362. Такъ какъ каждой величинЪ х соотвфтствуетъ по большей мфрЪ 
т дъйствительныхъ величинъ у, то первая кривая имфетъ по большей 
мёрф 27% безконечныхъ вЪтвей со стороны положительной оси х и т 6ез- 
конечныхъ вЪтвей со стороны отрицательной оси 4; сверхъ того это видно 
изъ, того, что вторая кривая перес$кается осью у по большей мфрф въ т 
точкахъ. Такъ какъ число касательныхъ, проведевныхъ къ второй кривой 
въ этихъ точкахъ пересфчен!я, равно по большей мфрф т, то первая кри- 
вая имфетъ по большей мёрБ 2 асимптотъ. Прямыя, проведенныя черезъ 


Фиг. 228. 
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точку А’, будуть прямыя параллельныя асимптоть. Если точка А’ бу- 
детъ простая точка ($ 352), то съкущая, проведенная черезъ эту точку, 
пересфчеть кривую въ т — 1 другихъ точкахъ; слЪдовательно, всякая 
линя, параллельная асимптотё, пересъкаетъ первую кривую ‘въ 2 — 1 
точкахъ. Касательная, проведенная въ точкв А’, пересъкаетъ вторую кри- 
вую только въ т — 2 другихъ точкахъ, а слБдовательно, асимптота 
пересзкаеть первую кривую только въ т — 2 точкахъ; въ этомъ случаЪ 
говорятъ, что дв точки пере- 
съченя находятся въ безконеч- 
ности. Если въ точкф А’ будетъ 
перегибъ, то, такъ какъ каса- 
тельная пересЪкаетъ вторую кри- 
вую въ трехъ точкахъ, которыя 
сливаются съ точкою А’ (6 343), 
ассимптота будетъ имфть три 
точки пересёченя въ безконеч- 
ности, и слБдовательно, перес$- 
четъ первую кривую только въ 
т — 3 точкахъ. 

363. Преобразован!е, которое мы едлали, приводитъ КЪ Тому, чтобы 
брать перспективу Фигуры на плоскости. ДЪйствительно, разсмотримъ дв 
Фигуры, изъ которыхъ одна помщена въ горизонтальной, другая ВЪ вертикаль- 
ной плоскости, пересвкающей горизонтальную плоскость по лини ЫТ (фи. 
229) и тамя, чтобы одна была перспективой другой, когда глазъ находится 
въ точкБ, которой проекщи суть о и 0’. Очевидно, что когда точка М 
удаляется въ безконечность въ вертикальной плоскости, перспективная 
ея М’ приходитъ на прямую 0’у’, параллельную лин горизонта; такимъ 
образомъ изучен!е безконечныхъ вЪтвей кривой, расположенной въ вер- 
тикальной плоскости, приводится къ изученю другой кривой вблизи то- 
_чекъ, расположенныхъ по прямой 0’у’. 

Если одну изъ кривыхъ отнесемъ къ двумъ осямъ 0% и 09, другую 


Фиг. 229. 


+ фа 
къ двумъ осямъ 0’х' и 0’у’, то получимъ Формулу преобразованя 5’ = =. 


|2) ь 
у’ —= у, въ которыхъ а и 6 означаютъ разстояя хо’ и «о. Эти Фор- 
мулы совершенно т же, которыя мы употребляли прежде, если сдЪ- 
лаемь а—=6— 1. , 


Пусть А’ будетъ точка, въ которой вторая кривая перёсъкаетъ пря- 
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мую 0’У’; касательная А!В, проведенная въ этой точк®, перспективою 
будетъ имфть прямую А.А; тогда двумъ вётвямъ М’ и №, выходящимъ 
изъ точки А’, соотвЪтствуютъ дв безконечныя прамыя М и №, кото- 
рыя будуть асимптотами къ прямой АА,. 

Когда касательная, проведенная въ точкё А’ совпздаетъ съ прямой 
0’у’, какъ напримфръ въ точк® (С, асимптота удаляется въ, безконеч- 
ность, и дв вЪтви Р’и `А даютъ дв безконечныя параболическя 
вфтви ©) и Р; прямая, проведенная изъ точки о въ точку одной изъ 
вътвей Ри ©), приближается къ предфльному направленно оС.. 


364. Трансцендентныя кривыя могутъ пересёкать ихъ асимптоты въ 
безконечномъ числ точекъ. 


Фиг. 230. 


Наприм%ръ, кривая у = ме качается неопредфленно по об$ сторовы прямой 


ОХ, къ которой ова есть асимптота, потому что величнна у предфломъ иметь 
нуль (фиг. 230). Сверхъ того ампянтуда качавя есть величина постоянная в равная л. 


вш 4 
Кривая у = — — качается неопредфленно по обф сторовы ея асимптоты ОХ; но здёсь 


амплитуда качанЙ уменьшается (физ. 231). 


Фиг. 231. 


365. Иногда случается, что дв безконечныя вЪтви не имфютъ пря- 
молинейной асимптоты, между тёмъ какъ разность ихъ ординатъ при- 
ближается къ нулю. Въ этомъ случав говорятъ, что обф кривыя суть 
асимптоты одна къ другой; если одна изъ нихъ будетъ простая извфст- 


ная кривая, то съ помопую ея можно будетъ начертить другую. Возь- 


: Е(х 
мемъ уравнене у =:® и положимъ, что степень числителя на едини цу 
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бодфе степени знаменателя; такъ какъ отношене У возрастаетъ неопре- 


дБленно вмфст® съ х, то вфтви, соотвфтетвующия : 
очень болышимъ величинамъ х, положительнымъ Фиг. 232. 
или отрицательнымъ, не имфютъ прямолинейной у 
асимптоты. Если выполнимъ дфлеше, то полу- 
ЧИМЪ 
в и] ; $ (=) 
— ах ри 

у — а2` А-а, 
и 0бЪ разсматриваемыя вфтви будутЪъ асимпто- 
тами кривой 


у —= а" | ы--...Е. 


Если п — 2, то эта вторая кривая будетъ па- 
рабола. Напримфръ, кривая 


а 1 1 
у= =#“-- 


ея 


будетъ асимптотою къ параболф у — х*' (физ. 232). 


ГЛАВА ТУ. | р 
Построен1е кривыхъ въ полярныхъ координатахъ. 


366. О поларныхъ координатахъ было говорено въ 6 3; въ этой си- 
стемв какую-нибудь точку, взятую въ плоскости, можно опредфлить по- 
средствомъ величины ®, заключающейся между 0 и 2, и положительной 
величиной с; однако мы принуждены измънять каждую изъ координать хир 
отъ — © до |<. | | 

Мы видбли ($ 263), что если за полюсъ возьмемъ одинъ изъ Фоку- 
совъ гиперболы, то обф вфтви выразятся двумя различными уравнен!ями, 
ограничиваясь положительными радтусами векторами; если допустимъ от- 
рицательные рамусы векторы, условившись абсолютную величину каждаго 
изъ нихъ откладывать по направленю, противоположному направленю, 
показываемому величиною ®, то достаточно будеть одного уравненя. Мы 
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видфли также, что помопю этого условя можно выразить однимъ урав- 
нешемъ улиткообразную линю Паскаля (6 35). 

367. Аухимедова спираль. Точка М двигается равномфрно по на- 
правленю С/С неопредъленной прямой ('ОС, которая въ свою очередь 
равномфрно обращается около одной изъ ея точекъ О; тогда кривая, описы- 
ваемая точкою М, будетъ спираль Архимеда (физ. 233). 

За полярную ось возьмемъ положеше ОХ, занимаемое прямою ОС, 
когда движущаяся точка М приходитъ въ О, и положительные полярные 
углы будемъ отсчитывать по направлено движеня прямой. Пусть а бу- 
детъ пространство, которое проходить движущаяся точка по прямой въ 
то время, когда эта прямая дфлаетъ полный оборотъ. Если разсмотримъ 
движущуюся точку въ какомъ-нибудь изъ ея положенй, посл того какъ 
она была въ точкв О, то, назвавъ черезъ ® уголь, на который повора- 
чивается лия ОХ, чтобы совпасть съ ОС, и черезъ р разстояше дви- 


4 
жущейся точки оть точки О, получимъ, полагая >. == 6, 


# 


р 
(1) е = 


Разсмотримъ движущуюся точку прежде, чЪмъ она приходитъ въ О; 
назовемъ черезъ ®, уголъ, на который надобно повернуть линю ОХ, 
чтобы она совпала съ ОС; такъ какъ точка М находится на противо- 
положномъ Нзправлени ОС’, то ращусъ ‘векторъ должно разсматривать, 
какъ отрицательный, и мы получимь —* =, Если условимся прини- 
мать за отрицательные углы т$ полярные углы, которые отсчитываются 
по направленю, противоположному первому, то получимъ и = — в, 

Фиг. 233. | и тогда предъидущее-уравненше будетъ оди- 
наково съ уравнешемъ (1), которое будетъ 
выражать тогда безконечную кривую. Ве- 
личины ©, заключаюцияся между Ои2т, 2ти 
4к,..., би —2т,..., дадутъ посяЪдова- 
тельные обороты спирэльной лини. Если 
ограничимся положительными величинами р, 
заключающимся между 0 и2т, то, чтобы 
выразить каждый изъ ‘ея оборотовъ, на- 
добно будетъ частное уравнеше 


р = в, р=а-- 6, ..., р=а- 6%, р= 2а — 6%, ...` 
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Архимидова спираль состоитъ изъ двухъ частей ОВ.СО,А,В,... и 
ОВ.ЕОЕВ, ... симметричныхь другъ ‘другу относительно перпендику-. 
ляра ОХ, проведеннаго къ полярной оси. Каждая часть содержить без- 
конечное число оборотовъ, и отрфзки какой-нибудь прямой,‘ проведенной 
черезъ полюсъ, и заключающиеся между двумя смежными оборотами, им$- 
ютъ вов одну длину а. 

368. Примъчашще Г. Одну и ту же точку М плоскости можно опре- 
дфлить посредствомъ безконечнаго числа паръ величивъ р 
и ®. Если черезъ х назовемъ положительный уголъ мень- 
ций Эт, образуемый лишею ОМ съ осью ОХ, и черезъ а 
разстояше ОМ (фи. 234), то за координаты точки М Ро 
можно взять пары величинъ | 


... ([— ее. а), (—-2=-х, а), (ха), (= ха), (4= +в, а),:.. 


принимая радгусъ векторъ положительнымъ, или пары 


‚С Зе-а а), Ся — д), "а, — 9), 
(З® а, —а), (55 +=, —а)...- 


принимая радгусъ векторъ отрицательнымъ. Если точка М принадлежить ' 
кривой, опредфляемой уравнешемъ } (о, р) = 0, то ея координаты не 
могутъ быть опредфлены только взглядомъ на точку; чтобы опредлить 
ихъ, надобно слфдовать очертанию кривой. 

369. Примъчаме П. Въ хормулахъ преобразовашя, выведенныхъ 
въ 1 книгБ, [У главЪ, мы предполагали, что точка М опредфляется по- 
ложительнымъ рад!усомъ векторомъ и полярнымъ угломъ, заключающимся 
между О и 2т. Оставляя сперва радтусъ векторъ по- 


Фиг. 234. 
м 


[1 х 


В Фиг. 235. 
ложительнымъ, за полярный уголъ можно взять ка- 
кой-нибудь изъ угловъ, образуемыхъ направленемъ т а | 
ОМ съ осью ОХ (фи. 235), принимая уголъ съ 25 
знакомъ -- или —, смотря по тому, будетъ ли пря- и х 


мая, при переходь изъ подожешя ОХ, въ поло- й 
жеше ОМ, вращаться отъ ОХ къ ОХ или въ 
противоположномъ направлеши. Это приводить къ тому, чтобы увеличи- 
вать или уменьшать уголъ, обозначаемый первоначально черезъ ®, на 
чиёзо кратное 2*; такъ какъ синусы и косинусы при этомъ неё изм®ня- 
ются, то Формулы остаются тЪ же. Положимъ теперь, что точка М опре- 
дБаяется отрицательнымъ радусомъ векторомъ; тогда уголь ® будеть 
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одинъ изъ угловъ, образуемыхъ направлентемъ ОМ’ съ ОХ. Проекщя ОМ на 

ОХ есть (— р). с08 (м ТЕ ®) или рс08®; такимъ образомъ получимъ 

`2 = ро0во и точно также у = рзше. (Салфдовательно, эти Формулы 

обиия. Если полярная ось ОХ’ не совпадаеть съ ОХ, то положене 

а этой оси опредфляется угломъ <, который она образуетъ 

съ ОХ. Если въ хормулахъ 2 = р 608 ®, у = рашь, 

относящихся къ полярной оси ОХ, замфнимъ ® черезъ 

м «'--=, то получимь х==рс08 ('--=) у— раш (в! -- 2). 

Положимъ, что оси координатъ косоугольныя, и возьмемъ 

х ОХ за полярную ось (физ. 236); тогда Формулы преоб- 

разовашя получимъ, проектируя лини ОМ и ОРМ послфдовательно на 
перпевдикуляръ ОХ и на перпендикуляръ ОУ, 


У, 


о р 


` овт (8 — ©) овт о 
= ————, =— ——. 
вт 0 - 8100 


. 


370. Примъчаше ТГ. Въ томъ случа, когда, измфняя ® оть 0 
до 2", получимъ всю кривую, находимъ симметрию относительно поляр- 
ной оси ОХ, когда величины хи 2п — а, даваемыя ®, даютъ снова 
одну и ту же величину р, или когда величины хи п — < дають равныя 
величины р и съ обратными знаками. Точно также получимъ симмет- 
рию относительно перпендикуляра ОУ, когда углы х ит — а даютъ одну 
и ту жё величину р или углы «и 2 — х дають равныя величины и съ 
обратными знаками. Наконецъ симметр!ю, относительно полюса, получимъ, 
когда углы хи п- а даютъ одну и ту же величину р. 

Но если для получешя всей кривой будетъ необходимо измфнять в 
далЪе 2т, тогда симметр!я можетъ представиться иначе. Напримфръ, если . 
будетъ необходимо измЪнять ® отъ 0 до 4т, то симметря, относительно 
полярной оси, будетъ тогда, когда углы хи Эт — а или аи 4т —а 
дадутъ дая р раввыя величины или когда углы хит — х или х и Зл—& 
дадутъ дая р величины равныя и съ обратными знаками. Если предлы 
« будутъ очень пространны, то число сравненй будеть увеличиваться. 


ы в) 
Разсмотримъ, напрнизръ, кривую, опред ляемую уравнешемъ о = с08 5. Когда х 

увеличивается до двухъ разъ 2”, тогда направлен!е ражуса вектора сиова бухдетъ то 

же; сверхъ того, такъ какъ ее увеличивается до 2л, © снова ‘получаетъ ту же вели- 


чину, и мы найдемъ точку, уже полученную прежде; слфдовательно, « надобно изм$- 
нать отъ 0 до 4л. Если « будетъ увеличиваться отъ 2”, то ращусъ векторъ возвра- 
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тнтся къ тому же положен!ю; но такъ какъ ет увеличнвается только до л, то ое с0- 


храняетъ ту же числовую величину, и знакъ; 
отсюда заключаемъ, что часть геометрическаго мъЪста, 
опред$ляемаго велнчннамн «, ааключающимнся между 
2= н4л, сниметрична, относительно полюса, части, 
опредфзяемой велнчивами ®, заключающимнся между 
Ои 2»л; другими словамн, полюсъ есть центръ кривой. 
Пра о =@« ноь-= 92л — а, величины о равны н имфютъь 
обратные знаки; такимъ образомъ получаемъ дв$ точки, 
расположенные симметрично относительно перпендику- 
ляра ОУ, проведеннаго къ полярной оси (фмег. 237). Эта 
прамая УО есть ось кривой. Когда перем нное в увеличн- 
вается отъ 0 до л, о уменьшается отъ 1 до 0, и мы по- 
лучимъ дугу АВО, касающуюся прамой ОХ’ въ точк$ 0. 
ЗВеличины и, заключающиеся между л и 27, дадутъ дугу ОВА!, симметркчную первой 
относительно ОУ, а величины ®, ааключающ/яся между Эл и 4л, опредфляютъ кривую 
А'ВЮВ!’А, снмметричную АВОВА’ относительно полюса. Такныъ образомъ кривая 60- 
стонтъ изъ четырехъ равныхъ дугъ. Полярная ось есть также ось кривой; это можно 
вндфть прямо, замЪ чая, что при величинахъь ®, а и 4л — а, величины о будуть равны. 


Фиг. 231. 


Касательнал. 


371. Направлене касательной. МТ, проведенной въ точкз М, опред®- 
ляется угломъ У, который она образуетъ съ 
продолженшемъ МА радгуса вектора. Фиг. 238. 

Пусть ри ® будуть координаты точки М; 
2 + Ар их - Лю координаты сосфдней точки 
М!’ (фи. 238). Проведемь съкущую ММ’, и 
изъ полюса, какъ центра, радусомъ ОМ опи- 
шемъ дугу круга ММ; уголь МОМ?’ есть при- 
‘ращене Де полярнаго угла, №ММ/.есть прира- 
щене Др радуса вектора. Изъ треугольника 
МММ’ находимъ 


эп ОМ!М __ хорд ММ хоры мк ыы дуга ММ __ — ХОР Мм. еДь. 

вп УММ! ММ дуга ММ ММ 7 дум ММ Де’ 
Если. свкущую будемъ поворачивать около точки М такъ, чтобы точка М” 
безпредьльно приближалась къ точкв М, то предфлъ сфкущей ММ’ бу- 
детъ касательная МТ; предвль хорды ММ будетъ касательная, проведен- 


ная къ дуг круга, и слдовательно, перпендикуляръ къ радусу те 
такимъ образомъ получимъ 


ИН ОМ’М = ОМТ' =У, 
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Ши МММ! =. — у. 


сверхъ того извфетно, что предфлъь отношешя дуги круга къ ея хордь 
равенъ единиц®; поэтому вмфсто предъидущаго уравненя получимъ 


вш У 


сов У 


= В; 


Де 


гдв р’ означаетъ прин отъ р, разсматривая его, какъ Функщю 


ОТЪ @. 


Въ предъидущей хигурз мы предполагали, что ралусъ векторъ воз- 
растаетъ вмЪстЪ съ угломъ ®; если онъ будетъ уменьшаться, то изъ тре- 
угольника МММ! (физ. 239) находимъ 


вт ОМ’М 
— ва МММ! 


Фиг. 239. 


__ хордв м] ММ х дуга ММ ._ хорд ММ хе е ^ 
дуга ММ — ММ — ду ММ 


такъ какъ углы ОМ’М, МММ’ предфлами имБютъ 
Уиу— 5, то снова получимъ ту же Формулу. 


Когда ® возрастаетъ, тогда подвигаемся на кри- 
вой въ извфетномъ направлени; У означаетъ уголъ, 
который образуетъ касательная, проведенная по на- 
правленю движеня, съ направлешемъ опредфляе- 
мымъ угломъ «. Очевидно также, что эта же Фор- 


мула остается справедливою и для того случая, когда радусъ векторъ 
будетъ отрицательный. | 
‚ 372. Замъчанще. Если ралусъ векторъ обращается въ нуль при 


Фиг. 240. 


х 


частной величинф ®, напримфръ при ®,, то полу- 
чимъ вфтвь кривой ОС, проходящей черезъ полюсъ, 
а касательная, проведенная къ этой взтви въ полюсъ, 
будетъ прямая ОА, опредфляемая угломъ в. ДЙ- 
ствительно, если возьмемъ сосфднюю точку М и если 
съкущую ОМ повернемъ такъ, чтобы точка М при- 
близилась къ точкё О, то р обратится въ нуль и с$- 


кущая будетъ приближаться къ направленю ОА. 


373. Принпрб Г. Спираль Архимеда. Уравнене этой кривой есть с = бы ($ 367), 
отсюда о’ =5; сл довательно, 


й 


би \ 


ет 


@ 
вУ= = 
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Если точка М будетъ двигаться отъ полюса по кривой, то уголъ У, который' прежде 
быль нуль, будетъ постоянно увеличиваться и приближаться къ прямому углу. 
Примърв П. Лозариомическая спираль. Логарнемическою спиралью называется кри- 
вая, полярное уравнение которой есть о = а6"°®, гдф а означаетъ данную линю, а т 
чнсло. Положнмъ, что постоянное % есть число поло- 
жительное. Если ® будетъ возрастать отъ 0 до безко- Фиг. 241. 
нечности, то с будеть постоянио увеличиваться отъ а з 
до безконечности, в мы получимъ безконечную вЪтвь 
АВС..., образующую безконечное число оборотовъ около 
полюса. Если потомъ, ® будемъ измфнять отъ 0 до — ©, 
то е будетъ постоянио уменьшаться и приближаться къ 
нулю, и мы получимъ вторую безконечиую взтвь АВ’С...., 
которая дЪлаетъ безконечное число оборотовъ около по- 
люса, постоянио приближаясь къ этой точкЪ. Если по- 
стоянное т будетъ отрицательное, то положительный вели- 
чины в дадутъ в$твь, приближающуюся къ нолюсу, а от- 
рицательныя величины — вфтвь, удаляющуюся отъ него. Въ этомъ случай о’ =тае"® = те 


1 | . 
откуда 4 У = о Отсюда заключаемъ, что касательная къ кривой образуетъ съ рад!- 


усомъ векторомъ постоянный уголъ. 

374. Примюрь ПТ. Эпициклоида. Когда одинъ кругъ катится по неподвижному 
кругу, то точка движущзгося круга опишетъ въ плоскости кривую, которая назы- 
вается эпициклоидою. 

Ограничимся т$мъ случаемъ, когда оба круга равны. Пусть с будетъ неподвиж- 
ный кругъ, С’ начальное положеие движу- 
щагося круга, а ращусъ; положимъ, что Фиг. 242. 
точка, которая при движен!и круга С’ опя- 
сываетъ эпициклонду (физ. 242), будетъ 
точка прикосновеня А. Когда движущИся 
кругъ приходить въ позожене С”, точка А 
придетъ въ М, потому что дуги ЕА, ЕМ равны. 
Возьмемъ точку А за полюсъ, продолжене 
анн!и СА за полярную ось; прямая АМ, пер- 
пеидикулярная къ касательной АМ, общей 
къ двумъ кругамъ, параллельна СЕ; уголъ 
АЕМ равеиъ половииё АСЕ, ин слфдова- 
тельно, половии$ о. Изъ треугольника АМЕ 


находниъ АМ = ДЕ зш 5; но АЕ = За вт ы } 


слфдовательно, ь 


е == 4а в" 5 а (1—608 в). 


Эта кривая есть частный случай улиткообразной лин!н Паскаля ($ 35). Въ нашемъ 
случаЪ мы ‘ныбемъ с’=2ав1 м, откуда вУ=ш 5 н сафховательно, У = =. 


Легко видЪть, что нормаль, проведенная къ эпициклоид» въ какой-нибудь точкз М, про- 
ходить черезъ точку прикосновеня Е, движущагося круга съ неподвижнымъ кругомъ; дЪй- 


ствительно, уголь МЕМ равенъ > & ся$довательно У; поэтому прямая перпендику- 
тярна къ ИТ. 
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375. Примтр5 ТУ. Построить кривую о -=4 + с085о. | 
Достаточно о нзмфнять отъ 0 до 2л. РадГусъ векторъ с при этомъ постоянно бу- 
детъ заключаться между Зи 5; ел&довательио, описавъ изъ полюса, иаиъ цеитра, два 
круга рад!усами ‘равными 3 и 5, увндииъ, что иривая будетъ вся заключаться между 
двумя оиружвостями (физ. 243). Когда о изм$- 


Фиг. 243. 


п 
няется отъ 0 до 5,8 уменьшается отъ 5 до 3, п 
мы получимъ дугу АВ. При измбнени о отъ = 


р. Е 
до 5. © увеличивается отъ $ до 5, и мы полу- 


чимъ дугу ВА’ симметричную первой относительно 
лини ОВ. Такимъ образомъ уголъ 5 измняется 


оть 0 до 2”. Если будемъ измБнять ® отъ 
9л 4л 
5 до $, то уголъ би будетъ измфняться отъ 2л 


до 4л, н однЪ и тБ же величины © будутъ повто- 
ряться въ одномъ и томъ же порядкЪ; такимъ обра- 
зомъ получимъ вторую дугу А'В’А”. равиую первой; потомъ третью и таиъ дазЪе. 
Посл ватой дуги; снова придемъ къ начальной точиф. 


Взявъ производную, получимь У = — а Въ точкахъ А и В мы имфемъ 


И - 
вш бо =0, и слФдовательно, У = 5. 
376. Примпрё У. Жук. Ковцы прямой, ныфющей постоянную длину, двигаются 
по двумъ прамымъ ОХ, ОУ, переидикуляриымъ между собою; изъ опредЪаеииой точии 
1, находящейся по лин, раздфаяющей уголъ прямыхъ пополамъ, опускаемъ перпен- 
дикуляръ на движущуюся. прямую; найти геометрическое мЪсто подошвы этого пер- 
пендииуляра (фиг. 244). ` | 
Очевидио, что геометричесиое м$сто будетъ симметрично, отиоснтельно лини ОГ. 
Помфетивъ сперва двяжущуюся прямую въ положен!е РО, перпендииулярио къ лиши, 
раздфляющей уголь УОХ пополамъ, получимъ точку А геометрическаго мЪста. Пере- 
двигаемъ прямую такъ, чтобы конецъ @ опускался по оси у; въ нзвфетиомъ положени 
Р/’@’ прямая пройдетъ черезъ точиу 1, которая принадлежитъ геометричесиому м5сту; 
таиимъ образомъ получимъ дугу АЕТ, касательная къ которой въ точк$ Г будетъ пер- 
пендикузярна къ Р'О’. Когда конець @’ продолжаетъ опусиаться, прямая совпадаетъ 
съ ОХ, и мы получимъ дугу ЕС, иоторая проходитъ черезъ точку С, подошву пер- 
пендикуляра опущеннаго изъ точки Т на ОХ. ДалЪе конецъ @ двигается по ОУ’ и 
кривая проходить подъь ОХ; иогда прямая займеть таное положене Р”(”, что уголъ 
ТР”’@!”” будетъ прямой, и мы получимъ точиу Р!", получимъ такимъ образомъ дугу ССР. 
Когда конецъ ©!’ опусиается далфе, то кривая будетъ ‘идтн снова подъ ОХ; въ по- 
ложенш Р!’!'©”” продолженная прямая проходить черезъ точиу Г; такимъ образомъ по- 
лучимъ дугу Р’’Т, иасательная иоторой въ Г перпендикулярна къ Р’’’()’””. При дальнЪй- 
шемъ движени, конецъ Р”’ приближается къ точи$ О, а прямая совпадетъ съ ОТ, 
тогда получимъ дугу НО, которая проходить черезъ точиу О, подошву перпеидику- 
зяра опущеннаго изъ точки Г на ОТ. Далфе конецъ Р”’ двигается по ОХ’ н когда 
прямая займетъ таиое положен!е Рг’(гу, что уголъ ГР:у(гу будетъ прямой, точка Ру 
будеть принадлежать геометрическому м5сту; такимъ образомъ получимъ дугу ОРут. 
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Наконецъ, прямая. въ положени (Ру будетъ перпендикулярна къ лин!и ОВ, разд®ая- 
ющей уголь Х’ОУ’ пополамъ, имы получимъ дугу РВ. Если, возвратась къ первона- 
чальному положению РФ, будемъ двигать прямую въ обратномъ направлен до пре- 
дёльнаго положена Ру@т, то, очевидно, позучимъ кривую симметричную предъидущей 
относительно прямой ДВ. 

Возьмемъ точку Г за полюсъ, а линно ВА, дёлащую утлы УОХ, У’ОХ’ попозамъ, 
за поларвую 0сь; назовемъ черезъ с разстоян!е ОТ и черезъ 2а длину движущейся 
прямой Р@; прямая, соединяющая точку О съ срединою гипотенузы Р@ прамоуголь- 
наго треугольника РО@, равна а; уголъ, образуемый этою прамою съ перпендикула- 
ромъ #, опущеннымъ изъ точки О на гипотевузу, равенъ 35; сверхъ того вмземъ 
А = сс08 в -|- с;. Отсюда ваходимъ уравнене кривой ф == 4608 2% — с. 608 в. 


‚ Фиг. 244. 


Выруклость ш вогиутость, 


377. Разсмотримъ на дугБ кривой точку М, координаты которой 
суть 5 и +30; касательная въ этой точкё выражается уравнемемъ 


сов (ы 
изъ полюса на касательную, и черезъ В уголъ, образуемый этимъ пер- 
пендикуляромъ съ полярною осью (6 82). 
Положене кривой относительно касательной вблизи точки М зависитъ, 
при одной и той же величинв ®«, отЪ знака разности г — р рамусовъ 


т = ва- = называя черезъ 4 длину перпендикуляра, опущеннаго 


1 1 . 
векторовъ, или отъ разности Ра предполагая, что эти радусы век- 


торы будутъ положительны. Назовемъ черезъ 2 эту посдфднюю ра, 
Бро и. Буке. ГЕОМЕТРИЯ. . 21 
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Въ точкё М, ‘очевидно, величина & равна нулю; первая ея произ- 
водная 


ыы | 
ь = (+) (=(«+ Ча : 
также равна нулю, нотому что въ точкф М (6 311) 


1\' Е св У. : Е 
(5) ао вт (, — В) = с0в У, 9 = о зщ У. 


Вторая производная 
1\н вов’ (и — В). И. 1 
2" == (5) =(,) т' 
о (+ 
1 1\м 
въ точкв М равна гв ©) . 


Повторивъ здфсь тв же разсуждевя, какъ въ $ 342, увидимъ, что 
если это количество булетъ положительное, то разность 2, вблизи точки 
М, будетъь положительная, и, слБдовательно, кривая будетъ расположена 
съ той стороны касательной, гдф находится полюсъ, и наоборотъ, если 
это количество будетъ отрицательное, то разность 2 будетъ отрицатель- 
ная и кривая’ будетъ расположена съ другой стороны касательной. Когда 


1 1\И 
величина _ -- е. перемфнитъ знакъ, получимъ точку перегиба. 


® 


Асимитоты. 


378. Разсмотримъ безконечную вЪтвь, асимптотическую къ прямой 


' 


Фиг. 245. 


СР (фиш. 245). Если полюсъ соединимъ съ точ- 
кою М кривой и если`предположимъ, что точка М 
безпредёльно удаляется по кривой, то лишя ОМ пре- 
дфломъ будеть имфть асимптоту 110. Такимъ обра- 


чинь в, напримтьрь при о, дълается безконечныма, 
и если полученная такимз образомз вътвь будеть 
имъть асимпитоту, то эта асимттота будетз 
параллельна направленю, опредъленному  ‘ттъмь 
уломз а, который обращает р вз безконечность. 

Чтобы опредфаить разстояше ОС асимптоты отъ прямой ОТ, изъ 
точки М кривой, опускаемъ перпендикуляръ МК. на эту прямую; тогда 
изъ треугольника МОК. находимъ 


МК = ОМ в КОМ = р в (х — 5). 


зомъ, кода радусь вектор р при частной вели. _ 
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Если произведене р Ш (< — ®) не будетъ приближаться ни къ какому 
предфлу, то безконечная вфтвь не будеть имфть асимптоты. Если, на- 
оборотъ, это произведеше будетъ приближаться къ конечному предФлу 4, 
то вфтвь кривой будетъь имфть асимитотою прямую СО, находящуюся 
на разтояни 4 отъ радуса ОТ; въ самомъ дл, такъ какъ разстояне 
МК предфломъ иметь 4, то разстояне МН предфломъ будетъ имфть 
нуль. ` 

Если безконечная вфтвь получается тогда, когда ® будетъ увеличи- 
ваться до а, то очевидно, что, если эта вфтвь будетъ имБть асимптоту, 
то эта асимптота будетъ расположена относительно ОТ, такъ, какъ по- 
казано на Фигурф. Если безконечная вфтвь получитбя тогда, когда ® бу- 
детъ уменьшаться до а, то асимптота будеть расположена по другую 
сторону ОТ, и разстояше ея отъ ОТ, будеть предфломъ произведевя 
рав (# — а). | 

Мы предполагали, что вфтвь кривой опредфдяется положительным ра- 
дгусомъ векторомъ; если бы она опредълялась отрицательнымъ радгусомъ 
векторомъ, то въ первомъ случаЪ получили бы МК. —= — рзш (х — о), 
во второмь МК. = — реш (о — а). В 


379. Приипрё ТГ. Гипербола. Полярное уравнене этой кривой ($ 263) есть 


= тес ‚ въ которомъ е бол%е1. Пусть « будетъ 


Фиг. 246. - 


1 
уголь, косннусъ котораго равенъ — г прин возраста- 


Нун чотъ 0 до «, о возрастаетъ отъ до ©, н мы 


Ге Ее 
‘получниъ безконечную вфтвь АЕ. При нзыфнен!и х отъ 
= до л, © сдфлается отрицательнымъ в будетъ нзм%- 


наться отъ — © д0— я Р ; такнмъ образомъ получиыъ 


1 
безконечную вЪтвь Е’А’. Величины в, заключающияся 
между ли 2л, даютъ двЪ вфтвн, снмметричныя предъ- 
ихущныъ относительно полярной оси. 

Разстояне МК точкн одной изъ вфтвей АЕ, А’Е’ отъ прямой ОЁ, выразится. 


_ Рив (@`— в) рат (в — и) _ раш (а — в) 
1-6 с08 ® р: .) 6 (с08 ® — с08 а) 


преобразивъ разность с08 » — с08 « въ произведеше н замфнивъ вт (а ©) черезъ 


р а—® е — 
О ©08 р: 


, 


[7] ‚ “—о 
, И сокративъ на общаго множителя зт 5? получим ъ 


21% 
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и —и 


И, 
и + ® 


} е п р] 


р сов 


Это разстоян!е предфломъ нифетъ ОС = о и такимъ образомъ мы получимъ асвмо- 


тоту СО. Асимптота двухъ другнхъ в®твей расположена сниметрично относнтельно 
полярной осв. . : 
Изльшекъ разстоян!я МК надъ его предёломъ а выражается 


р Е 1\_р. 2 сов ^^ вы 
288 а+® вша| ее афоы з 


9 зт а зт 


Замвнииъ проваведене 2 аш а с08 = —^ сумною 
вы ав Е - 
Е 2 
получимъ 
пы и __ ; = [7 
ее ь Е. 
: Оз азш > 9 ` 


, 


если потомъ числителя преобразуемъ въ произведен]е, то окончательно получимъ 


= о —&а 
м р т -—— 603 а р вт 
8 = Е И о Ы & 
; ‚ ао + .® а ° 
ет азш 5 е3 8 а эт 5] 


При взмфневн с ОТЪ 0 до «, рааность $ будетъ отрицательная; такимъ образомъ 
вётвь АЕ ааключаегся между параллельными ОГ и СО. Но когда о измВняется отъ а 
до л, разность $ будеть положительная, и эЪтвь Е’А’ будетъ находиться внф парал- 
_ лельвыхъ. : 

880. Примпрё УТ. Наклоненная строфоида. Въ построен!н прямой строфонды, 
канъ бызо показано въ $ 31, мы предполагали, что прямыя ОХ я ОУ перпендекулярны 
между собой. Положимъ теперь, что эти прямыя составляютъ между собою уголъ @ 
(физ. ЗАТ); черезъ опредфленную точку А, находящуюся на одной изъ ннхъ, прово- 
димъ какую-вибудь сБкущую АГ, ва которой отъ точкн О откладываемъ лин!н ОМ и 
ОМ, равных РО, в найдемъ геометрическое мъсто точекъ М и К. 

Когла съкущая обращается въ тупомъ угз& ХОУ до тёхъ поръ, пока сдлается 
паразаельною ОУ, точка М опншетъ дугу ОМВ, оканчивающуюся въ точк® В на ли- 
в!у ОВ, перпендикулярной къ ОУ; при этомъ точка № опишетъ беаконечную вЪтвь 
ОМ. Если возьмемъ разстоян!е ОС разное ОЛ, и череаъ точку @ пронедемъ лин!ю Н’Н 

‚ рараллельно ОУ, то иная НИ’ будетъ асвыптота къ вфтвп ОМ; въ самомъ дл, такъ 
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какъ наклонная лини ЕМ равная АМ предбломъ имфетъ АВ, то разстояне точки М 
отъ прямой предфломъ имЪетъ пуль. 

Обращаемъ теперь сБкущую въ остромъ угл$ ХОУ’; тогда перпевдакуларъ, воз- 
становленный взъ средины ОА, пересёчеть ОУ’ 
вЪ точкВ С такъ, что СА = С0; когда сВкущая у 
завимаеть положен!е АС, тогда одна изъ точекъ 
прндетъ въ А, другая въ Е; такимъ образомъ, при 
обращен! сЪкущей отъ АО къ АС, получныъ дугу 
ОМ’А, касающуюся прямой АС въ точк А, и 
дугу ОЕ. Прн дальнфйшемъ двнженш сфкущей, 
прямая ОР’ становится боле АР’ иан О’Е’, и 
точка №’ будетъ находиться за аснмитотою; та- 
кимъ образомъ получныъ безконечную вётвь ЕМ! 
в дугу АМ”В, которая въ точк& В совпадаетъ 
съ дугою ОМВ. Очевидно, что касательная, про- 
веденная въ точк® О, раздфляетъ углы, образуемые 
прямыми ОХ и ОУ пополамъ. 

Возьмемъ точку О за полюсъ, прямую ОХ за 
полярную ось, черезъ а назовемъ разстоян!е ОА 
в черезъ 9 уголъ УОХ; танъ какъ углы РОМ а ОМО 
равны 9 — о, и уголь ОАШ равенъ 6 —2%, то изъ 
треугольника ОМА получныъ 


Фаг. 247. 


_ авт (9 — 2%) 
о о) 
Изъ этого уравненя легко найдемъ всф свойства, которыя мы вывели изъ геометри- 
ческаго опредёлен!я кривой. 
Если же прямую ОУ возьмемъ за полярную ось, то уравнеше кривой будетъ 


а зт (о -+- 8) 
й о 


381. Примьр УП. Найти зеометрическое место точекс прикосновеня каса- 
тельныхь, проведенныхь изБ данной точки Р кв раз- 
личным5 кривымв вторато ‹ порядка, которыя фоку-’ Фиг. 248. 
сами имъютв дв% данныя точки Е и". ` 
Возъмемъ за оси прямую Е’”Р (фиг. 248) в пер- 
певдикуляръ, возставленный нзъ средвны этой прямой. 
Общее уравиеше коннческахъ сёчевй, имющехъ $о- 
кусами точкя Е в Е”, есть 


1) ая 


‘и 


гд$ с означають разстояше ОР, и а перем$нный пара- 
метръ. Если а болВе с, то кривая будетъ эллнисъ; если 
а меньше с, то привая будетъ гипербола. Пусть <, В бу- 
дутъ координаты данной точки Р; тогда уравнеше хорхы пракосновен!й касательныхъ, 
проведенныхъ изъ точки Р въ коннческому сёченю (1), будетъ 
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(2) У. 


@ ' а—@ — 


Исключивъ изъ уравнен!й (1) а (2) параметръ а, получимъ` уравнен!е геометри- 
ческаго мета. Если эти уравненя вычтемъ по-членно, то получимъ 
1—2 , "В |. 
в ее 
откуда 
в 6 (21-941) 


х = бе ЭЮ 
— ту -е- ву 


4 у — а2 — Ву’ 


*_ с*— 


внеся въ уравнене (2), получимъ уравнене геометрнческаго мЪста 


(3) (2* + у — ох — Ву) (2—9 +6 (&—®) (ув =0. 


Геометрическое мЪсто есть третьяго порядка, оно проходитъ черезъ данную точку Р, 
черезъ Фокусы Е и Е’ в черезъ проекции точкн Р на прямыя ОХ, ОУ. 

Еслн оси перенесемъ въ точку Р параллельно самимъ себф, то уравневе геомет- 
рическаго м$ста будетъ 


(4) (2* у" ох -- Ву) (65 — ау) -- “ту=0., 


Если эти координаты преобразуемъ въ полярный, принимая за полюсъ точку Р, а 
за полярную ось прамую РХ’, то получимъ 


5 $ _ (< 9 — в) т 20 + 2ав 008 20 
© в З(апо — 66089, : 


Съ помощю вспомогательныхъ угловъ ри $,, опредфляемыхъ изъ оормулъ 


| в 2 . 
и. в >= ара? 
это уравнев{е получить вадъ 
А а зп (Зо -- $) 
(6) } — т@-—?) ? 


гдА® буква 4 означаетъ величину. 


д— ИСИ 
Ия". 


Если полярную ось повернемъ на ‘уголь 9, то уравнене (6) сдЪлается тожествен- 
нымъ съ уравненемъ (2) наклонной строфоиды ($ 380). 

Такъ какъ уголъ г равень РОД, то асимптота параллельна прямой ОР. Между 
разематриваемыми одноФокусными кривыми находятся гнпербола и эллишсъ, проходащЕе” 
черезъ точку Р; отсюда заключаемъ, что точка Р принадлежить геометрическому м$- 
сту. и что касательных въ этой точкф суть лини. РО, РО’, раздфляющ!я углы, образуе- 
мые прамыми РЕ н РЕ’ пополамъ. Строфоида опредбляется двумя прямыми РЕ, РП 
и точкою Г, находащеюся ва одной нзъ нихъ. Прямая РЕ извфетна; прямую же РГ по- 
лучимъ, замЪтивъ, что касательная РО есть лин!а, раздфляющаа уголъ ЕРТ пополамъ; 
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точку Г найдемъ помощию одной изъ точекъ геометрическаго м$ста, напримфръ помо- 
ЩИЮ точки А; прямая ГА должна быть такая, чтобы КА = КР;. ` ояфдовательно, точка 
К есть средина д!агопали ОР. 

Предъидущая кривая есть также геометрическое м5сто похошвъ нормалей, про- 
веденныхъ изъ точки Р къ кривымъ второй степени, которыя Фокусами вмФетъ точки 
Еи ЕР’; действительно, такъ какъ одногокусные эллнпеъ н гипербоза пересвкаются 
подъ прямымъ угломъ, то касательная къ одной есть нормаль къ другой. 

382. Прииърё УШ. Построить кривую 


9 2 
= ан 


1 
При « —=0 величина ес обращается въ нуль; при’о 5:0 обращается въ без- 
конечность. Проводимъ Е полюсъ прямую 1, которая съ пони осью соста- 


вила бы уголъ равный — о (Фи. 249). При изиёнрй «отъ 0 до —, о будетъ отри- 


Е ) 
цательное и изм$няется отъ 0 до — >, и мы получимъ безконечную вётвь ОА/В’, ка- 


1 
сательную къ полярной оси и расположенную въ угл Х’О/. Когда переходить: и 


: 1 
увелнчивается отъ р] до ©, о дБлается положительнымъ н уменьшается отъ хх до а: 


такнуъ образомъ получимъ первую безконечную Фиг. 249. 
вфтвь АВ; потомъ вторую АЁ, которая дзлаетъ 
безконечное число оборотовъ около круга, ови- 
саннаго изъ полюса, какъ центра, рад1усомъ рав- 
нымъ а, постоянно приближаясь къ кругу. Когда 
и измняется отъ 0 до — <, с остается положн- 
тельнымъ и увеличивается отъ 0 доа, н мы по- 
лучимъ вЪтвь ОЕ! внутри круга; эта в5твь дБлаетъ 
безконечное чнсло оборотовъ, постоянно прибли- 
жаясь къ кругу. 

Разсмотримъ одну изъ безконечныхъ в$твей 
А'В!, АВ. Разстояне МР точкн одной изъ эфихъ вфтвей отъ прямой ТТ, выражается 


. 


| 1 а 
предфлъ этой величины, когда о приближается къ >), есть `` Сл довательно, об$ вЪтви 


^ АВ" АВ нывють асимптотою прямую СО, находящуюся отъ ТМ, на разстоян!я 5. 


1 : 
Еслн ПОЛОЖИМЪ © == 5 + =”, то излишекъ разстояв!я МР надъ ‘его предфломъ бу- 


‘ 


детъ 


, ее [С — 20') эт о’ — ©]. 
РОМ 
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При «” =0 величина, находящаяся въ скобкахъ, обращается яъ нуль; первая про- 
изяоднан ея также обращается въ нуль; но яторая производная имфетъ положитель- 
ную яеличину. Если ®’ будетъ увеличиваться отъ нуля, то отсюда заключаемъ, что 
перяая произяодная начиваетъ увеличияаться, ‘и, слфдояательно; она положительна и 
точно такъ же, кавъ яеличина находящаяся въ скобкахъ; такимъ образомъ при положитель- 
ныхьъ, достаточно малыхъ величинахъ ®«', разность 9 есть яеличина положительная. 
Точно также увидимъ, что при очень малыхъ отрицательныхъ величннахъ «’ разность 
3 будетъ яеличина отрацательная, что япрочемъ яидно прямо. Такимъ образомъ 06% 
безковечныя яфтви расположены относительно асимптоты такъ, какъ показано на 


фигур; кромё того очевидно, что зта асимптота пересфкается крияою въ безконеч- 
вомъ числ точекъ, 


383. Примпр ГХ. Постромть кривую ` 


е-1= Уз : 
81 © 
Такъ какь при яозрастан!и ю отЪ 2т,.рад!усъ векторъ снова получаетъ одну и ту 


‘ме величину, то достаточно © измфнять отъ 0 до 2л. Чтобы радусъ векторъ былъ по- 
зожителенъ, надобно, чтобы дробь, находящаяся подъ раднкаломъ, была положнтель- 


п г. 3 
ная. При величинах ох 5’ & числитель нзм$вяетъ знакъ, знаменатель — при яе- 


лачинахь 0 и лм. Расположивъ эти углы по порядку ихъ величнны 


п 
0, 8’5 ‚п, 2т, 


видимъ, что количество, находящееся подъ корнемъ, будетъ отрицательное отъ 0 до 


г позожнтельнымь—отъ-. до =, отрвцательнымь — сть дол, положительнымъ ов п 
до 2л. Такнимъ образомъ всю кривую получимъ, 
п 5л 
взы В НяЯЯ © ОТЪ и до тв. 
того зам чаемъ, что дополинтельныя яеличины о 
даютъ т6 же Ри ©; поэтому кривая симмет- 
рична относнтельно перпендикузара ОУ, проведен- 
наго къ полярной осн ОХ (физ. 250). 
Изъ полюса, какъ цевтра, рад!усомъ, равнымъ 
единиц, опишемъ кругъ; этотъ кругъ раздблятъ 
пополамъ каждую изъ хордъ, и черезъ 


и отъ л до Эл. Сверхъ 


центръ; при нзы 5 нен!н «отъ = до з ‚ пеличина 


радикала, которую мы означимъ черезъ е,, пб- 
загая о=1+е,, будетъ возрастать отъ 0 до 1; 
такимъ образомъ мы получимъ двф дуги АВ и АО. которыя яъ то9кё А си- 
яаются, касаясь въ этой точкЪ прямой ОА; дуга АО каслется въ точк& О прямой У0О. 


* 
Изы®няя в отъ > до м, получныъ дугу ВА'О, симметричную ВАО относительно пря- 
мой ОУ. | 


Зл = 
Когда в азыфняется отъ л до 5, ©: уменьшается отъ ® до УЗ, в мы получамъ 
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3 
дв безконечныя вётви ЕЁ и СО; измЪная о ОТЪ > до Эл, получимъ двфвфтви ЕЕ”, 


ОС’, симметричных предъидущимъ; эти безконечныя вътви суть асимитоты къ поляр- 
вой оси. | 
384. Замъчаще. Перемфнное разстояше МК. точки М безконечной 
вфтви (физ. 245) оть ОГ, при которомъ р обращается въ безконечность, 
выражается ай 
ЗЕ рат (@ — а); 


когда ®« приближается къ х, первый производитель возрастаетъ безпре- 
дфльно, а второй приближается къ нулю. Въ предъидущихъ примфрахъ 
можно бы было найти, во чтб обратится это произведеше при величи- 
нахъ в, близкихЪ КЪ ©;` ВЪ случа же болышаго затрудненя употребля- 
ютъ другой способъ. | 

Назовемъ черезъ 4 перпендикуляръ, опущенный изъ полюса на асимп- 
тоту; тогда, не обращая вниманшя на знакъ, получимъ 

ини 


4 — Па р в (5 — 2), 


г АО 


: 
зш (о — а) в—я 
, у 


и са довательно, 


ПредЪлъ перваго отношен!я равенъ единице. Если : будемъ разсма- 


тривать какъ Функцио отъ ®, то числитель втораго отношения выразитъ 
приращене, которое получаетъь эта дробь, когда полярный уголь пере- 
ходить отъ величины <х къ величинв ©; сафдовательно, предфлъ этого 


и 1 
втораго отношеня 'равенъ производной оть-., и при в = < получимъ 


Величина р обыкновенно представляется въ вид р == 5 т потому что 
при ® — х знаменатель обращается въ нуль, ‚между тВмъ какъ числи- 
тель сохраняетъ конечную величину, неравную ную. Отсюда находимъ 
производную ` 

в _ 1 = т Р(ы)/ (>) — У (%) Е! () 
| ПГО) . 
Е го 

орая, при ® == <, обращается въ —— Е (2) 


Такимъ образомъ получаемъ Фор- 
Муму р 
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Эда (®. 
Ч — я) 


которая въ практикф очень удобна. 


ПРИМФРЫ Е 


1. Найтн геометрическое мбсто вершины перемфнной параболы, которая ныъетъ 
данный 'Фокусъ н которая касается коннческаго сфченя, имфющаго тотъ же хокусъ 
(улиткообразиая лин/я). 

2. Даны неподвижная точка О н пеподвнжная прямая ОР; найтн геометрическое 
мфсто вершины М перемфниаго треугольннка МОМ, который выполнаяетъ сл$дующи 


условя; сторона ОМ ныфеть постояннную длину а, сторона №М = а у2, пакопецъ углы 
удовлетворяютъ отношению (соз МОМ — 20 ММ) = соз МОР (лемннската); доказать, что 
касательная, проведенная въ какой-нибудь точкф М геометрическаго ифста, про- 
ходить черезъ центръ круга, опнсалнаго около треугольника, который опредфляеть 
эту точку. 

3. Треугольннкь АВС винсанъ въ данный кругъ, вершнна А остается неподваж- 
ною н уголь А постояннымъ; спрашивается геометрическое мфсто центра круга, впн- 
саннаго въ треугольникъ АВС (улитка). 

4. Найтн геометрическое мъсто вершины постояннаго угла, 06% стороны кото- 
раго касаются двухъ данныхъ окружностей (улитка). 

5. Найтн геометрическое м5сто Фокусовъ параболъ, которыя вы$ютъ общую хорду 
н общую касательную, параллельную этой хорд$. 

6. Давъ нензмфняемый кругъ; перемфнный кругъ касается перваго въ данной точк5; 
спрашивается геометрическое м%сто точкн прикосновен!я на этомъ послфднемъ круг 
общей касательной къ двумъ кругамъ. 

1. Найтн геометрическое мЪсто вершннъ налн ‹окусовъ равносторонней гиперболы, 
центръ которой неподвнженъ, н которая проходнтъ черезъ данную точку. 

8. Найтн геометрическое мфсто центра данной равносторонней гиперболы, кото: 
рая должна проходить черезъ двф опредфленныя точки. 

9. Данъ прямой уголь УОХ н опредфленная точка Р не биссектрисв этого угла; 
спрашивается геометрическое м®сто подошвы перпенднкуляра, опущеннаго изъ точки 
Р на перем$нную сфкущую, которая отсБкаетъ въ углЪ треугольникъ постоянной 
площади. , 

10. Въ предъндущей задачв параболу замфнимъ гнперболою; возьмемъ точку М на 
одной изъ двухъ осей кривой; найтн геометрическое м%сто. 

11. Парабола обращается окохо ея Фокуса; спрашивается геометрическое ифсто 
точекъ ‘прикосновен!я касательныхь, проведенныхъ параллельно данной прямой. 

12. Найти геометрическое м$сто среднны хорды, нормальной къ данной гнпер- 
бол$. 

’ 13. Данъ эллицеъ, черезъ центръ круга постояннаго рамуса проходить д/аметръ 
эллипса; найтн геометрическое м5сто точекъ касательныхъ общихъ къ кругу н эланису. 

14. Дана равносторонняя гнпербола, центръ круга, который постоянно проходитъ 
черезъ центръ гиперболы, опнсываетъ аснмитоту; найтн геометрическое ыфсто то- 
чекъ пересёчен!я сБкущихъ. 

15. Геометрическое м5сто точекъ прнкосновен!я касательныхъ, проведенныхъ изъ 
данной точкн къ кругамъ, которые касаются данной прямой въ данной точк$. 
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16. Геометраческое ибсто точекъ прикосвовен!я касательныхъ, проведевныхъ изъ 
давной точка къ кругамъ, проходящимъ черезъ данвую точку и касательнымъ данной 
прямой. 
11. Майти геометрическое м$сто срединъ хордъ, вписанвыхъ въ данную гиперболу, 
в касающихся круга концентричнаго гипербол%. 
18. Построить геометрически я м$ста, выражаемыя уравнен!ями 


у — 2“ - 3Зату = 0, 1“ -- у* — 3ау? — 969 = 0, 
(21° у) — багу" — 204? -- Зам = 0, у=а-+6(2— о)", 
2 + у — 342 — 42° = 0, 2 Ну-е=0, 
У — 4 — Эф -- Зал? = 0, у* — д — Зач + 9=0 
у" — д* — 9баму -- 1004°4* =0, 94° — уз 4+ (у— ху = 0. 


19. Построить кривыя, выражаемыя ураввешями 


1 
2 зш у — зшх = 0, зш лзшу = 2, 
е* 8112 2 
У у = и, ту = Г. 


` 


20. Построить кривыя, выраждемыя ураввенями 


_ во * Е У“ 3 ® 
Бе = = 608 & 


0 603 ® — Зов в -|- 608* и —=0, 0? 608 © — 4озти — ще = 0, 


1 — 2 е08 о 


© = 608 © - 
зш © 


х 


ГЛАВА У. 
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385. Въ элементарной геометрии подобными многоугольниками назы- 
ваются таме два многоугольника, У которыхъ углы соот- 
вЪтственно равны и стороны, заключаюция равные углы, 
пропорщюнальны. Такое опредфлеше нельзя распростра- 
нить на кривыя Фигуры. Разсмотримъ два подобныя много- 
угольника АВСО, А’В’С’О’ (фи. 251), и положимъ, 
что второй повернутъ такимъ образомъ, что сторона А’В’ 
будетъ параллельна сходственной ей сторонз АВ; тогда 
В’С’, С’Т,,... будуть также параллельны сходственнымъ 
имъ сторонамъ ВС, СО,... точно также и сходственныя 
дагонали А’С'’, АС будутъ параллельны. Если точки А. и 
А! соединимъ и если на этой прямой возьмемъ такую 


` 


Фиг. 951. 
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0 ОА __ АВ ь 
точку 9, чтобы 0А!'— А’В' ? то ДВБ кактя-нибудь сходственныя вершины 


будутъ находиться на прямой, проходящей черезъ точку О; тогда поду- 
чимъ равныя отношен!я 


од _0А _ 60 _ —__ АВ 
0А' 08! 06! **** — АВЕ 


Этимъ свойствомъ мы воспользуемся для общаго опредфленшя подоб!я. 


Фпредьлеше шодоб м. 


386. Возьмемъ какую-нибудь систему точекъ А,В,С,... расположен- 

ее. ныхъ въ плоскости; эти точки могутъ быть 
отдфльными одн$ отъ другихъ или могутъ 
образовать непрерывныя лини. Изъ точки 
О, взятой произвольно на плоскости, про- 


о о ведемъ къ различнымъ точкамъ системы 
58 <. ` . . 
та _ < \!  рамусы ОА, ОВ, О0,... и ва этихъ раду- 
г и`С м1 \, а е 
и `\ \:. бахъ возьмемъ тая точки А”, В’, (/,,... 
2..7 № р 
и `\ чтобы 
т, 
я ПАКО бб са, 
|. ри ОА! Он 0 ** 
ть я р ь 
! и ‹ Система полученныхъ такимъ образомъ то- 
! . г. Ре 
1] к чекъ, называется ходобною данной системЪ 
,-А 7 ы. “ 
Г у `` и сходственно расположенной. 
\— — Если бы точки А’, В!, (’,... мы взяли 


на продолженяхъ радусовъ векторовъ въ 
обратномъ направлени, то 0б8 системы были бы подобны и расположены 
обратно. Повернувъ около точки О на 180°, вторая система совпадаетъ 
съ одной изъ подобныхъ и сходственно расположенныхъ системъ. 

Для краткости М. Сфазев это подобе по виду и по положению назы- 
ваеть прямым соотвЪтствемъ въ первомъ случав, и обратнымз во второмъ 
случаЪ. Точка О называется уентромз подобя двухъ системъ; число Ё 
называется о’ношенщемь подобая и сходетвенными точками называются 
точки А и А’, находящяся на одномъ и томъ же радусЪ. Если отно- 
шеше А будеть измЪняться отъ О до © и также положеше центра О 
подобя, то получимъ всё сиетемы, соотвфтственныя данной системЪ. 
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Система будетъ’иодобна данной системЪ, когда она равна одной изъ 
системъ, соотвфтетвующихъ данной системЪ. 


Свобства соотвЪтствениыхь Фигуръ. 


387. Такъ какъ прямыя ОА’, ОВ’ раздьлены въ А и В въ одномъ 
и томъ же отношени, то прямая А’А’ параллельна АВ, и мы получимъ 


ь АВ ОА =. 
АТВ! — 0’ 


Такимъ образомъ ирямая, соединяющая двъ точки А и В первой си- 
стемы, и прямая, соединяющая деть сходсетвенныя точки А! ц В! вто- 
рой системы, параллельны и натлодятся вх постоянном отношещи К. 

Пусть А, В, С будуть три точки на прямой зини, прямыя А’В’, 
А’С’, соотвётственно параллельныя АВ и АС, совпадаютъ; слФдовательно, 
если три точки находятся на прямой лими, то сходственныя имз 
точки также натодятся на прямой, отсюда слфдуетъ, что соотвът- 
ственная филура прямой есть прямая, параллельная первой. Если пер- 
вая прямая будетъ проходить чрезъ центръ подобя, то дв$ прямыя 600- 
впадутъ. Такъ какъ соотвЪтетвенныя прямыя параллельны, то очевидно, 
что У0лз 0вухз прямыть равенз узлу соотвптетвенныхь ‘прямых. 

Такъ какъ хорды, соединающия сходетвенныя точки двухъ еоотвЪт- 
ственныхъ кривыхъ, параллельны, то он$ приближаются къ параллельнымъ 
направленямъ, когда обф точки одной и той же кривой безпредфлъно сбли- 
жаются; отсюда заключаемъ, что касательныя, проведенных кз 0вумз 
соотвътствующим: кривымз вз стодственныхь точках, параллелуны. 

388. Если объ системы будуть тащя, что прямыя, проведенныя 
изз точки 1 кз различным точкамз первой системы, и прямыя, про- 
веденныя изз точки 1’ кз различнымь точкамз второй, будутз соот- 
въиственно параллельны и находиться вз постоянном» отношети Е; 
то объ эти системы будуть соотвътственныя. 


Въ самомъ 45.16, возьмемъ на линм Г’ такую точку О, чтобы оу Ей, 


тогда ралусы ОА, ОА’ будутъ на прямой динм и въ р -— отно- 
шени &; саЪдовательно, об системы соотвфтетвенныя и точка О есть 
центръ подобтя. д 

"389. Де» системы, соотвътетвенныя третьей, соотвптственны 
между собой. 
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Съ помощю центра подобя 0 и отношешя Ё построимъ первую 


- Фиг. 253. систему А’В’... Г’ соотвфтствевнную систем 

в АВ... Г (Фиг. 253); при помощи центра О! 

о о и отношешя Ё’ построимъ вторую систему 

о _ А"Ви...1". Такъ какъ прямыя ГА’, 1"А!, со- 

та о отвётственно параллельны ТА, то он параа- 

} | ца У лельны между т ‚ Сверхъ того мы имземъ 
и И РА ЕЁ, д тай == № откуда ти = =». 

г а А Такимъ образомъ прямыя ГА’, "А" парал- 


лельны между собой и находятся въ постоянномъ отношени; сл$дова- 
тельно, по предъилущей теорем двБ системы А’и А" соотвфтственны. 

Двф системы АГи А", соотвьтственныя третьей А и пбстроенныя въ 
одномъ и томъ же отношени, равны между собою; дЪйствительно, если 
Е =’, то параллельные рамусы ГА’ и ПА" будутъ равны, а обВ си- 
стемы можно наложить. Отсюда заключаемъ, что съ помощию только одного 
центра О, измвняя отношеше Ё отъ о до <, можно построить вс си- 
стемы, соотвфтственныя данной системъ. 

Если двБ системы А’ и А” будуть прямо или обратно соотвЪт- 
ственны относительно системы А, то он$ будуть между собой прямо 
соотвфтственны; во если одна будетъ прямо соотвфтственна, а другая 
обратно, то между собой они будутъ обратны соотвфтственны. ` 

Центры подобя трехь системъ,` соотвътственныхь по двъ, нахо- 
дятся на прямой литщи. Въ самомъ дзлв, прямая ОО’, принимая, что 
она принадлежитъ къ первой системв,. имбетъ сходственными во второй, 
и въ третьей систем самую эту прямую, потому что она проходитъ че- 
резъ центры О и О’. Сльдовательно, эта прямая сходственна сама себЪ 
въ двухъ послБднихь системахъ и, слбдовательно, она проходитъ черезъ 
центръ ихъ подобя ОМ. 

390. Ёозда двъ фиуры, имъюичия центрь, прямо соотвътствен- 
ны, то онъ также обратно соотвътетвенны и наоборотз.. 

Пусть С и С’ будуть центры Фигуръ (физ. 254); А и А! двБ сход- 

Фиг. 954. ственныя точки. На продолже- 
ни С’А’ возьмемъ такую точку А”, 
чтобы С'А’, —=С'А*; тогда точка 
А’ будетъь принадлежать также 


второй Фигур8; но о = ®, 
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СА одна: 
слфдовательно в” =; такъ какъ сходственные радусы СА и С!А’, 


направдены въ разныя стороны, то об кривыя обратно собтвЬтственны. 

Отеюда слфдуетъ, что обф Фигуры имфютъ два центра подоб1я, одинъ 
прямой О, помбщенный на продолжени линм центровъ, другой обратный 
или внутренний О’, помъщенный въ промежуткв СС’. 

Когда три Фигуры, имфющя центры, соотвфтственны по дв, тогда 
он$ имфютъ три центра прямаго подобя и три центра обратнаго по- 
40б1я. Три центра прямаго подобя находятся на прямой лини; точно также 
два центра обратнаго подоб1я и центръ прямаго подобя находятся также 
на прямой лини. 

ЗЭ\1. Такъ-какъ сходственныя стороны двухъ соотвзтственныхъ много- 
угольниковъ имфютъ постоянно отношешемъ число Ё, то периметры ихъ. 
находятся въ томъ же отношении; такимт, образомъ отношене периметровь 
двухь соотвътственныхв мноюуюльниковь равно отношению подобая. 

Если изъ двухъ сходствеиныхъ вершинъ двухъ соотвфтетвенныхъ тре- 
угольниковъ опустимъ перепендикуляры на противоположныя стороны; то. 
эти перпендикуляры будутъ сходственныя прямыя въ двухъ системахъ, 
ихъ отношене будетъ равно Ё, и, слЪдовательно, отношене площадей 
треугольниковъ будетъ равно #*. 

Разложивъ оба соотвфтственные многоугольника на треугольники, со- 
отвфтетвенные по два, увидимъ, что отношен!е площадей Фигуръ будетъ 
также равно &*; такимъ образомъ отношеше площадей двуть соотвьт- 
ственныхь мноюуюльниковз равно квадрату отношешя подойя. ` ‘ 

06$ предъилупия теоремы справедливы также для плоскихъ Фигуръ, 
ограниченных какими-нибудь соотвфтственными контурами. 

392. Примъры. Мы видфли, что всЪ кривыя, соотвфтственныя дан- 
ной кривой 5 получаются съ помощю только одного центра подобя О, 
взятаго произвольно въ ея плоскости. Вотъ примфры: 

1. Еривая 5 есть крузь. Если центръ круга возьмемъ за центръ ‚по- 
добзя, то вторая кривая будетъ кругъ, рамусъ котораго — фиг. 955. 
можеть имфть какую угодно величину. 

2. Кривая В есть парабола (физ. 255). Если кривую 
отнесемъ къ ея оси и къ касательной, проведенной къ 
вершин, то координаты х и у какой-нибудь точки М этой 
кривой будутъ’ удовлетворять уравненю 1? = Зрх. Если 


® 
. — 
вершину возьмемъ за центръ подобя и если черезъ х' и у’ на- — 


зовемъ координаты соотвфтственной точки М’, то получимъ 


т 


м 
И 
м’ 
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х у _0м __ ОВ ЕР: 
в у би! = Ё, откуда  — #2’, у = КУ’; соотвфтетвенная кривая вы- 
Эр 


ражгется уравнешемъ у— 2; это есть парабола, параметръ которой 


можетъ имфть какую угодно величину, потому что Ё есть произвольное 
отношене; отсюда заключаемъ, что д6ъ кажя-нибудь параболы подобны. 


] . 
$. Кривая 8 есть’эллипсъ = 1. Если центръ кривой возьмемъ 


за центръ подоб1я, то соотвЪтственная кривая, выражаемая уравнемемъ 
у 1 
Рив 


будетъ эллипсъ, оси котораго могутъ имфть камя-нибудь величины, про- 
порцюнальныя величинамъ осямъ герваго эллипса. Отсюда заключаемъ, 
что два эвлитса подобны, кода итз оси пропоршмональны. - 

Та же теорема справедлива также для гиперболы. 

4. Кривая 8 есть логариемическая спираль р == @6“®. Если полюсъ возь- 
мемъ за Центръ подоб!я, то соотв®тственныя кривыя будуть имфть урав- 


Е ае"® = . 
нешемъ р —=-)—; если положимъ. Е = е”*, то это уравнеше будетъ 
р = ае"(® — я); оно выражаетъ данную `спираль, когда ее повернемъ 
около полюса на уголъ а. Отсюда слБдуетъ, что единственная кривая, по- 
добная логариемической спирали, есть эта самая спираль; первой точк М 
кривой соотвЪтствуетъ другая точка М’ той же кривой, и эту точку М’ 


можно взять произвольно, потому что Ё есть число произвольное. 


уравионю соотвьтетвенныхь привытъ. 


393. Пусть 
(1) ЛХ (2. у) =0 


будеть уравнеше кривой В. Возьмемъ начало координатъ за центръ подо- 
бля и построимъ помощю отношеня Ё кривую 
5’, соотвётственную первой. Если черезъ х и у 
означимъ координаты какой-нибудь точки. М 
первой кривой; черезъ д’и У’ координаты сход- 
ственной точки М’ второй кривой, то изъ по- 
добныхъ треугольниковъ ОРМ, О’Р/М! найдемъ 


Фиг. 256. 


у ом ий 


рее 


— у ом’ — 


х 
з' 
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Внеся въ уравнеше (1), получимъ уравнеше 
(2) Л, №) =0, 


которое выражаетъ вс кривыя, соотвЪтственныя данной кривой, и кото- 
рыя центромъ соотвётетвя имфютъ начало координатъ. Если соотввтстве 
булетъ прямое, то въ этомъ уравнеши надобно для Ё давать положитель-› 
ную величину, и отрицательную, когда соотвтств1е будетъ обратное. 
Оставивъ кривую В неподвижною, перенесемъ кривую 8’ въ плоско- 
сти такимъ образойъ, чтобы начало координатъ О пришло въ О’, (р, 9), 
оси остались бы параллельными ихъ первоначальному направленно; тогда 
кривая 8” выразится уравнешемъ относительно осей О'Х' и О! 


я ыы, у") = 0, 
а относительно неподвижныхъ осей ОХ и ОУ урзэвнешемъ 


(3) Л — р), & (9—9) =0. 


Въ этомъ новомъ положении кривая 5’ соотвЪтственна кривой 8; потому 
что радусы векторы, проведенные изъ точекъ О и О/, параллельны и на- 
ходятся въ постоянномъ отношении К. СлБдовательно, уравнене (3) выра- 
жаетъ всф кривыя, соотвфтственныя данной кривой, при всякомъ положе- 
ни центра подобля. 

394. Въ то время, когда переносимъ начало О”, повернемъ оси на 
уголь «; тогда кривая В’ займетъ какое-нибудь положене въ плоскости 
и будетъ подобна данной. Кривая 8’, отнесенная къ подвижнымъ осямъ 
О’Х' и О!’У’, выражается уравнешемъ } ИИ Ку") = 0; посредствомъ Фор- 
мулъ преобразованя 


2’ = (х — р) с03 «+ 4—9) 8 ©, 
у’ —= — (х—р) зш «| (у— 4) е08 а, 


предполагая, что оси взаимно перпендикулярны, получимъ уравненге кри- 
вой относительно двухъ неподвижныхъ осей ОХ и ОУ. Это уравнеше 
выражаетъ всф кривыя, подобныя данной. 

395. Для примъра найдемъ т °для двухъ кривыхъ втораго 
порядка 


Ад? -- Вху - Су’ {+ О; -- Е Е=0, 
А!? -|- В’ху Е Су + О’; + Еу- Е’. =0, 
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чтобы онф были соотвётетвенны. Общее уравнеше кривыхъ, соотвзтствен- 
ныхъ первой кривой, есть ($ 393) 


Ай? -- ВАху -- СЁ?у? — (Ва - ЗАЁр — 0) — (ВЁ?р - 207 4— 
ЕК) у - (Ар -- ВЁ?ра -- 0Ё?9* — Ор — ЕЁа + К) =0. 


Сравнивая это уравнене съ вторымъ, получимъ 


ро ы Е 
п = 


Е’ | 


р Е Е 
_ Ар’ - Вр -- (4 вр зав 
АА 


Исключивъ изъ этихъ пяти уравненй три параметра р, 4, К, получимъ 
В бе 
в! — Г не со 
держатъ этихъ параметровъ, то они выразятъ два условныя уравнения. 
Слвдовательно, для тою, чтобы деть кривыя вторало порядка были соот- 
вътственны, надобно, чтобы коеффищенты членовь второй степени 
были пропориональны. 

396. Остается изслФдовать, будутъ-ли величины параметровъ р, 9, Ё 
дъйствительныя и конечныя; зтотъ вопросъ можно рфшить са$дующимъ 
образомъ. Такъ какъ коеффищенты членовъ второй степени: пропорцюнальны, 
то ИхЪ можно сдфлать равными, умноживъ вс члены одного изъ уравне- 
ый на приличнаго множителя; слФдовательно, возьмемъ оба уравнен!я 
ВЪ ВИДЪ 


(4) Ал’ - Вху - Су? + Оз + Е Е=0, 
(5) А" -- Ву | Су" + Оз - Ку Е! =0. 


Мы булемъ различать н®сколько случаевъ смотря. по знаку В* — 4АС. 

1. В? —4 АС=—0. Оба геометричесмя мтЕста будутъ принадлежать 
къ роду параболы; если зти два геометрическя мЪфста дфйствительно бу- 
дутъ параболами, то они будутъ подобны, потому что ве параболы по- 


добны; сверхъ того оси двухъ кривыхъ, имфя одинаковой угловой коефеи- 


Е В 
щентъ — 56, параллельны, и, сл6ловательно, кривыя соотвфтственны. 


. . А 
условныя уравнен!я; но такъ какъ первыя два уравнения ^, = 


2. В*-— 4АС < 0. Геометрическая мзста принадлежатъ къ роду зллипса. 
Если для каждой кривой оси перенесемъ параллельно ихъ самимъ себЪ 
въ центръ кривой, то уравнен!я (4) и (5) будутъ вида 
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(6) Аз" +- Вау + у" Е, = 0, 
(1) Аля | Вау + Су? + Е 0. 

Оси кривыхъ, направленя которыхъ опредфляются уравнешемъ 
4 2“ —= 6. 141), параллельны; если оси координатъ повернемъ на 
уголь а, то уравнеше (6) и (7) будутъ вида 


(8) Ми 4 № Е, =0, 
(9) Мл? | МЕР, =0. 


Коеффищенты М и №, величины которыхъ опредфляются уравнешями 
М+М =А+Сс, М— М=-=УВ* -- (А — С», 

имзють одинъ и тотъ же знакъ. Чтобы уравнешя (8) и (9) выражали 

два дЬйствительные эллипса, надобно, `чтобы величины Ё,, Е’, имЪли 


одинъ и тотъ же знакъ, и, кром$ того, чтобы зтотъ знакъ быль обратный 
предъидущему. Когда зто услове выполняется, оси двухъ эллиисовъ бу- 


дутъ имфть одно и то же отношене Ут и залипсы будутъ соотвт- 


ственны. 

3. В? — 4АС Ъ 0. Оба геометрическя мфста принадлежатъ къ ролу 
гиперболы. Сдфлавъ т5 же преобразован]я, какъ въ предъидущемъ случаз, 
получимъ уравнешя (8) и (9), въ которыхь Ми М будуть имбть 
обратные знаки. Когла вёличины Е, и К”, не равны нулю, тогда 
каждое изъ уравненйй выразитъ гиперболу. Если Е, Е‘, будутъ им5ть оди- 
наковые знаки, то дЪйствительныя оси двухъ кривыхъ будутъ параллельны, 
и такъ какъ отношене осей одно и то же, то кривыя будутъ соотвЪт- 
ственны. Когда К; и К,’ имЪютъ разные знаки, одна изъ гиперболъ, бу- 
детъ подобна сопряженной другой. Во всбхъ случаяхъ обф кривыя ИмБютъ 
параллельныя асимптоты. 

Изъ предъидущаго заключаемъ, что когда хоебфищенты при члена 
второй степени, вз двужь Уравненять вторало порядка пропоршональны 
и козда эти уравнешя выражають двъ дъйствительныя кривыя, то 
эти кривыя соозпвътственны; однакоже, кода кривыя будутз зитер- 
болы, можетз случиться, что одна будет» соотвътственна сопра- 
женной друой. 


общее уравнен!е одного рода кривыхъ, 


397. Кривыми одною и тою же рода называются кривыя, закаючаю- 
пияся въ одномъ и томъ же геометрическомъ опредзлени, и которыя 
22* й 
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отличаются другъ отъ друга только величинами параметровъ, которые 
входять въ общее опредфлеше. Общее уравнеше кривыхъ разсматри- 
ваемаго рода есть уравнене, которое въ системв координатъ даетъ всЪ 
зти кривыя, какое бы ни было ихъ положеше въ плоскости, когда даемъ 
различныя величины перемфннымъ параметрамъ, которые оно содержитъ. 
Такимъ образомъ, когда неподвижныя оси будутъ прямоугольныя, общее 
уравнене круга будетъ (5 — а) - (у — 6)—"* = 0. Это уравнеше заклю- 
чаетъ три перемфнныхъ параметра, именно радусъ т" и дв координаты 
а и $ центра. ь 

398. Часто сначала отыскиваютъ уравнеше кривой относительно 
частныхъ осей, которыя выбираемъ такъ, чтобы упростить вычислене; 
тогда, чтобы получить общее уравнеше, относимъ его къ неподвижнымъ 
осямъ посредствомъ преобразованя координатъ. 

Лемнискату мы- опредфляли, какъ геометрическое мЪсто такихъ то- 
чекъ, произведенше разстоявЙ каждой изъ 
нихъ отъ двухъ точекь К и Е’ рав- 
нялось бы крадрату половины прямой Е'К 
(физ. 257). Если за начало координатъ 
возьмемъ средину О” прямой Е’Е, за оси 
координатъь О’ и перпендикуляръ къ О’Е 
и если черезъ 2с означимъ разстояше Е’Е, 
то кривая, отнесенная къ своимъ частнымъ 
перемённымъ осямъ, выразится `уравне- 


шемъ ($ 339) 
(ут) 26° (у — 2") 0. 


Потомъ кривую относимъ къ неподвижнымъ прямоугольнымъ осямъ ОХ, 
ОУ, посредствомъ хормулъ преобразован!я 


# = (1 —а) сова (у — В) вта, 
у’ = — @— а) эта (у — В сова, 


` 
въ которыхъ @ и Ь означаетъ координаты точки О’ относительно нечцод- 


вижныхь осей и ох уголь прямой О’Е съ ОХ. Такимъ образомъ полу- 
чимъ уравнеше 


Е у, са, 6, «) = 0, 


содержащее четыре произвольные параметра, и которое выражаетъ всз 
лемнискаты; ато есть общее уравнен{е вида. 


\ 
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Общее уравнене кривыхъ одного вида относительно неподвижныхъ 
осей содержитъ тремя параметрами боле, чёмъ уравнеше тъхъ же кри- 
выхъ, отнесенныхъ къ осямъ, имъющихъ съ кривыми опред$ленное соотно- 
шене. Пусть ® будетъ полное число параметровъ; эту систему парамет- 
ровъ всегда можно замфнить такою другою системою, чтобы изм$нен!я 
трехъ изъ нихъ перемфщали бы кривую вЪ ея плоскости, а измфнен1я 
п — 3 другихъ измфняли бы ея видъ или ея размфры. 

399. Число точекъ и вообще число условй, необходимыхъ для со- 
вершеннаго опредфленя кривой даннаго рода, равно числу произвольныхъ 
параметровъ, которое содержитъ общее уравнене рода (6 269). Сдълан- 
ныя замфчашя относительно кривыхъ второй степени ($ 281) о крат- 
ныхъ условяхъ прилагаются также и здЪеь. Всяюй разъ необходимо пред- 
варительно убъдиться въ томъ, что параметры, которые входатъ въ урав- 
нене, не могутъ быть приведены къ меньшему числу. Разсмотримъ, на- 
примёръ, геометрическое мЪсто такихъ точекъ, отношене разстоянй ко- 
торыхъ отъ двухъ опредфленныхъ точекъ, координаты которыхъ мы озна- 
чимъ черезъ (а, 6) (а’, 6), было бы постоянно и равно К. Это геомет- 
рическое м$ето, уравнене котораго есть 


О а 9—9 бала =0, 


есть окружность круга. Уравнеше (1) содержитъ пять параметровъ; но 
если его развернемъ и расположимъ, то получимъ 


Р к и а! е 8— во + (а 5") __ 
ее +“ нее == 0: 
Только три коеффищента содержать параметры; если ихъ означимъ черезъ 
А, В, С, то уравнеше (2) получить видъ 


(8) ау Аа В+0=0. 


Даля опредъленя коефФфищентовъ А, В, С, и, слфдовательно, окружности, 
достаточно трехъ точекъ. Если потомъ захотимъ опредфлить а, 6, а’, 6’, К, 
то получимъ три уравненя съ пятью неизвфетными; такъ какъ зти урав- 
нен!я неопредзленны, то два неизвфстныхъ можно взять произвольно; зто 
значитъ, что для одной и той же окружности можно найти безконечное 
число паръ такихъ двухъ точекъ, чтобы отношеше разстоянй каждой точки 
окружности отъ этихъ двухъ опредвленныхъ точекъ было постоянно. 
400. Изъ геометрическаго опредзленя рода кривыхъ само по себь 
видно число произвольныхъ параметровъ, которое содержитъ общее его 


с 
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уравнен1е. Для опредБлен!я круга необходимо знать центръ, положене ко- 
тораго опредфляется двумя координатами, и радусъ; такимъ образомъ 
всёхъ постоянныхъ или произвольныхъ параметровъ будеть три. Даля 
опредфлен!я лемнискаты нужно знать ‘дв$ опредфленныя точки, что даетъ 
четыре постоянныя; для опредБленшя эллипса, надобно знать кромф того 
сумму радтусовъ векторовъ; поэтому кривая зависитъ отъ пяти парамет- 
ровъ. Въ опредв лени Архимедовой спирали входятъ` полюсъ, который 
даетъ два постоянныя, положеше прямой въ то мгновеше, когда движу- 
щаяся линя проходитъ черезъ полюсъ, и отношен!е; слёдовательно, всфхъ 
постоянныхъ будетъ четыре. 

401. Всяюй цфлый многочленъ 7-ой степени относительно двухъ пе- 


(п (т 2) 
2 


ремвнныхъ 5 и у содержитъ членовъ; отсюдазаключаемъ, что 


; е 1 2)' 
для опредЗленля алгебраической кривой 7 порядка надобно ЕО "8 —1 


3 ы . 
ИДИ Е точекь. Напримёръ, для опредвленля кривой третьей степени 


надобно 9 точекъ, для опредъленя кривой четвертой степени надобно 
14 точекъ. 

Изъ этого видно, что всякое уравнене третьей степени можно пред- 
ставить ВЪ видф 


(4) мб в — Ву = 0, 


ГДВ а, а., и, В, 7 означаютъ цфлыя хункщи первой степени, а & — про- 
извольный параметръ; потому что эти уравненшя содержатъ одинадцать 
произвольныхъ параметровъ; можно даже взять произвольно одну изъ пяти 
линейныхъ Функщй, такъ какъ остается еще девять параметровъ. Три пря- 
мыя &, = 0, х, = 0, «, —=0О суть касательныя, проведенныя къ кривой 
въ точкахъ, въ которыхъ онф пересБкаются прямою В —= 0; а точки, 
въ которыхъ эти касательныя пересфкаются прямою у —=0 принадлежать 
также кривой. Взявъ В произвольно, найдемъ сл$дующую теорему: если 
кривую третьяго порядка пересёчемъ какою-нибудь прямою В = 0, и къ 
тремъ точкамъ пересфчен!я проведемъ касательныя къ кривой, то каждая. 
изъ касательныхъ пересфчетъ кривую въ новой точкЪ, и эти три точки 
будуть находиться на прямой лини. Взявъ у прозвольно, найдемъ слёдую- 
щую другую теорему: если кривую третьяго порядка пересфчемъ прямою 
7=0; и если черезъ каждую точку пересфчен{я проведемъ касательныя 
къ кривой, то точки прикосновешя этихъ касательныхъ будутъ находиться 
по три на прямой лини. 
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Положимъ, что прямая В —0 удаляется въ безконечность; тогда три 
касательныя <, — 0, х, —= 0, «, —0 предфаами будутъ имфть три асимп- 
тоты къ кривой; каждая изъ этихъ асимптоть пересфкаеть кривую 
только въ одной точкё, и эти три точки находятся на прямой лини. 

Уравнене 


(5) мана, — 8 =0, 


которое содержитъ девять произвольныхъ параметровъ, выражаетъ всЪ 
кривыя третьяго порядка. `Три точки, въ которыхъ прямая В — 0 пере- 
сЪкаетъ кривую, суть точки перегиба; касательныя въ этихъ точкахъ суть 
прямыя а, —= 0, а, = 0, а, = 0. ` 

Всв кривыя третьяго порядка можно также выразить уравненшемъ 


(6) а (< — а7) (« — 57) — #8*у =0, 


которое также содержить девять произвольныхъ параметровъ. Прямая 
7==0 есть касательная къ точкф перегиба («— 0, у = 0), три касатель- 
ныя «—0, а — ау —= 0, а — 6у— 0, проведенныя къ точкамъ, въ кото- 
рыхъ прямая В — 0 пересъкаетъ кривую, проходятъ черезъ эту точку пе- 
региба. ЗВзявъ перспективу на плоскости, можно удалить въ безконечность 
такую прямую, какую угодно, напримБръ, касательную у==0 къ точкв 
перегиба; для этого въ уравнен!и, которое приводится къ виду а («— а) 
(« — 6) —28'’ —0, достаточно положить у == 1; если за ось 2 возьмемъ 
прямую р = 0, а за осьу прямую а==0, то получимъ уравнеше бу* — 5 
(д —@) (1—6), которое мы разсматривали въ & 331. 
Всякое уравнене четвертой степени можно представить въ видь 


(1) ` и в, а; а, — {В = 0, 


гд$ ф означаетъ многочленъ второй степени, потому Что уравнене содер- 
жить 16 параметровъ; можно даже В взять произвольно, потому что 
остается 14 параметровъ. Такимъ образомъ, когда кривую четвертаго по- 
рядка пересвкаемъ какой-нибудь прямою и если къ четыремъ точкамъ 
пересёченя проведемъ касательныя, и если возьмемъ дв друг!я точки, въ 
которыхъ касательная пересЪкаетъ кривую, то получимъ восемь точек, 
расположенныхъ на коническомъ сфчеши ф —=0. 

Кривыя четвертаго порядка им$ютъ четыре асимптоты; каждая изъ 
нихъ пересЪкаетъь кривую въ двухъ точкахъ; и эти восемь точекъ нахо- 
дятся на коническомъ сзчени. 
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Условя шодоб я двухь Фикуръ. 


402. Разсмотримъ рядъ кривыхъ одного и того же рода, въ опредз- 
ленте которыхъ входитъ только одинъ линейный параметръ А, мЪру ко- 
тораго мы означимъ черезъ а, и пусть ”. 


О 


(0 _ Уфу а =0 


будетъ уравнене, которое выражаетъ всЪ эти кривыя, не обращая вни- 
маня на ихъ положене въ плоскости. Если уравнеше (1) мы получили, 
не означая линейную единицу, то оно необходимо будетъ однородно от- 
носительно 2, у, а. Когда перемвняемъ линейный параметръ А, что 
приводить къ тому, чтобы при той же единиц измбнять число @, тогда 
уравнене (1) опредфлитъ рядъ соотвфтственныхь кривыхъ. Дфйстви- 
тельно, пусть А’, будетъ параметръ, имъющий мврою ау; этому параметру 
соотвфтствуетъ частная кривая 


(2) Аж 0: 


Тогда кривыя, соотвфтетвенныя кривой (2), принимая начало координатъ 
за центръ подо@Мя и Ё за произвольное отношеше, выражаются уравне- 


немъ ($ 393) . 
(3) Л (бх, Ву, а) = 0. 


Означимъ черезъ А, второй параметръ, имвющИй м$фрою такое число а, 


а р 
что ‚ =; тогда уравнеше (3) можно написать 


У (@х, ву, Ка) — ил (х, у, а,) —.0. 


4) Де, у, в) =0; 


эти уравнешя выражаютъ, что кривыя, соотвфтственныя кривой (2), суть 
различныя кривыя, которыя получимъ, измзняя параметръ А. 

’ 403. Положимъ вообще, что для опредфлен1я всъхъ кривыхъ одного рода, 
не обращая вниман!я наихъ положеше въ плоскости, надобно п линейныхъ 
параметровъ А, В, ...; означимъ черезъ а, 6, с,... мЪры этихъ зинй, 
относительно произвольной единицы; тогда уравневше кривыхъ рода 


(5) (в, у, а, 6...)=0 
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будетъ однородно относительно х, у, а, 6... Кривыя, опред$ляемыя 
уравнешемъ (5) и которыя соотвфтствуютъ двумъ рядамъ пропорцюналь- 
ныхъ параметровъ А.. Ву,... и А, В,.... соотвфтственны; если черезъ А 
означимъ отношене параметровъ 


45 % Ас 
а ==... = К, 


то кривыя соотвфтственны кривой 


Л (=, У, ао -.- Въ» -..) = 0 


выразятся уравненемъ 


а О, 
ИЛИ Г 


ла, 6.) =0. 


Изъ предъидущаго слфдуетъ, что когда кривая, не обращая вниман1я на ея по- 
ложенте въ плоскости, опредфляется одною длиною, тогда вс кривыя рода 
булутъ подобны. Напримфръ, такъ какъ кругъ опредфляется его радёу- 
сомъ, парабола— разстоян1емъ Фокуса отъ директрисы, лемниската—разетоя- 
вемъ Фокусовъ, Архимедова спираль — длиною пути, который проходитъ 
движущаяся точка по прямой во время обращеная этой прямой, то всё 
окружности подобны, точно’ также вс$ параболы, вс5 лемнискаты ит. д. 

Такъ какъ эллипеъ опредфлается двумя осями, то услове подобя 
двухъ эллипсовъ будетъ то, чтобы эти оси были пропорщюнальны, какъ 
мы это уже знаемъ (6 392). То же самое относительно двухъ гиперболъ. 


ГЛАВА \1. 
Графическое р8шенйе уравненйй. 


404. Разсмотримъ два уравнешя съ двумя неизвЪетными хи у 


(1) $ (2, у) =0, (2) (а, у) =0; 


каждое изъ нихъ опредфаяетъ кривую. Систему этихъ двухъ уравнешй можно 
замнить безконечнымъ числомъ равнозначащихь системъ; возьмемъ въ 
частности систему 


(8) х(, у)=0, (4 Л®@=0 
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въ которой одно изъ уравнен!й не содержитъ болфе перемфннаго у; эту 
систему получимъ, исключивъ у изъ двухъ данныхъ уравнен!й. Дъйстви- 
тельные корни уравнения (4) суть абсциссы точекъ общихъ кривымъ 
(1) и (2). Однако, если система уравненй (3) и (4) удовлетворялась бы 
парою величинъ вида х = а, у —=В - 7, въ которыхъ величинь: <, В, у 
дфИствительныя, то эти величины удовлетворяли бы системв уравнешй (1) 
и (2); но тогда величина < не будетъ абсциссою дфйствительной точки, 
общей двумъ кривымъ. Исключеше, на которое мы указали, никогда не 
представляется, когда уравнене ф(х, у) = 0 булетъ алгебраическое урав - 
ченте, содержащее перемзнное у только въ первой степени. 

Если хотимъ рёшить уравнене / (2) = О съ однимъ неизвфстнымЪъ, 
то можно выбрать изъ безконечнаго числа, различными ` способами, кривыя, 
опредвляемыя уравневями (1) и (2). Для этого надо только удоваетво- 
рить одному условю, именно: чтобы, исключивъ у изъ уравнешя (1) и (2) 
`получили данное уравнене. Первое соединеше есть у — } (у), у = 0, 
что приводится къ тому, чтобы разсматривать величины неизвФсгнаго, 
какъ абсциссы точекъ пересфчен!я кривой у = (<) съ осью х. Это сое- 
динене часто есть простёйшее. Въ алгебр доказывается, что если неиз- 
вфстное у исключимъ изъ двухъ вагебраическихъ уравнен!й, съ двумя 
неизвфстными степени которыхъ суть 2 и п, то уравнеше относи- 
тельно х будетъ вообще степени тп. СлБдовательно, если данное урав- 
неше будетъ алгебраическое, и если хотимъ ивйти его корни посред- 
ствомъ влгебраическихъ кривыхъ, то произведеше степеней уравненй 
двухъ кривыхъ должно быть равно степени рёшаемаго уравнешя. При- 
дожимъ этотъ способъ къ рьшеншю уравнен1я четвертой степени. 

805. Уравнеше четвертой степени легко приводится къ виду 


(5) д + рая | 42 +" =0; 
можно принимать, что это уравнеше произошло отъ исключеня у изъ 
двухъ уравненй второй степени 


(6) 2? — ту =0, (1) ту + рту - а т =0, 
изъ которыхъ каждое выражаетъ параболу. Такъ какъ уравненте (6) со- 
держитъ только У въ первой степени, то вс дьйствительные корни 
уравнен!я (5) выражаютъ абециссы дьйствительныхь точекъ, общихъ 
двумъ кривымъ. ‚ 

Параболу (7) можно замфнить другою кривою втораго порядка, про- 
ходящею черезъ точки, общйя кривымъ (6) и (7). Общее уравнене кри- 
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выхъ второй степени, удовлетворяющихъ этому условю ($ 215), есть 


(8) Кс -- ту -- 92 -- т(р —Юу "г =0, 
гдф К есть произвольный параметръ. Если возьмемъ К — 11?, то кри- 
вая (8) можетъ быть только окружностио круга; координаты @ и 6 центра 
и радлусъ В, этой окружности найдемъ отъ Формулъ 
® 

(9) ао =ИЕ, =, 
Если величина В? будетъ положительная, то уравнеше (8) выразитъ дФй- 
ствительный кругъ, а дЪйствительныя корни уравнения (5) будутъ абециссы 
точекъ пересфченя этого круга съ параболою (6). Если величина В’ бу- 
детъ отрицательная, то уравнеше (8) не будетъ имЪть дъйствительныхъ 
рёшенй ($ 85), и точно также система уравненй (6) и (Т) или си- 
стема равнозначущей съ уравнен!ями (5) и (6) не будеть имёть дЬйстви- 
тельныхъ корней; такимъ образомъ четыре корня даннаго уравнешя суть 
МНИМЫЯ. 

406. Разсмотримъ теперь уравнен!е третьей степени, приведенное къ 


виду 
2 {+ рх + а= 0. 


Если это уравнене умножимъ на х, въ слБдстые чего взойдетъ корень 
1 —=0, на который не будемъ обращать вниман!я, то получимъ уравне- 
н!е четвертой степени 2“. -- ря -+ 495 = 0, къ которому приложимъ 
предъидущий способъ. Такъ какъ величина В? въ этомъ случа$ равна @^ -|- 9*, 
то она всегда будеть положительная. Кругъ и парабола проходятъ че- 
резъ начало координатъ; абсцисса этой точки есть корень 2 = 0, кото- 
рымъ надобно пренебречь. | 

Одна и та же парабола 2° — ту = 0 можетъ служить для рёшен!я 
всфхъ уравненЙ третьей и четвертой степени; только кругъ измФняеть, 
смотря по величинамъ коехфищентовъ ‘даннаго уравнен!я. Этотъ способъ 
можно употреблять съ выгодою только тогда, когда приходится посл до- 
вательно рфшить болышее число уравненй; тогда съ тщашемъ чертятъ 
параболу, имвющую произвольный параметръ; и въ каждомъ частномъ 
примЪр$ останется только опредфлить кругъ. 

407. Если неизвЪстное 5 будетъ линя, и если единица длины не 
обозначена, то уравнеше Х (2) = О будетъ однородное, относительно не- 
извзстнаго 2 и различныхъ извфстныхъ лин. Въ этомъ случаф, когда 
уравнеше будеть четвертой степени, и если коеффищенты р, 9, г бу- 
дуть ращональныя Функци или ирращональныя Функщи второй степени 
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данныхъ лин, то, взявъ за параметръ 72 параболы произвольную линю, 
можно будетъ построить помопию линейки и циркуля координаты центра 
и рамусъ круга. 

Но если уравнеше будетъ числовое, т. е. если коефФищенты будуть 
данныя Числа, то за 72 беремъ опредзленное число, дзлаемъ напримфръ 
т =1 и строимъ параболу и кругъ, по яроизвольному масштабу; абецисса 
одной изъ точекъ пересфчен!я, взятая по этому масштабу, дастъ величину 
неизвЪ стнаго числа х, 

Извъетно, что рёшеше двухъ уравнен!й второй степени съ двумя 
неизвёстными х и 7, иди нахожденше точекъ пересвченя двухъ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ рьшеншю уравнен!я четвертой степени 
съ однимъ неизввстнымъ. Слфдовательно, это можно рёшить ‘съ помощю 
опредфленной параболы и круга. Однако, если одна изъ кривыхъ втораго 
порядка уже начерчена, то её можно употребить съ кругомъ. 


408. Приитьрь Г. Черезъ данную точку Р, координаты которой суть 2, н у, про- 
вести нормаль къ парабол$ у* — 2рх = 0. Координаты х и у подошвы нормалн опре- 
дбляются двумя уравнен!ямн 


у" —2рт=0, ху— (т, —ру-ри =0. 


Еслн всё члены посяфдняго уравиен!я умиожнмъ на у и если у* замфнимъ черезъ Эрх, 


то получнмъ новую параболу 2 — (2, —р) 2 — с = 0; сложивъ почленно уравне- 


ва двухъ параболъ, получимъ крутъ 2* - у" — (хм. Рр)х 9% = 0. Точки, въ кото- 


Фиг. 258. , рыхъ этоть кругъ пересфкаетъ данную параболу, 
будутъ подошвамн нормалей ($ 306). 

Примьрё П. Рьшить числовое уравневе 
14° — 2% —5—0. Помощ!ю масштаба строимъ 
параболу 2* = у; опишемъ кругъ, центръ кото- 


6 Е: 
раго С имфетъ координатами а = 5’ [1 =5й кото- 


рый проходить черезъ начало коордннатъ. Этотъ 
кругь пересёкаеть параболу только въ одной 
точкё М; сл5довательно, данное уравнен!е имфетъ 
только одннъ дЪЙствительный корень, который 
есть абсцисса ОР точки М. Измёривъ эту длину 
помощю также масштаба, получныъ 2 = 2,09. 
Примтьр5 1П. Рьшить уравнене 2'—5х--1=0. 


Г 1 
Опншемъ кругъ, цеитръ котораго С ныЪетъ координатами а = — 5, $ =3 и который 
ъ`ь 


проходить черезъ начало коордниатъ; этотъ кругъ пересфкаетъь параболу въ трехъ 
точкахь;: отсюда заключаенъ, что уравнен!е нмфетъ трн дЪЙствительные корня; взм%- 
ривъ абсциссы, вайдемъ, что два положителяные корня равны 0,20 н 2,13 приблизн- 
тельно до одной сотой, 
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Примтрь ГУ. Разсмотримъ траисцендентное уравиеи!е х и х=1. Это уравиен!е 
мы получимъ, исключивъ у изъ двухъ уравиеиЙ у=шх, гу=1. Первое изъ этихъ 
уравнен!й выражаеть кривую, состоящую изъ безконечнаго числа равныхъ вфтвей, 
асимитоты которыхъ перпеидикулар- 
ны къ оси 2; второе выражаетъ рав- Фиг. 259. 
постороннюю гиперболу. Очевидно 
что вфтвь справа гиперболы по край- 
ией мфрф пересфкаеть олинъ разъ 
каждую изъ вфтвей ОА, В’А'... траи- 
сцеидеитиой кривой; сверхъ того на 
каждой вфтви находится только одиа 
точка пересёченя, потому что при 
озм$нен!и 2, ордииаты двухъ кривыхъ 
измфияются въ обратиыхъ иаправле- 
вяхъ; если при извЪстиой величии® х 
ординаты будутъ равны, то оии при 
всякой различиой величинф будутъ 
веобходимо ие равны. Корни уравие- 
шя 00 два равны и съ обратиыми 


я 


2 


знаками; первый положительный корень заключается между О и —, второй между ли 


5л 
2 
звавъ черезъ т, 7-0й корень, увидимъ, что разность между тли (п — 1) л будетъ 


очень мала, когда я будетъ очень велико. Для перваго кория кривая даетъ величииу 
0,86 приблизительно до одной сотой. . 


Зл й ` 
о трет!й между Эл в ит. д...; слёдовательно, число корней безконечиое. На- 


Можно бы было также взять два уравнен!я у = 18 (1- ‚ У—х, иу = ав 1, 
п м : ыы 
У == т’, полагая == 1'. Тотда гипербола замфнилась бы прямою лишею. 


8409. Замъчаня. Посредствомъ грахическихъ способовъ, которые мы 
изложили, нельзя опредфлить величины неизвёетныхъ съ большою точно- 
стню; въ этомъ случав приближеше будетъ болфе одной сотой корня. 

Иногда для опредфзленя числа дёйствительныхъ корней уравнен!я 
пользуются двумя кривыми, начерченными грубо. Но пока мы не мо- 
жемъ подробно сказать о видз двухъ кривыхъ, до тбхъ поръ мы не мо- 
жемъ сдЪлать никакого строгаго заключеня объ этомъ построени. Вообще 
описан1е кривыхъ и опредвлеше точекъ ихъ пересфченя представляетъ 
т$ же затруднешя, какъ и данный вопросъ. 

й 


КОНЕЦЪ ГЕОМЕТРИ НА ПЛОСКОСТИ, 


ГЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВ?З. 


ЕНИГА ПЯТАЯ. 


ГЛАВА! Г. 
Координаты. 


Положене точки въ пространетвв опредфляется тремя везичинами, 
которыя называются хоординатами точки. 


прямолинейных координаты. 


410. Пусть ХОУ, У0Й, 7ОХ (фи. 260) будутъ три неподвижныя 
плоскости, которыя переськаются по прямымъ Х"Х, УХУ, ИИ; три пе- 
ремъщаюцщуяся плоскости МО, МЕ, МЕ, па- 
раллельныя этимъ 'неподвижнымъ плоскостямъ, 
пересфкаясь, опредфляютъ точку М въ про- 
странств$. Положене каждой перем щающейся 
плоскости опредваяется ея разетояшемъ отъ не- 
подвижной плоскости, которой она параллельна; 
это разстояше отсчитывается паразлельно пере- 
сфченю двухъ другихъ неподвижныхъ ндоско- 
стей. Три разстояшя ОШ), ОЕ, ОЕ, которыя 
опредфляютъ положеше перемъщающихея пло- 
` скостей, и которыя надо брать съ знаками -|- или —, смотря по тому, 

откладываются ли они по ваправленямъ ОХ, ОУ, ОЙ или по противо- 
положнымъ направлешямъ ОХ’, ОХ’, 07’, ‚суть три прямолинейныя ко- 


Фиг. 260. 
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ординаты точки М; ихъ обыкновенно означаютъ буквами х, у, 2. Три не- 
подвижныя плоскости, пересвкаясь взаимно, образуютъ восемь трегран- 
ныхъ угловъ; такимъ образомъ, чтобъ получить всф точки пространства, 
надо 2, у, 2 измВнять отъ — < до + ©. 

Перемвщающяся плоскости съ неподвижными плоскостями образуютъ 
параллелипипедъ, ребра котораго равны абсолютнымъ величинамъ коор- 
динатъ точки М; точки А, В, С суть проекщи точки М на каждую изъ 
неподвижныхъ плоскостей; координаты одной изъ нихъ, напримфръ А, 
относительно осей ОХ, ОУ равны двумъ координатамъ у и 2 точки М. 
Точки О, Е, Е суть проекщи точки М на каждую изъ трехъ осей ОХ, ОУ, 

`07; такимъ образомъ буквы х, у, 2 означаютъ проекщи радуса ОМ на 
оси координатъ, если только проекщи будемъ разсматривать какъ по- 
жительныя въ томъ случаъ, когда он отечитываются ‘по направленямъ 
ОХ, ОУ, 07, и какъ отрицательныя, когда отсчитываются по противо- 
положнымъ направлен!ямъ. | 

Обыкновенно берутъ три неподвижныя плоскости и, сл®довательно, три 
оси взаимно периендикулярныя; тогда паралаелепипедь будетъ прямо- 
угольный и проекщи ореогональныя. 


Шолярныл коорднааты. 


411. Пусть будуть три, перпендикулярныя Фиг. 261. 
между собой оси ОХ, ОУ, ОЙ (фиш. 261). | ^ 


Положене точки М можно опредфлить длиною р 
радлуса вектора ОМ, угломъ Ф, образуемымъ 
этимъ радусомъ векторомъ съ осью ОЙ, и на- 
конецъ угломъ ф, образуемымъ плоскостю ДОМ 


съ плоскостпо координатъ 2ОХ. Если ОМ бу- > 
5 


детъ проекщя ОМ на плоскость ХОУ, то уголъ 
ХОМ булетъ мъра двуграннаго угла ф; его от- 
считываютъ въ. извфетномъ направлеши, напримфръ, поворачивая отъ 


ОХ кь ОУ. 


Выражен:е поворхностей уравнен!ями. 


412. Разсмотримъ какую-нибудь поверхность въ пространств®. Черезъ 
точку О проведемъ три неподвижныя оси ОХ, ОУ, ОЙ (физ. 262); в% 
плоскости ХОУ возьмемъ произвольную точку Р и черезъ эту точку про- 
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ведемъ линю РМ, параллельную. оси ОЙ до пересъчения съ поверхноетю 
въ точк$ М; тогда длина ординаты РМ будетъ 
совершенно опредфлена. При перемфщении точки 
Р въ плоскости ХОУ, ордината РМ будетъ из- 
мФнаться; но такъ какъ точка Р перемъщается 
произвольно въ плоскости, то ея координаты х 
и у будутъ два независимыя перемфнныя; от- 
сюда сафдуетъ, что ордината = точки М поверх- 
ности есть Функщя двухъ другихъ координатъ 
& и у, разематриваемыхъ какъ два независимыя 
перемфнныя. Такимъ образомъ мы видимъ, что 
изъ геометрическаго опредфленя поверхности можно вывести уравнене 
‚между х, у, 2, которое опредфлитъ Функщю 2 отъ хи у. Это уравнеше 
называется уравненшемъ поверхности. 

413. Положимъ, наоборотъ, что дано уравнеше } (х, у, 2) = 0 между 
‘тремя перем$вными; каждая система дфйствительныхъ величинъ, которыя 
удовлетворяютъ этому уравненю, опредфляетъ точку въ пространств®; со- 
вокупность же вефхъ дёйствительныхъ рёшен!Й образуетъ систему точекъ, 
которая вообще составляетъ поверхность. Дъйствительно, разсмотримъ 
прежде тотъ случай, когда уравнеше, содержащее только одну коорди- 
нату, вапримёръ 2, будетъ вида 2 = с. Такъ какъ координаты х и у про- 
извольны, то черезъ какую-нибудь точку Р плоскости ХОУ проведемъ 
постоянную ординату РМ (физ. 263); геометрическое мЪфсто точекъ М 


Фиг. 263. 


Фиг. 213. Фиг. 264. 


очевидно, есть плоскость, параллельная ХОУ. Положимъ теперь, что урав- 
нене содержитъ дв координаты, напримфръ х и у. Уравнеше } (х, у) = 0 
въ плоскости ХОУ выражаеть вообще линю АВ (физ. 264). Черезъ ка- 
кую-нибудь точку этой лини проведемъ лини РМ, параллельную оси 
_ ОЙ; такъ какъ ордината 2, которая не входитъ въ уравненше, есть вели- 
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чина произвольная, то координаты веёхъ точекъ прямой РМ удовалетво- 
ряютъ уравненю. (Слфдовательно, уравнене У (2, у) = 0 выражаетъь въ 
пространствЪ циливдръ, параллельный оси ОЙ. Можетъ случиться, что 
уравнеше будетъь выражать одну или нЪФеколько отдфльныхъ точекъ въ 
плоскости; въ этомъ случа оно выразить въ пространствь одну или 
нфеколько прямыхъ. 

Разсмотримъ наконецъ уравнене ] (2, у, 2) = 0 между тремя ть 

динатами. На произвольномъ разстояни ОС. = с 
проведемъ плоскость параллельно плоскости - Фиг. 265, 
ХОУ (фи. 265); координаты хи у вебхъ ` 
точекъ геометрическаго м$ста, расположенныхъ 
въ этой плоскости, должны, удовлетворять урав- 
неню (2, у, с) =0; но это уравнеше вы- 
ражаеть линю АВ въ плоскости АСВ. Если 
2 дадимъ величину с’, близкую къ с, то полу- 
чимъ вторую линю А’}’ въ плоскости А’С”В/, 
которая будетъ мало отличаться отъ предъ- 
идущей. Вообще, когда 2 будетъ измЪняться 
непрерывно между извфстными предфлами, то мы получимъ непрерывный 
рядъ лин, которыя образуютъ поверхность. 

Этимъ способомъ доказывается не только существоваше поверхности, 
но довольно точно опредфляется ея видъ посредствомъ рада параллель- 
ныхъ съченй, которыя выражаютъ ихъ проекшями на одну изъ плоско- 
стей координатъ. 


|: 3 
Выражен! о лиш. 
р 


414. Линю въ пространств можно разсматривать, какъ пересфченте 
двухъ поверхностей; слФловательно, эта ливя выразится системою двухъ 
совмфстныхъ уравнешй 


(1) ба уе) = 0, Х, (т, 9,9) = 0. 


Систему (1) можно замфнить безконечнымъ числомъ другихъ равно- 
значащихъ, напримфръ, слБдующими 


= о, х— А, =0, 


въ которомъ Ё означаетъ какое-нибудь постоянное, т. е. что поверхность 
Бро п Буке. ГЕОМЕТРА8. 23 
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} — &/, =0, проходить, какая бы ни была величина Ё, черезъ линю 
пересвчешя лвухъ первыхъ. Если изъ двухъ уравнешми (1) послЬдова- 
тельно исключимъ У и <, то получимъ два уравненя 


(2) - 9(,2=0,4(9,2=0, 


которыя выражаютъ два цилиндра, проектирующеся по ливи на плоскость 
яд и на плоскость 92. Эти два цилиндра, пересфкаясь, опредъляютъ прямую. 

Выражая Фигуры въ пространств алгебраическими символами, мы мо- 
жемъ распространить на Фигуры трехъ измфренй аналитическ!я способы, 
которые мы употребляли при изучени плоскихъ Фигуръ. 


ц 


МНаправлен!е прамой. 


415. Чтобы опредёлить въ пространств направлеше ОТ (физ. 266), 

ы которое, положимъ, принадяежитъ прямой, про- 
ходящей черезъ начало координатъ, даются углы 
а, В, у этого направленя съ тремя осями ОХ, 
ОУ, ОЙ положительныхъ координатъ. Дая опре- 
дъленя направлешя прямой двухъ угловъ не- 
достаточно, потому что если около ОХ и ОУ 
опишемъ два конуса, углы при вершин® кото- 
рыхъ соотвфтетвенно равны а и В, то эти два 
конуса пересЪкутся по направленю двухъ обра- 
зующихъ, расположенныхъ симметрично относи- 
тельно плоскости ХОУ; сл довательно, необходимо знать трет уголъ у. 
Сверхъ того, очевидно, что эти всё три угла не могутъ быть произволь- 
ными, и когда два изъ нихъ извфетны, трей можетъ имфть только дву 
различныя величины. Вмфсто угловъ можно взять ихъ косинусы, потому 
что между 0 и п можетъ быть только одинъ уголъ, имвющй данный ко- 
синусъ. Синусы, наоборотъ, имъютъ двоякое значене. 

416. Разсмотримъ прежде случай, Когда координаты прямоугольныя. 
Означимъ черезъ х, 9, 2 координаты какой-нибудь точкн М прамой ОТ 
и черезъ { назовемъ разстояше ОМ; координаты точки М суть ребра 
ОО, ОЕ, ОЕ прямоугольнаго параллелепипеда, дЛагональ котораго есть 
ОМ, взятыя съ приличными знаками; эти координаты суть также ортого- 
нальныя проекщи дагонали ОМ на оси; слФдовательно, 


Фиг. 266. 


х = [608 а. у —=1с08 В. 2-7 608 7. 
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Но изв5стно, что квадратъ длагонали прямоугольнаго параллелепипеда равенъ 
сумм квадратовъ трехъ его реберъ, т. е. 2* -- “2 =; замвнивъ 
1, у, 2 ихъ величинами и сокративъ общаго множителя [, получимъ со- 
отношен!е 


(1) с08?а -|- соз?В -- с08?у = 1, 


которое существуетъь между косинусами угловъ, образуемыхъ линею съ 
прямоугольными осями. 

` 417. Означивъ черезъ а’, В’, у” углы, которые образуеть вторая ли- 
вя ОТ’ съ тБми же осями, опредфлимъ уголь У двухъ линй ОТ, ОГ. 
Такъ какъ проекщи прямой ОМ и ломаной ООСМ на прямую ОТ! равны, 
то получимъ 


1 сов У = х с08 а!" -- у сов В! -- 2 сов у", 
или, замфнивъ х, у. 2 ихъ величинами, 
(2) сов У = с08х сов а! - сов В сов В’-сову сов у". 


Отсюда видимъ, что лини ОТ, О]’ будуть перпендикулярны между 
собой, когда удовлетворяется слвдующее услоше . 


(3) 08 2 е0в а! -- соз В сов В’ - сову с08 у’ = 0. 


418, Позожимъ теперь, что оси косоугольныя, и черезъ 4, м, у означимъ три угла 
У02, 20Х, ХОУ, которые образуютъ осн между собой. Проектируя ортогонально на 
каждую изъ трехъ осей прямую ОМ н ломавую ООСМ, получимъ 


(4) 


108 а =х + усов» -{ 2 608 №, 
[сов й = $ е08у + у -{ 2 с08 4, 
108 у = 4 608 и-{- усовА-+- 2; 


проектвруя эти же лин!и ва прямую ОТ, получимъ 


(5) 1— доеова -{ у 008 д -- # с0ву. 
Опре\Флнвъ нзъ уравнев!й (4) величины х, у, 2, 


— 608 (1 — сов? 4) ей 608 В (сов 4608 м — с08 у) -{- сов-у (с08 4 605 у — с08 №) 


1— 60884 — с08 м — 608? у -- 26084 с08 и 608 У 


(6) 


ь 


и, внеся нхъ въ уравнен!е (6), получниъ соотношен!е 
г 


(7) 6083 < в? 4 -{ С0Е? В вп? п -|- 6083 узш3 у -|- 2 с08 а с08 В (с08 2608 № — 608 9) 
_ + 2 0088 сову (608 № 608 у — 008 4) + 2 с08у 08 = (608% 608 4 — сов и) 
—=1-— 6084 — 608% и — с08*у-|- 20084 608 р 608 >, 


38% 


‚ 
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, 


между тремя угламв, образуемымв какою-нибудь лвв!ею съ косоугольными осями. Еслн 
въ уравнен!и (5) замфввмЪ с08 <, сов В, сову ихъ величивамв, найдеввымв изъ урав- 
нения (4), то получимъ формулу . 

+ 


(8) = 2-2 - 292 0084 - 22% сов и -| 25у сов», 


которая опредфляеть разстояе ОМ. | 
Проектвруя на прямую О!’ прямую ОМ и ломаную ОРСМ, получимъ 


[сов У = д е0ва! -{ ус0з В’ -| 2 е03у!; 


замфвввъ 2, у, 2 ихъ велвченамв (6), получвмъ Формулу 
р у 


{ С08 @ 608 «! В? 4 -|- сов В сов В! в? и -- с08 у 08 у! вт? | 


9 свт Е 0 есовй! + с08 6087) (0082006 — 008%) |... | 


1 — с0574 — с08* и — 608 -{- 9 608 4 608 и 608 ›, 


которая опредфляетъ уголь между двумя лишями ОГи ОТ’. ь 


Общ знамеватель или детерминавть можно представить въ зам чательной Форм$, 
которую надобно знать: 


и 1 — ©0531 — 608? м — с08* у -|- 2 608 4 с08'№ с08 У 
= (1 — с0з* 4) (1 — с08* и) — с08? 2608? ш — с08* у + 2 081 С08 д с0вУ 
= 811 А т? и — (6084608 и — 08»)? 
= Ш АЗШ р — 6034 с05 р - ©08 9) (51 А вт р -| 608 1 с08 д — 6087) 
= [608 7— 608 (1-{ м) [08 4 — и) — е08 ›] 


Аи» , у, эАфю , Аи 
— вт шв 


= РАНЕНЫ 
1—5 2 5 2 


ГЛАВА ИП. 


` 


Преобразован1е координатъ: 


Шеремь щен начала. 


419. Три оси ОХ, ОУ, ОЙ желаемъ замфнить тремя другими осями 
О’Х’, О’У’, О’7/, соотвзтетвенно параллельными 
первымъ и имфющими то же направлене (физ. 
261). Положеше новыхъ осей опредфлится ко- 
ординатами а, 6, с новаго начала О’ относи- 
тельно прежнихъ осей. Назовемъ черезъ х, у, 2 
координаты какой-нибудь точки М въ простран- 
ствё относительно прежнихъ осей; черезъ 2’, 
1’, 2! координаты той же точки ‚относительно 
новыхъ осей. Проектируя послфдовательно на 
: каждую отъ трехъ первоначальныхъ осей парал- 


Фиг. 267. 
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лельно плоскости двухъ другихъ прямую ОМ и ломаную ОО’М, по- 
лучимъ 


(1) о=а- а, уу, =е+ 2. 


Шерешна направлен(я осей. 


420. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда измфняемъ направлеше 
осей, оставляя начало то же. Означимъ черезъ 
а, 6, с косинусы угловъ, образуемыхъ осью ОХ’ ^ 
съ тремя осями ОХ, ОУ, 07; черезъ а’, 5’, с’ 
и а", $", с" косинусы угловъ, образуемыхъ 
осями ОУ’ и ОЙ’ съ тремя осями ОХ, ОУ, 
07, и наконецъ черезъ А, и, у углы УОЙ, 20Х, 
ХОУ (фи. 268). 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка въ про- 
странствЪ; черезъ точку М проведемъ линю МС 
параллельно оси 07, и черезъ точку С, въ ко- 
торой эта прямая пересфкаетъь плоскость ХОУ, линю СО параллельно 
оси 0У; тогда три величины ОО, ОС, СМ, взятыя съ приличными зна. 
ками, будутъ координаты 2, у, 2 точки М относительно прежнихъ осей. 
Черезъ точку М проведемъь линю МС” параллельно оси 07’, и черезъ 
точку С’, въ которой она пересЪкаетъ плоскость Х”ОУ’, проведемъ линю 
СТ’, паразлельную оси ОУ* Тогда три величины ОО’, 0/С», С’М, взятыя 
съ приличными знаками, будутъ координаты 2’, у", 2’ точки М относительно 
новыхъ осей. Проектируя двф ломаныя лини ОПОСМ, ОР’С’М посаз- 


довательно на каждую изъ трехъ осей ОХ, ОУ, ОЙ, получимъ три урав- 
нения. 


Фиг. 268. 


х - усов у - 2 608 и — ах! -- ау’ а", 
(2) х сов -у’ 20608 Х — 6’ | у’ ЬИх, 
х совы -- усов 2 — сх’ ее’ 4 с"х, 


изъ которыхъ можно для х, у, 2 найти выраженя первой степени отно- 
сительно 2’, у', 2’. Детерминантъ этихъ уравненй одинаковъ съ детер- 
минантомъ уравнен!й $ 418. й 

Надобно помнить, что а, 6, с не произвольныя величины, но связаны 
условнымъ уравненемъ; точно также а’, 6', с’ иа", 6", с". Между 
этими же вёличинами получили бы три новыя отноше я, если бы захо- 
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тБли, чтобы новыя оси были прямоугольныя, или вообще то он со- 
ставляли между собою данные углы. 
421. Если прежн!я осй были прямоугольныя, то получимъ 


608 — 608 и = 608 у= 6085 = 0, 


и уравнеше (2) приметъ видъ 


|| — ах’ -- а'у! + а"2', 
8) у! Ру и, 
р | —= ся’ Не с". 
Тогда соотношешя между косинусами будутъ ‚ 
а? + 6? -- с =1, 
(4) а? + Ь’2-- с" — 1, 


а"*+- фе" 1. 


аи новыя оси будуть также прямоугольныя (фи. 269), то кромЪ 
того полузимь соотношеня 
Я 56 - се = 0, " 
(5) 7а’а” 4 6/5" + сс" = 0, 
т’ ата + Ы"Ь - с"с —=0, 


Фиг. 269. 


Если 06% части уравнемй (3) умно- 
жимъ на а, 6, с, потомъ на а’, 6’, си 
а", 6", с" и если сложимъ, то, прини- 
мая во вниман!е уравненя (4) и (5), по- 
лучимъ ' 


х’ — ах + би -| 2 
у ж-- 
2’ — а" + 6"у - с". 
Эти Формулы можно получить прямо, проектируя ломаныя лини 
ОРСМ, ОБ’С’М на оси ОХ’, ОУ’, 07". 
Такъ какъ новыя оси прямоугольныя, то величины (а, а’, а^), (6, 6’, 6"), 
(с, с', 5’), которыя означаютъ косинусы угловъ, образуемыхъ направле- 
нями ОХ, ОУ, ОЙ съ новыми оснми, должны удовлетворять уравне- 
ННямъ 


Е 


Хх’ 


| 

з 
 @ь 
№ 
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| + а а" —=1.. | а’ а!" = 0, 
(1) в -НЬт —= 1, (8) Бе 1 Бес! 6" — 0, 
| Но с” = 1, са - с’! + ста" — 0, 


—А 


аналогичнымъ уравневямъ (4) и (5). 


422. Изъ предъидущихъ соотношен!Й между девятью косинусами находимъ боль- 
шое число другихъ, между которыми мы перечислимъ сл5дующИ, навболфе полезныя. 
Два послёдн!я изъ уравненй (5) опредёляютъ отнощешя везичинъ а!', '!, с"; отсюда 
находимъ : 


Е а’ ы р: м с! 2.1. ‚Иа ея 
Бе — оф с’ а! а" Уи ая (а та ай 2 
Но 

(66’ — с5’)* -- (са’ — ас’) + (а5’— фа')* 

= (а + 5 - с?) (а 6 - с") — (аа' + 66 - сс! * = 0. 

Отсюда о 
т о 
(9) фе’ — ве  са’— а’ ава 


Надобно брать тот® или другой знакъ, смотря по расположению треграниаго угла 
0Х/У!7!. Если ОХ’ совпадаеть съ ОХ, ОУ’ съ ФУ, то 02! будетъ имфть направлене 
07, или обратное направлен!е. Для этого частнаго положеня мы имфемъ въ первомъ 
случа а= И =" =1, аи =а" == Ь 5 с=с' =0 и надобно взять звакъ. --; 
во второмъ случа$ надобно взять звакъ —. Если трегранный уголъ перемёщается не- 
`прерывно, то углы и, слВдовательно, ихъ косинусы также измфняются непрерывно; 
поэтому передъ каждымъ изъ двузлеиовъ надо взать одинъ и тоть же знакъ, если 
этотъ двучленъ не обращается въ нуль; такъ какъ три двучлена не могутъ въ одио 
время равняться нулю, то заключаемъ, что при всякомъ положеит треграннаго угла 
надо брать одинъ и тотъ же анакъ. 


Если составимъ детерминантъ уравнен!й (3) или (6), то вел детви уравнеи!я (9) 
полузимъ у ь 


а6' с" - ас ее са'6”' — бас’ + 6с'а" — са" з 
= (6е'’ — с6') а’ + (са' — ас!) В” + (а — Ва!) с'' =. = 1. 


Формулы Эйлера. 
` 

423. Предъидущ!я Формулы преобразован!я одной прямоугольной системы въ дру- 
гую прамоугольную имфютъ то преимущество, что он симметричны относительво 
угловъ; хотя угловъ девять, но въ дБйствительности только ‘три изъ нихъ произволь- 
ные; вотъ почему никогда ненал..био терять изъ виду соотиошенй, связывающахъ 
ихъ. Эта зависимость девяти косинусовъ, въ изв$стныхъ слузаяхъ, составляетъ за- 
труднен!е доказать сходство двухъ выраженй. Слфдовательно, нашли Формулы, въ ко- 
торые входятъ только три востоянныя; выборъ изъ нихъ естественио указывается во 
многихь вопросахъ механики и астрономи, гдф предлагаютъ вовыя Формулы. 


: 
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Положене вовыхъь осей можно опредфлить угломъ у, образуемымь слёдомъь ОА 
плоскостн Х’ОУ’ на плоскости ХОУ съ ОХ, наклоне- 
Фиг. 270. н{емъ 6 плоскости Х’ОУ” къ плоскости ХОУ, которое 
измфрается угломъ 707’; наконецъ, угломъ ф осн ОХ’ 
съ сл5домъ ОА (фиг 270). . 
Первую систему можно привести ко второй спстем$ 
посредствомъ трехъ послфдовательныхь вращен!й. Сна- 
чала прежнуя оси повернемъ около ОЙ ва уголь +; въ 
то время, какъ ось ОЙ остается неподвижною, оси ОХ 
и ОУ поворачиваются въ ихъ плоскости на уголъ у; 
слфдовательно, ось ОХ займетъь положене ОА или ОХ,, 
а ОУ извфстпое положене ОУ,. Замбтимъ, что ось 07”, 
перпендикулярная къ ичоскости Х’ОУ’ п, слфдоватезьно, 
къ слфлу ОА, находится въ плоскости У,02, перпендикулярной къ ОА. ДЪйствительно, 
повернемъ на уголъ 6 около ОА; въ то время, какъ ось ОХ, остается неподвижною, 
06% оси ОУ, н 07 поворачиваются въ ихъ плоскости на уголь 9; слфдовательно, 07 
займеть положене 07’, а ОУ\л извъстное положене ОУ, находящееся въ плоскосто 
Х!ОУ’. Наконецъ, повернемъ на уголь $ около 07”; такъ какъ при этомъ 06% оси ОХ,, 
ОУ, повернутся въ ихъ плоскостн на уголъ +, то ясно, что ОХ, придетъ въ ОХ’, а 
ОУ, вь ОУ’. Посл атнхъ трехъ послфдовательныхъь поворотовъ прежн!я осн совпа- 
дутъ съ новыми осями. 

Такнмъ образомъ получимъ четыре системы осей; именно ОХУ7, ОХ,У, 7, ОХ, У,7", 
0х!'У!7!. ДвЪ смежных системы имфютъ общую ось; отъ одной къ другой перейдемъ 
10 Формуламъ преобразован!я геометря на плоскостн ($ 50). Такимъ образомъ посред- 
ствомъ посл довательныхъь преобразован! получимъ 


1 — 1, с03 + — у, зм у, У, = У. 6080 — 27510, 2, = 1’с05р — узШр, 
у= х, зау Ру, е03 у, 2 = узи 6 + 21 6086, у, = 2’ зто + усоз $. 


Искаючивъ вспомогагельныя величины х,, у,, У» ПолуЧимЪ й 
д == 4’ (608 р 608 + — вт р п ш е0з 0) | у’ (— вт ф с08 № — 008 р 3 в ©03 0) 
| 4 2' п уз 9. 


+ 27 [— 08 фа 9).7 


(10) Гу=х’ (608 р за + - зу е08 у е05 8) -- у’ (— чп р эт и - 603 $ 608 ч соз 0: 
р вт хп 0 + у 608 фзш 0 -| 27 е03 0. 
, 


Этн Ф*ормулы извфстны подъ именемъ Формуль Эйлера. 
Сравнивъ эти Формулы съ Формулами (3) $ 411, получимъ сл$дующе уравнешя 


а = е03 р 608 у — зт 9 эп в со 6, 
$ — с08 ф в у -- 3 ф сов у сов 6, 
е = зря 0, 
| а’ = — вт р 608 и — 08 фи ч 603 6, 
(11) у 6’ = — т ру +1 608 960-603 6, 


с’ —= с08 9 зт 9, 
а"'= эт уз 8, 
$’ = — сова 6, 
\ с'/5 сов 8; : 
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откуда 
а!" 
т 


с 
= ау = — 


. 


- 424. Замъчане. Еели тЪ1о вращается около иеподвижной оси, то вращене мо- 
жетъ происходить въ двухъ различныхъ направленяхъ, 
которыя слфдуетъ различать. Разсмотримъ, наприм®ръ, Фиг. 211. 
вращене около оси 07; въ сл5детве этого вращеня ра- 
дусъ ОА, перпевдикулярный къ 07 и движущ ся около 
точки О, будетъ вращаться въ плоскоста ХОУ (фиг. 211). 
Вообразимъ, что иаблюдатель помфщенъ на оси 07 та- 
кимъ образомъ, что.ноги иаходятся въ О, а голова въ 
7; этотъ наблюдатель будетъ видЪть, что -радусъ ОА 
вращается или слфва направо или справа налфво; 
въ первомъ случа вращене называется прямымъ отио- 
сительно наблюдателя; во второмъ случа обратнымъ. 
Ва, фигур$ вращеше будетъ прямое, если ОА будетъ 
вращаться отъь ОХ къ ОУ по паправленю стрлки; обратное — ебли ОА будетъ вра- 
щатьса въ обратномъ иаправлен!и. 

Дв$ системы прямоугольпыхъь осей ОХУ7, ОХУ!7” не всегда могутъ совпадать. 
Чтобы это узнать, вообразимъ двухъ наблюдателей, одного, пом щепнаго на 07, дру- 
гаго иа 07'; первый наблюдаетъ вращене отъ ОХ къ ОУ, второй отъ ОХ! кь 0У!; 
если оба вращев!я происходятъ въ одномъ и томъ же направлен, напримфръ въ пря- 
момъ, какъ показапо на Фигур$. то обЪ системы осей могутъ совпасть. ДЪйствительно, 
если 02 помфстимъ иа 02’ и если повериемъ около общей оси такъ, чтобы ОХ со- 
впала съ ОХ’, то ОУ необходимо совпадеть съ ОУ’; потому что. ОУ и ОУ! вмъст8 
образу ютъ прямой уголь съ ОХ или ОХ’ въ томъ же ваправлени. Но если оба вра- 
щен!я будутъ имфть обратное направлене, то, совыЪстивъ 07 съ 027, ОХ съ ОХ/, уви- 
димъ, что ОУ совифстилась не съ ОУ!, но съ своимъ нродолженемъ. 

Въ Формулахъ Эйлера предполагается, что дв$ системы прамоугольныхъ осей им ютъ 
озинаковое расположен!е, т. е. что он% могутъ совпадать. Прежнюю систему приво- 
димъ къ повой систем посредствомъ трехъ прамыхъ вращенй. Уголъ у при вращеит 
около 07 измфияется отъ О до 27; уголъ в при вращени около ОА заключается между 
О ил, если только на пересфчени плоскостей ХОУ и Х’ОУ! было прилично выбраво 
иаправлене ОА; уголъ $ при вращени около 02’ пзм®няется отъ 0 до 2л.. 


425. Обийя формулы. Если въ одно время перемфняемъ начало и 
направлев!е осей, то, проведя черезъ новое начало О’, координаты котораго 
относительно прежней системы суть а, 6, с, три оси ОХ,, ОУ,, ОЙ, 
параллельно первымъ и по одному съ ними направленно, получимъ х = 
а х,, у=Ь-у,, 2 = с-{ 2; потомъ х,, у., 2, выразимъ по 2’, 
у’, =' посредствомъ одного изъ вышенайденныхъ уравнен; слёдовательно, 
чтобы получить общуя Формулы, достаточно въ этихъ уравнешяхъ зам$- 
нить 2, у, 2 соотвфтственно черезъ х — а, у — 6, 5 — с. 


` 
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Раздълен!е моверхностей на порядкн. 


496. Поверхности, какъ и плоскйя лини, дзлять на поверхности алгебра- 
ическ!я и трансцендентныя, смотря по тому будутъ ли ихъ уравнения азгебра- 
ическя или трансцепдентныя. Если уравнеше будетъ алгебраическое, то его 
можно всегда привести къ цфлому виду, и отъ преобразовашя прямолиней- 
ныхъ осей степень его не измънится. По числу, которое выражаетъ степень, 
уравнен!я поверхностей дЪаятъ на порядки; такимъ образомъ говорятъ, 
что поверхность есть перваго, втораго, третьяго и т. д. порядка, когда 
ея уравнеше есть первой, второй, третьей и т. д. степень. Чтобы алге- 
браическое ураввеше пфлое и т-ой степени 7 (х, У, 2) =0 выражало 
дъйствительно поверхность`7т-го порядка, надобно, чтобы его первая часть 
не разлагалась на произведне двухъ цфлыхъ Функц, или чтобы оно было 
неприводимо. Два различныя неприводимыя уравненмя выражаютъ двЪ 
поверхности, которыя могутъ имфть одну или нфсколько общихъ линй; 
но эти поверхности никогда не будуть имъть общихъ поверхностныхъ 
элементовъ; дфйствительно, чтобы найти общая р$5ёшен!я двухъ уравневй, 
нельзя брать произвольно два изъ перемфнныхъ даже между очень сбли- 
женными предЪлами. Всякая плоскость пересфкаетъ алгебраическую поверх- 
ность 7-го ‘порядка по алгебраической лини, порядокъ которой не мо- 
жетъ превышать 27; дфйствительно, если эту поверхность отнесемъ къ 
систем$ трехъ плоскостей координатъ, которыя составляютъ часть раз- 
сматриваемой поверхности, то уравнене лини пересфчен1я относительно 
двухъ осей координатъь получимъ, замфнивъ въ уравнеши поверхности 
одну изъ координатъ нулемъ; тогда многочленъ съ двумя перемфнными, 
который отсюда получимъ, очевидно, не можетъ быть степени болбе 7. 
Слфдовательно, прямая лишя пересфкаетъ поверхность 1-го порядка по 
большей м$фрф въ 7 точкахъ, т. е. она расположена вся на поверхности. 

Такъ какъ поверхность .перваго порядка пересфкается какою-нибудь 
плоскостю но прямой лини, то она есть плоскость. } м 

ДВЪ алгебраическя поверхности, степени которыхъ суть 7 и т’, пере- 
свкаются по неразгибающейся кривой, которая пересЪкается плоскости 
въ ими’ точкахъ; потому что эта плоскость пересъкаетъ обь поверхности 
по двумъ плоскимъ линйямъ порядка 2 и т!, которыя, слфдовательно, им$- 
ютъ 77, общихъ точекъ. Неразгибающаяся кривая въ этомъ случа на- 
зывается лит’ порядка. 
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Сьчеше поверхности плоскостио. 


427. Положимъ сперва, что плоскость проходитъ черезъ начало коор- 
динатъ; . положене ел. опредфлится угломъ , ко- 
торый составляетъ ея слёдъ ОХ’ на плоскости 
ХОУ съ ОХ, и угломь 0, который обра- 
зуеть съ 07 нормаль ОЙ", проведенная къ этой 
плоскости (физ. 212). Черезъ точку О прове- 
демъ прямую ОУ’ перпендикулярно къ ОХ’; 
кривую пересфченй мы отнесемъ къ двумъ 
прямоугольнымъ осямь ОХ’ и ОУ’ располо- 
женнымъ въ ея плоскости.. Положимъ сперва, 
что первоначальныя -оси иоворачиваемъ около 
07 ва уголь ф, чтобы ОХ. совместить съ ОХ’; тогда ОУ займетъ въ ило- 
скости ХОУ положене ОУ,, перпендикулярное къ ОХ”; координата 2 
не измфняется; такимъ образомъ получимъ 


Фит. 212. 


1 — 1’ 608 $ — 9, в 4, у —= 2’ вт ф | у, сов $. 


Четыре прямыя ОУ,, ОУ’, 0й,'О7!', перпевдикулярныя къ ОХ’, нахо- 
дятся въ одной и той же плоскости, перпендикулярной къ этой прямой; 
повернемъ вторую систему осей около ОХ’ на уголъ @, чтобы совм$стить 
ОУ съ ОУ’ и, сльдовательно, ОЙ съ ОЙ”; координата 2’ не изм®няется; - 
такимъ образомъ получимъ 


У: = У’ 608 0—2’ зп 0, 2 =у’ зш 0-2’ ©08 0. 


Если разсмотримъ точку, находящуюся въ плоскости Х'ОУ!, то ея 
координата 2’ будетъ равна нулю; поэтому послёднйя Формулы приведутся 
къ =, 6080, 2 — 9’ зшВ, и мы получимъ также 


[22 08$ — уж фо 6, 
у =’ за -- И’ ©0в ф сов 6, 
29’ В р: 


(12) 


Эти Формулы можно вывести изъ Формулъ, Эйлера, сдблавъ въ нихъ 
ф=0 и 2'—0. Если съкущая плоскость будетъь проходить не чрезъ 
_ начало координатъ, а чрезъ точку, координатами которая имфетъ а, 6, с, 
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то въ предъидущихъ Формулахъ надо поставить х— а, У— 5, #2 —с 
вмъето 2х, У, 2. 


Шреобразоване пряшолинойныхъь коордивать въ полирныя, 


498. Такъ какъ полярная система, опредфленная въ & 411, употреб- 
ляется очень часто, то покажемъ, какимъ образомъ 
переходятъ отъ прямоугольной системы къ полярной 
систем, и обратно. Разсмотримъ случай, когда не- 
подвижная ось есть ОЙ, плоскость ХОД есть не- 
подвижная плоскость, отъ которой отсчитывается 
уголъ ф (физ. 213). Проекшя ОМ на ОЙ есть 
р е08 8, проекщя ОР той же лини на плоскость ХОУ 
есть р вш 9; наконецъ проекщи ОР на оси ОХ и ОУ 
суть р аш 0 с08 ф, реш вш $. СаБдовательно, если 
прямую ОМ и ломаную ОРМ будемъ проектировать 
на каждую изъ трехъ осей, то получимъ соотношеня 


Фиг. 213. 


У х 


(13) = р 608 фаш 0, У= раш фвш 0, 5 = р 08 0. 
Отсюда находимъ обратныя Формулы 
, | 


(14). р=И му Аве ф = сов @ —= 


Въ полярной системБ направлеше ОМ вполнф опредфляётея двумя 
углами би $; позтому ими очень часто пользуются. Въ астрономш, если 
прямаа ОЙ будетъ вертикаль мЪста, плоскость ОХ меридональная 
плоскость мъста и если ражусъ ОМ будетъ лузъ звЪфзды, то уголъ 0 бу- 
детъ зенитное разстояще этой зв$зды, а уголъ ф ея азимут». Въ гео- 
грами ОЙ принимаютъ за линпо полюсовъ; тогда @ будеть дополнеше 
широты, а ф домота. у 


Разстоли!е двухь точекъ. 


&29. Мы уже нашли разстояше начала координатъ отъ точки отно- 
сительно прямоугольныхъ или косоугольныхъ координатъ. Пусть (2’, у’, 2!) 
(х", у’, х'’)будутъ координаты двухъ точекъ М’и М”, { разстояне зтихъ 
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двухъ точекъ. Перенесемъ оси параллельно имъ самимъ въ точку М”. 
! 
Если оси будуть прямоугольныя, то получимъ ($ 416) 


УЕ УЕ" 2). 
Если оси будутъ косоугольныя, то получимъ ($ 418)` 


а у“ — 2”) (у — а” — 2-2" фу)" — 7) ©0841 
5е= +2 (2" — 27) (2’’- =’) в0зь 2 (5 — д!) (4 — у) соз+. 


ГЛАВА Ш. 


Плоскость и прямая лин1я. 


ПЛОСвВОСТЬ. 


Построен! урашненя первой степени, 


430. Общее уравнене первой степени съ тремя перемфнными х, 
у, 2 есть 


(1) Ах + Ву + #4 =о0. 


Хотя мы видфли ($ 426), что это уравненше выражаетъ плоскость, но 
гораздо лучше доказать это предложенше прямо. Уравнене содержитъ три 
произвольные параметра, которые суть отношев!я трехъ изъ величинъ 
А, В, С, Ш къ четвертой. Сверхъ того, если два изъ коеффищентовъ А, 
В, С будуть вули, то ураввеше приводится къ виду 


Сё- В = 0, или =—5; 


это уравнеше выражаетъ плоскость, которая параллельна плоскости ХОУ, 
. о 
и которая пересфкаеть ось 2 на разстояни -—— {; отъ начала координатф 


($ 413). Если только одинъ изъ коехфищентовъ, напримвръ С, равенъ 
нулю, то получимъ уравнеше 


Аз + Ву + Р=0, 


которое выражаетъ въ плоскости ХОХ прямую, а въ пространств$ плоскость, 
параллельную ОЙ и проведенную черезъ эту прямую. 
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Положимъ наконецъ, что ни одинъ изъ коеффищентовъ не равенъ 
„”дю. Чтобы получить слВды поверхности на три плоскости координатъ 
ХОУ, УОХ, ЛОХ, надо въ данномъ уравнен!и сдфлать 2 — 0, или х = 0, 
или у = 0; такимъ образомъ мы получимь три прямыя Р@, ОВ, ВР 
(физ. 214), имъющия уравненями в 


А=- ВФ —0, ву+ СР =0, 42+ 200. 


Пересфчемъ поверхности плоскост!ю 2 = с, параллельною плоскости ХОУ; 
тогда проекшя пересъчения на плоскость ХОУ выразится уравненемъ 


| Аз - Ву -- Се О =0; 


это есть прямая @’Н”, параллельная Р@). Такъ какъ самое пересъчение, 
Фиг. 274. есть линя, по которой плоскость 2 — с, па- 

раллельная плоскости ХОУ, переськаетъ 
плоскость проекщй, проведенную черезъ 
С'Н’, то это перёсъчене есть прямая СН, 
параллельная СН’ и, сльдовательно, па- 
раллельная РО. Сверхъ того прямая СН 

-—= пересБкаетъ прямую РВ, въ точкъ @. Слф- 


; 
т 
я 


т Зы. 
в ЕЕ х 
й _ довательно, можно разсматривать, что по- 
и” ` верхность описывается праямою СН, кото- 
[м ‘ 
р. рая ‘двигается паралаельно прямой РО, 


- ‚опираясь постоянно на другую прямую РВ; 
сабдовательно, эта поверхность есть плоскость. 
431. Обратно, всякая плоскость выражается уравнешемъ первой сте- 
"сии между перемвнными х, у, 2. Дьйствительно, если плоскость будетъ 
‚ параллельна одной изъ плоскостей координатъ, напримъръ ХОУ, то, озна- 
чивъ зрезъ с координату 2 точки, въ которой она пересвкаетъ ось 07, 
уравнеше ея будетъ 2=с. Во вторыхъ, если плоскость будетъ парал- 
лельна только одной изъ осей, напримвръ ОЙ, то ея сдЪдъ на плоскости 
ОУ варазится уравнешемъ вида Аг -- Ву { О = 0, и это выражаетъ 
въ пространствё данную плоскость. ? 
Наконецъ положимъ, что плоскость не будетъ параллельна ни одной 
изъ осей; пусть 


2=а у 2=-у 


будуть уравнешя ея слёдовь РЁ и @В на плоскостяхь ХОЙ и У0Й. 
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КоефФхищенты уравненя 
(1) 7 Ах + ВуУ-- СН О=о 


можно расположить такимъ образомъ, что бы она совпала съ данною 
плоскостю. Дъйствительно, слёды плоскости, выражаемой уравнешемъ 
(1), на плоскости ХОЙ и УОЙ выражаются уравнен;ями 


А р В 
=—=54— р 


С г оо 
эти сады совпадутъ съ ‘лишями РВ, ©В данной плоскости, если 


А В 
р == %6=-— 6, Г = а 


ИЛИ 


А =— (а, В=— 0, О=— 0. 


Внеся эти величины въ уравнене (1) и сокративъ послБ множителя С, 
получимъ 


2—2 — у —7=0. 


Услов!я пвраллельности двухъ плоскостей. 


432. Пусть Ах + Ву-+ 02-4 0=0, А + Ву С%-+ р’ =0 
будутъ уравнешя двухъ плоскостей. Чтобы эти плоскости были парал- 
лельны, необходимо, чтобы ихъ слЪды на лвухъ плоскостяхъ координатъ 
были соотвЪтственно параллельны. Сафды на плоскости ХОЙ выражаются 
уравнен!ями 


Ах + С& О =0, А’ + 0’. Р’=0; 


эти двф прямыя будуть параллельны, если онф будутъ имъть одинаковые 


. С С’ А __С 
угловые коехфищенты, т. е.если — д = — ди Или х= р», Точно тавже 
В С | 
слёды на плоскости УОЙ будутъ параллельны, если в= а" Такиумъ 


образомъ, чтобы дв плоскости были параллельны, надобно, чтобы 


а А В [е 
2) кВ О, 


т. е. чтобы коехфищенты перемённыхъ были пропорцтональны. 
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Фбщее уравнеше плоскостей, проходящихь через данную точку. 


433. Такъ какъ общее уравнеше первой степени содержитъ три про- 
извольные параметра, то для опредфленмя плоскости нужны три условия. 

Найдемъ прежде общее уравнене плоскостей, проходящихъ черезъ 
данную точку М”, координаты которой суть 2”, у/, 2’. Пусть 


(1) Аж + Ву + (2-0 —0 


будетъ уравнеше какой-нибудь плоскости. Чтобы эта плоскость проходила 
черезъ точку М’, надобно, чтобы координаты этой точки удовлетворяли 
уравнению плоскости; такимъ образомъ получимъ услове 


(3) Аз’ + Ву’ Си =0, | 


изъ котораго опредфляется одинъ изъ коехФищентовЪъ, напримзръ коеФФи- 


щенть П. Замънивъ въ уравнени (1) Ш) его величиною, получимъ 
уравнеше ' | . : 


(4) А-В -у)+бе-=0, 


которое содержитъ два произвольные параметра, т. е. отношене двухъ 
изъ трехъ коеффищентовъ А, В, С къ третьему; это есть общее уравне- 
ше плоскостей, проходящихъ черезъ точку М’. 

Если чрезъ точку мы желали провести плоскость, параллельную дан- 
ной плоскости, то уравнене искомой плоскости будетъ ‘вида’ (4); сверхъ 
того, какъ мы видфли, надо взять коефФфищенты А, В, С пропорщюналь- 
ными или, проще, равными коехФищентамъ при х, у, 2 въ уравнеши давной 
плоскости. 


Шлоескость, проходящая черезь трв данныя точзья. 


434. Чтобы плоскость Ах { Ву--.С2 + 2 =0 проходила черезъ 
три данныя точки (2!, у/; 2’), (27, у", =") (х"', у", ="), надобно, чтобы 
уловлетворялись три условя 


Ах Ву Си +В =0, 


Ак" -- Ву” С = 0. 
Ах" Вии Си" В = 0 
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} АМА 
Изъ этихъ уравненй первой степени опредфлимъ отношенйя Б 


трехъ коефхищентовъ къ четвертому. 

Если три данныя точки находятся на трехъ осяхъ координатъ, то 
уравнене плоскости будетъ имъть очень простой видъ. Назовемъ черезъ 
а, 8, с координаты точекъ Р, ©, В, въ которыхъ плоскость пересъкаетъ 
оси. Точку Р мы получимъ, положивъ въ уравнеши плоскости у = Ои 
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2 = 0, такимъ образомъ найдемъ а — — 5; точно также получимъ 
Ь —=— № ис=-— 0. ели отношеня ^, В, © замъвимъ ихъ величинами 

вс о’ РБ 

ие : - 

— ар’ с» То уравнеше плоскости представится въ видъ 
5 и 
(5) о 


Шеорссьчеве трехъ плоскостей. 


435. Отыскаше точки пересъченя трехъ плоскостей приводится къ 
рёшеню трехъ уравневшй первой степени 


А ВУ + О=0, 


А’ + В'у- С'’ё 0’ =0, 
А"» | Ву С" "0, 


съ тремя неизв5стными х, у, 2. Если три плоскости будутъ пересЪкаться 
только въ одной точкЪ, то три ураввевшя будутъ имфть только одно конечное 
рьшеше. Если три плоскости не будутъ имфть общей точки, что можетъ 
быть тогда, когда плоскости будутъ пересфкаться по двф по прямымъ 
параллельнымъ между собою, или когда двЪ плоскости будутъ параллельны, 
то три уравненя не будутъ имфть рёшен1я. Если три плоскости будутъ 
проходить черезъ одну прямую, или будутъ совпадать, то получимъ без- 
конечное число рьшевй; въ первомъ случаБ можно произвольно взять 
одно; во второмъ два изъ перемённыхъ. 


Эгльт, образуемые нормалью, проведенною къ плоскости съ осями. 


436. До сихъ поръ мы не дБлали никакого предположеня относительно 
координатъ; въ посл5лующемъ мы будемъ предполагать оси прямоугольными. 


Пусть Ах + Ву-- 02-Е О == 0 будетъ уравнеше плоскости; координаты 
Брю и Буве. ГЕОМЕТРИЯ. 24 


$10 КНИГА У, ГЛАВА ШТ. 


а, 6, с точекъ Р, ©, В, въ которыхъ эта плоскость пересфкаетъ оси, 
опредфляются формулами 


442 начала координать О опустимъ на плоскость перпендикуляръ ОТ, 
(физ. 215) и подошву Г периендикуляра сое- 
динимЪ съ точками Р, ©, В; такимъ образомъ 
получимъ прямоугольные треугольники ОГР, 
ОГ, ОГЖ. Разстояне ОТ,, которое мы озна- 
чимъ черезъ [, есть проекщя прямыхъ ОР, 00, 
ОВ на прямую ОТ,. Если черезъ «, В, у озна- 
чимъ углы, образуемые прямою ОТ, съ осями, 

_ то получимъь [= а ©08 «=6608 В = с ©08 7; 
и, замёнивъ а, 6, с ихъ величинами, найдемъ 


Фиг. 215. 


1 ©08а _ 608 В __ ©08у 
(6) о аж: 


Такъ какъ с08?о -- с08°В -|- со8?у — 1, то каждое изъ этихъ отношенй 
будетъ равно 


У У вов“ Е оз" р сов те 1 К 
= У Аз в: С Ил В 6% \ 
Отсюда находимъ 
| т 


608 % сов В с08у — ы 
(7 в 0 ИЕ о 


Изъ этихъ Формулъ опредфляются углы, которые образуетъ нормаль, про- 
веденная къ плоскости, съ осями координатъ, и слБдовательно углы, ко- 
торые образуетъ плоскость съ плоскостями координатъ. Двойной знакъ 
относится къ двумъ противоположнымъ направлешямъ нормали. 


Уголь двухъ илоскостей. 


437. Пусть Ах--Ву- (2--О=0, А’ ВУ С О’=0 
будутъ уравнешя двухъ плоскостей. Искомый уголъ равенъ углу норма- 
лей, проведенныхъ къ двумъ даннымъ плоскостямъ изъ начала координатъ. 
Означимъ через =, В, у углы, образуемые первою нормалью съ осями; 
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черезъ «’, В', у’ углы второй нормали и черезъ У искомый уголъ. Нред- 
полагая оси прямоугольными, получимъ (6 417) 


с08 У= с08 х сов =’ -[ сов В сов В’ -- с08 у 08 у", 


откуда, по Формуа5 (7), 
АА! + ВВ! + СС! 
== 
(8) сов У = у Уд? -- ве -- 6 
Чтобы эти дв плоскости были перпендикулярны между собой, необ- 
ходимо, чтобы 


(9) АА! -|- ВВ! -- СС! = 0. 


Разстоян! точки отъ нлоскости. 


438. Когда мы отыскивали углы, которые образуетъ нормаль ОЪ, прове- 
денная къ плоскости Ах -|- Ву-|- С2-- Г ==0 съ осями (6 436), мы чрезъ 


означали длину этой нормали, и получили равныя отношеня. 


в. 
рт № ^ В умно 
отсюда слфдуетъ 
. = 
(о Рут 


По`этой формул опредъляется разстояне начала координатъ отъ плоско- 
сти въ прямоугольныхъ координатахъ. 

Отсюда легко получить разстояне какой-нибудь точки М, координаты 
которой суть 2,, у, 2,. Если оси перенесемъ параллельно имъ самимъ 
въ точку М, тб уравнеше плоскости будетъь 


А42^- Ву^ + 02^-- (Аз + Ву, + 0+0) =0. 
Въ саъдетье Формулы (10) разстояше точки М отъ плоскости выразится 


__ = (Аз, -+- Ву, - Са, +- 0) 
(11) 1  узриро 


Если въ уравнени плоскости коеффищенты замфнимъ величинами пропор- 

цюнальными, опредфляемыми ‹ормулами (6), то уравнеше будетъ имфть 

ВИДЪ 

(12) 2 с0в я Ну сов В - 2 с0ву— 1 =0. . 
, 24* 
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Первая часть, въ которой 2, у, 2 разсматриваются какъ координаты какой- 
нибудь точки пространства, выражаетъ разстояне этой точки оть плоско- 
сти; здъсь надо принимать знаки -{- или —, смотря потому будутъ ли 
точки и начало координать находиться по обфимъ сторонамъ плоскости 
или по одной. 
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Проекщя прямой. 


&39. Самый простой способъ опредвлять прямую въ пространствь 
состоитъ въ томъ, чтобы разсматривать ее, какъ пересфчеше двухъ 
плоскостей. (СлБдовательно прямая выразится двумя уравненями первой 
_ степени | 


Аз -|- Ву-- 02+ Р=0, Аж Ву 6% --0'=0 


Если изъ этихъ двухъ уравнешй исключимъ у или 1, то получимъ два 
уравненя вида 


(1) | д = а р, у= М - 9; 


это суть уравнешя плоскостей, которыя проектируютъ прямую на 
плоскости ХОЙ или на плоскость УОЙ. Каждое изъ этихъ уравнен!й 
можно также разсматривать какъ уравнеше ея проекщи въ ея плоскости. 

Если въ уравнешяхъ (1) сдблаемъ 2—0, то получимъ координаты 
1 =р, У = 4 слфда прямой на плоскость ХОУ. 

Если дв прямыя будуть паралдельны, то ихъ проекщи будуть со- 
отв Зтственно параллельны, и угловые коеффищенты @ и Ь будуть одина- 
ковы въ уравненяхъ этихъ прямыхъ. 

Отюда видимъ, что общее уравнене прямой содержитъ четыре произ- 
вольные параметра а, 6, р, 4. 


Общее уравнеяе прямыхтъ, проходящихъ черезъ данную точку. 
480. Чтобы прямая 
(0 2 —а2 --р, у== 6 +-4 


5 у 
проходила черезъ данную точку М, которая координатами имфетъ 27, у', у) 
надобно, чтобы, координаты этой точки удовлетворяли двумъ уравненямъ 
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прямой; отсюда находимъ два уравненя д’ — а2' --р, у’ = 62 9, 
которыя опредёляютъ два параметра, напримёръ р и 4. Замбнивъ ри 
4 ихъ величинами, получимъ уравнешя 


(2) я — <! = а (2—2), у— у" = Ь (2—2), 


въ которыхъ два параметра & и 6 произвольные и которыя выражаютъ 
вс$ прямыя, проходяшёя черезъ данную точку. 


Прямая, проходящая черевъ двЪ данлыя точки, 


441. Уравнешя (2) выражаютъ какую-нибудь прямую, проходящую 
черезъ точку М; эта прямая пройдетъ черезъ вторую точку М’, кото- 
рая координатами имфетъ <”, у", 2", если удовлетворяются условию 


отсюда находимъ 


и уравнешя искомой прямой будуть 


(8) уу г), 
ИЛИ 
(4) Юму Е? 


и -у 2" — 21° 


2. Уравнения (2) и (3) мы получимъ непосредственно, замфчая, что если 


прямая проходитъ черезъ точку, то проекщи прямой проходатъ черезъ 
проекци точки. ; 


Шоресфчеше прямой съ плоскостцо, 


442. Координаты точки пересъчешя прямой съ плоскостно мы най- 
демъ точно такъ же, какъ координаты точки пересфчен!я трехъ плоскостей, 


т. е. рёшивъ три уравнешя первой степени съ тремя неизвстными. 
Если уравнешя прямой будутъ 


2 — а Пр у= 6 +9, 
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а уравнене плоскости 


"Ах + Ву (2 О =0, | 
то, искаючивъ хи 9, получимъ координату 2 точки пересвченя 
РН 
== Да -+ ВВС 
Если 
(5) Да {+ ВВС = 0, 


' 


то & будетъ равняться безконечнести, т. е. точка пересфченя удаляется 
‚въ безконечность, и прямая будетъ параллельна плоскости. 
* Если въ одно и то же время мы имфемъ 


(6) Аа + ВВС =0, Ар-+ В+ В =0, 


то величина 2 будетъ неопредБленная, и прямая будетъь имфть безко- 
нечное число точекъ, общихъ съ плоскостю, т. е. она будетъ находиться 
въ плоскости. Первое изъ условй (6) выражаетъ, что прямая параллельна 
плоскости; второе, что слёдъ прямой на плоскости ху, координатами ко- 
торый имфетъ (р, 4, 0), находится въ плоскости. 


Условще пересфчешня двух примыхъ. 


443. Двф прямыя, расположенныя произвольно въ пространствЪ, 
вообще нё пересфкаются; чтобы онф пересфкались, надобно, чтобы ихъ 
уравнен!я _ 


2—2 --р х—=а’е- р 
у= 6-19 = -а' 


удовлетворялись однфми и тфми же величинами 2, у, <; это будетъ только 
тогда, когда удовлетворяется услове 


(1) @—а/) (4—4) —6—5) (в-)=0, 


которое получается отъ исключешя х, у, 2. 
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общее уравнеше плоскостей, проходищихь черезь примую пербекченш двухъь 
данныкъь плоскоетей. 


444. Пусть Ах - Ву - (2 -- О =0, А’з -- В’у + 0%  р’=0 


будутъ уравнешя двухъ плоскостей; уравнеше 


8 — (А2-- Ву-{ 0+0) —& (А + ВУ-- С*-- 0) =0, 


въ которомъ Ё есть произвольный параметръ, выразить всё плоскости, 
проходяшия черезъ прямую пересфченя двухъ первыхъ плоскостей. Оче- 
видно, что при всякой величинё параметра Ё, плоскость, выражаемая 
уравнешемъ (8), пройдетъ черезъ прямую пересфченшя данныхъ плоско- 
стей, потому что это уравнеше удовлетворяется координатами каждой 
изъ точекъ общихъ двумъ плоскостямъ. Очевидно, также, что уравнене 
(8) выражаетъь всф плоскости, проходанйя черезъ прямую пересфченя 
двухъ данныхъ плоскостей, потому что одна какая-нибудь изъ этихъ 
плоскостей опредфляется прямою пересфченя и точкою (</, 9’, 2’), взя- 
тою произвольно въ пространств$; параметръ Ё можно опредёлить такъ, 
чтобы плоскость 9 проходила чёрезъ эту точку; отсюда получаемъ 
услове 


(Аа’ - Ви + Си +) — (Ам + Ву’ + С + 0)=0, 


изъ котораго опредфляется величина Д. Следовательно, искомая плоскость 
выразится уравнешемъ 


(9) Ах -|- Ву - 0(2-- 0 А’ -- В'у -- С’ +0! 
Аа’ -- Ву" би О Ави би" 


\черезъ данную прамую провести плоскость перпендикулярную 
къ данной илоскости. 


445. Пусть Ах-- Ву -- (# + О=0, А’2-|+ Ва 0’ 00 
будуть уравнешя данной прямой, А" -|- В’'у -- С": -- О" = 0 урав- 
нене данной плоскости. Такъ какъ искомая плоскость должна проходить 
черезъ прямую, то она выразится уравнешемъ вида 


(Аа- Ву 02-2) — (= Ву-+ 6& + 0) =0. 


Эта плоскость будетъ перпендикулярна къ данной плоскости, если будетв 
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удовлетворено услове (6 437) 
.А" (А — КА’) -- В" (В — В’) С’ ©— 4’) =0; 


отсюда находимъ 
+ — А"АВЬВНОи С. 
— А АВВИ- 67 С! 
са$довательно, искомая плоскость выразится уравнешемъ 


(10) (А’ А" -- В’ Ви-- С! С") (Аз - Ву -- (= 0) 
=(А"АЕВ"В-ЕС"О) (А’«--В’у-Н С’). . 

Три данныя плоскости образуютъ трехгранный уголь; черезъ одно изъ 

реберъ его мы провели плоскость, перпендикулярную къ противоположной 


трани. Плоскости, проведенныя черезъ два друге ребра перпендикулярно 
къ противоположнымь гранямъ, выразятся точно также уравнен!ями 


САПАВИВ-- 0") (А+ В'у+ 689+ = (АА’- ВВ! С) (А"Ф--ВИу-- СИТИ, 
(АА’-ВВ!-СС') А”з--ВИу--С"-0и) = (АА В'В”/ С'С") (Аз-Ву-- 2-1). 


Сложивъ почленно первыя два уравневшя, получимъ третье; отсюда 
заключаемъ, что три плоскости проходятъ черезъ одну прямую. 


Углы прамой еъ осями. 


446. Въ вопросахъ, относящихся къ прямой лини, которые мы изло- 
у жили до сихъ поръ, исключая предъидущаго во- 


Фиг. 216 проса, мы не дфлали никакого предположеня от- 
* носительно координатъ; во всемъ послфдую- 
| Е: щемъ мы будемъ предполагать координаты пря- 
| г. моугольными. ' 

ыы 


р Е Пусть х = а2 р, и—= 6: - 4 будуть 
С] 


уравнешя прямой. Лия ОТ,, проведенная че- 
а резъ начало координатъ (физ. 216) параллельно 
этой прямой, выразится уравнешемъ 


= у: 


Означимъ черезъ <, В, у углы, образуемые прямою ОГ съ осями. На 
этой прямой возьмемъ точку М, находящуюся на разстояни [отъ начала 
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координатъ. Такъ какъ координаты 2, 9, 2 точки М суть ортоганальныя 
проекци прямой ОМ на оси, то получимъ 


х—1[ 008 =, у=={ 608 В, 2 = [с08 у. 
Если эти величины внесемъ въ уравневя прямой ОГ., то найдемъ 


608 х —= а ©08 у, с0з В = 6 с08 у, 
и сл5довательно, 


з 608% __ 6088 __ с08у __ 1 
С а 2 1 ур 


Двойной знакъ относится къ двумъ направленямъ прямой. 


черезъ двнную точку провести прямую, которая съ осями состввляла бы 
данные углы. 


447. Положимъ, что черезъ точку М’, координаты которой суть 
д’, 9’, #’, надобно провести прямую, которая съ осями прямоугольныхъ 
координать образовала бы углы <, В, у. Искомая прямая выразится урав- 
неншями вида ь 


х— 2! —= 9—7), у— у —=а (2—7), 


Но 
__ ©08& __ 608 В 
— сову? == 082’ 
слБдовательно, 
—! —у' 2—2! 
(12) оби" 5 в 


Эти уравнешя можно вывести прямо. №сли черезъ 2, 9, 2 означимъ ко- 
ординаты какой-нибудь точки М прямой и черезъ р разстояне М’М, то 
разности х— 5’, У—У', 5—2 будуть проекщи лини М/М на оси 
координатъ. Съ другой стороны, если линю М’М будемъ откладывать 
отъ точки М’ по направлено, которое съ осями дфлаетъ углы =, В, у, 
то эти проэкщи будуть равны р с08 <, р ©0з В, р с08 у; если лино М”М 
будемъ откладывать по противоположному направленю, то эти проекци 


будутъ равны — р ©08 х, — р сов В, — р сов у. Слвдовательно, во везхъ 
случаяхъ мы имземъ 


х— =! = рева, у — 9! = р с08 В, 2 — 2’ — рсову, 
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ИЛИ 
х—я' _уфи а —__ 
08 а “60 В ^— 008 о 


принимая р за величину положительную или отрицательную, смотря 
потому идетъ ли она по первому направленю или по противоположному. 


Угол двухь прямыхъ. 
‘ 


&48. Пусть 


х = ар, (х=а2 у’, 
= На, (9=52-9,, 


будутъ уравнешя двухъ прямыхъ. Сначала опредёлимъ углы (а, В, 7), 
(=', В’, у’), образуемые каждой изъ нихъ съ осями, потомъ по извЪстной 
Формулв (6 417) выразимъ уголъ У, который онЪ составляютъ между со- 
бой. Такимъ образомъ получимъ 


В 
- ЕЕ Уват ° 
сова’ _ с08в' __ 608 у’ __ =1 
и си 1 - Улраре 
откуда - 
‚ # у 
(13) со \ — == _ м 
У ей Иа 


Прямыя будуть между собою перпендикулярны тогда, когда удовлетво- 
ряется условге 


(14) аа’ ФИ 1=0. 


Уголъ прямой ст, плоскостю. 


449. Пусть х —=а2-Р р, у= 62-4 будуть уравненя прямой; 
Ах-- Ву-- С: -- О = 0 уравнене плоскости. Уголь У прямой съ пло- 
скостю есть дополнительный углу, который образуетъ прямая съ нор- 
малью, проведенною къ плоскости. 

Если черезъ х, В, у назовемъ углы, образуемые прямой съ осями; 
черезъ ©’, В’, у’ углы, образуемые нормалью, проведенною къ плоскости 
съ тБми же осями, то получимъ 
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608 & __ ©08в __ 608у __ =1 
а Г) 1 Ивье ° 
608 а" __ 008 В! __ ©08 У! ЗЕ 


А — ВЕ СС = у АВС, 
и слБдовательно, ` 


в == (Аа ВОС) 
зш У = Е 
(15) У САЗВ-С°) (@--И--О 


Условия порпендикулярноеты прямой съ плоскости. 


450. Пусть х = 02 р, у= 62-4 будуть уравнейя прямой, 
Аз + Ву -{- Сё {- Р = 0 уравнеше плоскости. Означивъ черезъ =, В, у, 
углы прямой съ осями, черезъ =’, В’, у’ углы перпендикуляра проведен- 
наго къ плоскости, съ тёми же осями, получимъ 


08 ® __ 608В __ 608 7, 
а ВН ЕТ 

х с08 а’ ©08 В! _ с0ву’. 
ое 


Если прямая будетъ перпендикулярна къ плоскости, то углы =, В, у 
будутъ соотвфтственно равны угламъ а’, В’, у’ и раздБливъ предъидущя 
отношен!я по два, получимъ 


А С 
(16) г. т 
Изъ соотношенй (1) легко выводимъ теорему, которой пользуются въ на- 
чертательной геометри; если прямая перпендикулярна къ плоскости, то 
проекщя прямой на какую-нибудь плоскость перпендикулярна къ слёду 
плоскости. Проекщя прямой на плоскость ХОЙ выражается уравнешемъ 
х —=а-- р; уравнене слфда плоскости есть Ах -- (2 + О = 0; ел- 


. А у 
довательно, отнощене ад — с выражаетъ, что дв$ прямыя взаимно пер- 


. В . Е 
пендикулярны. Точно также отношене В = < выражаеть, что проекщя 


прямой на плоскость ХОУ перпендикулярна къ слду плоскости, 
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черсзъь данную точку нровести нрямую нернендикулярно кт, данной 
нлоскости. 


451. Пусть х’, У’, 2’ будутъ координаты данной точки М, 
- Ах -- Ву + (2 Р=о0 
уравнен!е плоскости. Уравневше искомой прямой будетъ вида 
— 1! = а (2—2), у— У’ =Ь (2—2). 


Эта прямая будеть перпендикулярна къ данной плоскости, если удовае- 
творяются условия 


отсюда находимъ 


А. 
а=с, $ — 
и, сл довательно, искомая прямая выразится уравнен!ями 


А В . 
аа) уф =с @—2), 
или 
а— а у—у' 2—2 
(10 5 И 


ев == 

Эти уравнешя мы получимъ непосредственно, замЪчая, что числители 
пропорцюнальны косинусамъ угловъ, которые прямая образуетъ съ осями; 
между т5мъ какъ знаменатели пропорщюнальны косинусамъ угловъ, . 
которые образуеть нормаль, проведенная къ плоскости, съ осями; такъ 
какъ прямая совпадаетъ съ нормалью, то эти два ряда величинъ про- 
порцщюнальны. 

&52. Координаты подошвы перпендикуляра, т. е. точки Р, въ кото- 
рой перпендикуляръ пересфкаетъ плоскость, опредфлятся` изъ двухъ 
уравненй (17) и изъ уравненя плоскости. Уравнеше плоскости можно 
представить въ видВ 


А (2—2) + Ви— у) + бе—^=- (Аи Ву! 6/40); 
сложивъ числителей и знаменателей равныхъ отношенй (117), умноживъ 


прежде два члена перваго на А, два члена втораго наВ, третьяго на С, 
составимъ новое отношеше, равное каждому изъ предъидущихъ 
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Ае— 29 +В 0—9) +6@-—:) _ — мя ви + би +). 
п о ие 2 


такимъ образомъ получимъ уравненйя 


18) а Е оО, 
Иа д ЕВ ЧО Аз -{ В? -| С? 

которыя опред5ляютъ подошву перпендикуляра. 

Длину перпендикуляра мы получимъ, замфнивъ разности х — 5’, у — У’, _ 
2—2, ихъ величинами въ Формулв 


1=У@ — 2) Рф У е—2; 
тогда получимъ 
1 —_ = (Ат + Ву 4 6 + р) 
Е о 
Такимъ образомъ мы снова получимъ Формулу, которую вывели прежде 
другимъ способомъ ($ 438). 


черезъ данную точку провееть плоскость, перпендикулярную къ данной 
прямой. 


453. Пусть 4’, у’, 2’ будутъ координаты данной точки М, х—а2-Ер, 
у = 62 -- 4 уравненя прямой. Искомая плоскость, проходящая черезъ 
точку М, выразится уравнешемъ вида 


А (2—2) ЕВу— УЕ Сер—2)=0. 


Эта плоскость будеть перпендикулярна къ прямой, если будутъ удовле- 
творены услов!я 


* 


Пе 
и 
В И 
Замзнивъ отношеня и -х ихъ величинами д и 6, уравнеше искомой 


плоскости будетъ 
(19). ав — 2) 6 —у) + а—г)=0, - 


Это уравнеше мы получимъ также непосредственно, замфчая, что вели- 
чины а, 6, 1 пропоршюональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ данною 
прямою съ осями, между т5мъ какъ величины х — 2”, У— у’, 2—2’, 
пропорцюнальны косинусамъ угловъ, образуемыхъ съ этими же осями пря- 
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мою, которая идетъ отъ точки М къ какой-нибудь точк® плоскости; такъ 
какъ эти два направлен!я перпендикулярны между собой, то сумма про- 
изведенй этихъ величинъ по двЪ должна равняться нулю. 

454. Точку, въ которой плоскость пересвкаеть прямую, мы опредф- 
димь изъ уравнешя плоскости и двухъ уравненй прямой; представивъ 
эти въ видБ | | 


д — м = а (2—2) — (&—а — р), 
у— у —=6 (2—2) — (/’ — 6—9), 
получимъ, замфняя х —'’и у — у’ въ уравнени плоскости 


а (2 — а —р-Ь (ум —9 
аи 1 ь 
(Съ помощио этихъ Формулъь легко вычислимъ разстояне МР точки 
отъ данной прямой; но гораздо легче мы его получимъ другимъ способомъ. 


— = 


черезъ данную точку провеети юрямую перпендикулярно данной прямой. 


455. Пусть <’, у', будуть координаты данной точки М, < —= 2 р, 
— 62-4 уравненя данной прямой. Искомая прямая есть пересъчеше 
двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена черезъ данную точку и 
данную прямую, а другая проведена черезъ точку перпендикулярно къ 
данной прямой. Первая выражается уравнешемъ ($ 444) 
#—42-р _ У—6—9, 
д’ — ар ит 
вторая ($ 453) 
ар — в) (и — у) +е— 2) =0. 


к ® 
Эти два уравненя выражаютъ искомую прямую. 


Разстоян!е точки отъ данной прямой, 


456. Условимся всегда называть черезъ х’, у’, 2’ координаты дан- 
ной точки М. Положимъ прежде, что данная прямая ОТ, проходитъ че- 
резъ начало, и черезъ а, В, у означимь углы, которые она образуетъ 
съ осями прямоугольныхъ координатъ. Такъ какь перпендикуляръ МР, 
опущенный изъ точки М на пряму ОГ, есть катетъ прямоугольнаго 
треугольника ОМР (физ. 217), то получимъ 


й —= МР? — 0 — ОР". 
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Разстояе ОМ извъстно: оно опредфляется хормулою 


ОМ — 28 у + 27°. 


Что же касается разстояшя О это есть про- 
екшя прямой ОМ на прямую У выразивъ, что 
проекщя ирямой ОМ равна прое ломаной лини 


ОАВМ, стороны которой суть координаты 2’ ‚9, 72 
точки М, найдемъ 


ОР == с08 «9! сов В -{ 2' сов У... 
Такимъ образомъ получимъ 
(20) В — 2 Ну" 2 — (21 с0в «-- у’ сов В - 2/ сов у). 


Эту Формулу можно представить въ другомъ видф. Если 2! у? -|- 2” 
умножимъ на с08° а -|- 08° В -{- 03? у, т. е. на единицу, то получимъ 


В — (2 | у" - 2”) (08? « -- сов? В -- сов у), 
— (2! с0в «-- 9! сов В -{ 27 с087)*; 


исполнивЪ дЪйствя и соединивъ прилично члены, получимъ Формулу 


(21) - = (4' сову — 2" сов В)? -- (2! в08 < — <’ сов у}? 
- (2’ сов — У’ сов а). 
Положимъ теперь, что данная прямая не проходить черезъ начало 
координатъ, и пусть 


= аг- р, у= 6-4 


будуть уравненя этой прямой. Представимъ, что оси перенесены парал- 
лельно самимъ себф въточку прямой, напримфръ въ точку (р, 4, 0), въ 
которой она перескаетъ плоскость ХОУ; такъ жакъ орнаты точки М 
относительно этихъ новыхъ осей суть 2’ — р, у'— 4, 2, то, прилагая 
Формулу (21), получимъ 


В = [(9' - 4) сову —2' сов В]* -[- [(2’— 2) сов у.— 2’ сов а 
+ [(<2' — 2) сов В — (9! — 9) сов а]; 


наконецъ, ‘если сов <, с08 В, соз 7 замфнимъ ихъ величинами, то получимъ 
Формулу 

оо — (а — р -- и — в! — ФЕВ -р-а д = ФУ. 
(22) ее аи! 
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Кратчайшес разстоян!е между двумя прямыми. 


.&57. Пусть 2 = а2-Н р, у = 62-9 будуть уравнешя прямой 
АВ; х = а у у= 0-9 уравнешя пря- 
мой СО (фи. 218). Извъстно, что перпендикуляръ 
ве ММ къэтимъ двумъ прямымъ есть кратчайшее ихъ раз- 
стоян1е; известно также, что длина { этого перпен- 
дикуляра ММ равна разстояню какой-нибудь точки 
‚---——-“—_, прямой СО отъ плоскости Р, проведенной черезъ 
к прямую АЗ, параллельно СО. Поэтому найдемъ 
ра _© прежде уравнене плоскости Р; всякая плоскость, 

проведенная черезъ прямую АВ, выражается урав- 


Фиг. 218, 


ненемъ вида 
(1—2 — р) —К(у— № — 49) =0; 


эта плоскость будетъ параллельна СО, если удовлетворяется усло- 
ве ($ 442) 
С А Е 


а— а’ : А 
отсюда # = ры И С\Бдовательно плоскость Р выразится уравненемъ 


(23) (6 —9') (2 — а2 — р) — (а—а') ч—№—9=0. 


Разстояне отъ этой плоскости какой-нибудь точки прямой СЪ, на- 


примфръ точки (р’, 4!, 0), въ которой она пересъкаетъ плоскость ХОУ, 
выразится (& 438) | 


(24) Ть (6—6) (р— р’) — а— а) (9—1) 
У -е--+е’—в 


Это есть кратчайшее разстояне двухъ данныхъ прямыхъ. 

458. Если надобно будетъь уравнене общаго перпендикуляра ММ, 
то нужно черезъ каждую изъ данныхъ прямыхъ АВ, СО провести плос- 
кость перпендикулярную къ плоскости Р; эти дв плоскости, пересфка- 
ясь, опредфлять прямую ММ. Паоскость (2—02—90)—й (у—62—9)=0, 
проведенная черезъ прямую АВ, будетъ перпендикулярна къ плоскости Р, 
выражаемой уравнешемъ (23), если удовлетворяется услове (6 437) 


6—5) НА (а— а’) — (а — №9) (аб! — аб) =0; 
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отсюда опредфляемъ величину А, и искомая плоскость выразится урав- 
ненемъ 


(25) (аа) &—@-р-+0—5)(9—9е-9 
-Е (@6’ — 6) [6 (#1 — р) —а(у— 9] =0. 


Плоскость, проведенная черезъ прямую СО, периовиаатиирео кЪ 
плоскости Р, точно также выражается уравненшемъ 


(26)  (—@ш- а —1р) + —99—6:—9) 
+ (@5 — Ба) [6'(&— 1) —а (9—9) =0. 


Такимъ образомъ оба уравнешя (25) и (26) выражаютъ общ перпенди- 
куляръ ММ. 


Шаръх. 


459. Такъ какъ поверхность шара есть геометрическое м$сто точекъ, 
отстоящихь оть центра на постоянную величину равную радусу, то 
она выразится относительно прямоугольныхъ координать уравненемъ 


(в ав е-д=в. 


Если къ уравненшю шара присоединимъ уравнеше плоскости, то по- 
лучимъ уравнеше лини перес5ченя, т. е. кругъ въ пространствЪ. 


ПРИМ БРЫ. 


1. Даны три прямоугольныя оси координатъ и точка на каждой изъ осей; найти 
въ Функци координатъ трехъ точекъ: 1) координаты центра круга, опнсаннаго около 
треугольннка, который вершинами нифеть три точки; 2) координаты центра круга, 
вписаннаго въ тотъ же треугольннкъ. 

2. Дано коническое сфчен!е, найтн въ пространствЪ геометрическое м$сто такихъ 
точекъ, чтобы разстояне каждой изъ нихъ отъ какой-нибудь точки коннческаго с#- 
ченя было рацтональная Функц я координатъ коннческаго сфчен!я. 

Разстоян!е есть также рацональная Фхункщя координатъ нскомой точки. 

Если дв опредфленныхя точкн геометрическаго мЪста соединимъ съ какою-нибудь 
точкою коническаго сфчен!я, то сумма или разность разстояв будетъ постоянная. 

3. Доказать, что если черезъ каждое нзъ реберъ треграннаго угла и бисектрнсу 
противоположной плоскости проведемъ плоскость, то полученных такнмъ образомъ три 
плоскости пересфкутся по одной и той же прямой. 

4. Данъ трегранный уголь и прямая, проходящая черезъ его вершину; черезъ опре- 
дфленную прямую и каждое ребро проводимъ плоскость, которая дфлить противопо- 
ложную плоскость на два угла; доказать, что произведене сннусовъ трехъ несмеж- 
ныхъ отрфзковъ равно произведено трехъ другнхъ. (Обратно). 

Брю и Бук. Гкомктря. 25 
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5. Данъ трегранный уголъ; черезъ вершину проводнмъ какую-нибудь плоскость, 
которая на каждой плоскости опредфляетъ два отрфзка; доказать, что произведене сн- 
нусовъ трехъ несмежныхъ отрфзвовъ равно произведен!ю трехъ другихъ съ обратнымъ 
знакомъ. (Обратно). 

6. Найти площадь треугольника въ Фуикщн координатъь вершинъ, предполагая оси 
прямоугольными. 

7. Найти объемъ тетраэдра, одна изъ вершинъ котораго находится въ начал коор- 
динатъ, въ Функции координатъ трехъ другихъ вершинъ. 

8. Доказать, что три прямыя, соедннаюнИя средины противоположиыхь сторонъ 
тетраэдра, проходятъ черезъ одну и ту же точку. 

9. Найтн уравнеи!е плоскости, проведенной черезъ точку оси х-овъ перпеидикву- 
лярио къ этой осн, предполагая оси косоугольнымн. 

10. Шесть плоскостей круговъ пересфчен!я четырехъ шаровъ, взятыя по двЪ, пе- 
ресфкаются въ одной точк$. 


ГЛАВА ГУ. 
Происхожден!е поверхностей. 


460. Поверхность иногда опредфляютъ по свойству общему каждой 
ея точкЪ; въ этомъ случаЪ уравнеше поверхности мы получимъ, пере- 
водя аналитически это свойство. Но вообще поверхность опредъляютъ 
движеншемъ лини въ пространств. 

Пусть 
Е(=2, у, 2, а) =0, Е, (2, у, 2, а) =0 


будуть уравненшя ливши, содержания произвольный параметръ а; ебли а 
будемъ измфнять непрерывно, то лин!я будетъ двигаться въ простран- 
ств$ и образуеть поверхность. Уравненше этой поверхности мы полу- 
чимъ, исключивъ параметръ @& изъ двухъ уравнен движущейся ли- 
ни (6 98). 


_ Положимъ, что уравнешя движущейся лиШи 
Е (2, Ч, 2, а, 6) =0, Е, (1, у, 2, а, 6) =0 


содержать два произвольные параметра а и 6, удовлятворяюния уравне- 
ню ф (а, 6) =0. Въ этомъ случав только одинъ изъ этихъ параметровт, 
будеть произвольный, и лия при движени образуетъ также поверх- 
ность, уравнеше которой получимъ, исключивъ два произвольные пара- 
метра а и 6 изъ трехъ предъидущихъ уравненй. 

Вообще, если два уравненя движущейся лини содержатъ ® пере- 
иънныхь параметровъ, которые должны удовлетворять # — 1 условямъ, 
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то эта лия образуетъ поверхность, уравнеше которой получимъ, исклю- 
чивъ 7 перемфнныхъ параметровъ изъ двухъ уравнешй лиши и я — 1 
условйй. 

Движущаяся лин!я, которая образуетъ поверхность, называется обра- 
зующею. Движеше образующей обыкновенно опредфляется такъ, чтобы 
она скользила по опредъленнымъ неподвижнымъ лиНямъ, которыя назы- 
ваются управляющими. 

Пусть 


ву. =0, }, (а. 9,8) =0 


будутъ уравненя управляющей; чтобы образующая пересъкала управляю- 
щую, необходимо, чтобы четыре уравневя этихъ двухъ линй удоваетво- 
рялись однфми и тёми же величинами у, 5, 2; слБдовательно если изъ 
этихъ четырехъ уравненй исключимъ 5, 9,2, то получимъ условное урав- 
неше между параметрами а, 6, ..., которые содержатъ уравнен!я образую- 
щей. Каждая управляющая опредфляетъ также условное уравнеше между 
перемёнными параметрами. Такимъ образомъ, когда уравнен!я образующей 
содержитъ ® перемфнныхъ параметровъ, эта движущаяся лия должна 
перемвщаться по # — 1 уйравляющимъ. 

Прямолинейными поверхностями называются поверхности, образуе- 
мыя движенемъ прямой лини. Такъ какъ общее уравнене прямой лини 
содержитъ четыре перемённыхъ параметра, то для опредзлешя движеня 
прамой лини надобно имфть три управляюция. 

Прямолинейныя поверхности раздъляются на два болыше лорядка: по- 
верхности разгибашяся и поверхности неразгибаюцияся; поверхность 
называется разгибающейся тогда, когда вс$ ея образуюция суть кава- 
тельныя къ одной и той же кривой, называемой ребром» возврата по- 
верхности. Между всфми разгибающими поверхностями мы займемся по- 
верхностями цилиндрическими и поверхностями ковическими; потомъ 
мы предеставимъ н$5сколько примфровъ поверхностей прямыхъ неразгибаю- 
щихся. | 


Щилиндричесь!я новерхности. 


461. Дилиндрическою поверхностёю называется поверхность, обра- 
зуемая прямою, которая двигается, оставаясь постоянно параллельной са- 
мой себъ. 


25* 
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Образующая выразится .уравненями 


х=а2- р, у= 62-9, 


въ которыхъ @ и 6 суть постоянные параметры, ри 4 перемънные паз- 
раметры. Движене образующей опредфляется т®мъ, чтобы она пере- 
мъщалась по данной управляющей; отсюда находимъ условное урав- 
нене $ (р, 9) =0 между двумя перемёнными параметрами р ид. Урав- 
ненше поверхности мы получимъ, исключивъ эти два параметра ивъ двухъ 
уравнен!Й образующей и условнаго уравнен!я; если въ этомъ послфднемъ 
ри 4 замнимъ ихъ величинами х — 42, у — 62, найденными изъ двухъ 
первыхъ, то получимъ уравнеше цилиндрической поверхности 


(1) $ (х — а2, у — 62) =0. 
462. Вообще образующую можно выразить двумя уравнен:ями 


ах + ву + «- 4=а, ат бу с’8 На! = В, 


въ которыхъ только два параметра «и В произвольны; въ самомъ дфлф, такъ 
какъ эти уравнешя суть уравнен!я плоскости, которая перемфщается парал- 
лельно самой себЪ, то прямая пересъченя сохраняетъ такжето же направале- 
н!е. Оба параметра х и В связаны условнымъ‘ уравнешемъ ф (<, В) = 0; 
исключивъ оба параметра х и В, получимъ уравнене цилиндрической по- 
верхности С 


(2) азы а, ие + Бу 8-4) =0. 


Наоборотъ, всякое уравнеше вида (2) можетъ выражать только одну ци- 
линдрическую поверхность. Дъйствительно, если положимъ 


ах -- бу 2-Е 4 =, ах + 69-е - 4’ = В; 


тогда данное уравнеше будетъ о(х, В) = 0; всякой систем дъйстви- 
тельныхъ величинъ х и В, удовлетворяющихъ этому уравненю, соотвЪт- 
ствуетъ прямая, имзющая опредзленное направлен!е; совокупность этихъ 
прямыхъ образуеть цилиндрическую поверхность. 

Такимъ образомъ, общее уравнеще цилиндрическихь поверхностей 
есть какое-нибудь уравнеше между двумя мноючленами первой сте- 
пени относительно х, у, г. 

Можетъ случиться, что уравненше ф(а, В = 0) допускаетъ только ко- 
нечыое число дЪйствительныхъ рёшенй; въ этомъ случаб уравнеше (2) 
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выражаетъ мнимый цилиндръ съ опредфленнымъ числомъ дьйствительныхъ 
прямыхъ. 


463. Положимъ, что управляющая поверхности есть Фиг. 979. 
плоская кривая, расположенная въ плоскостн ХОУ 
(физ. 219), и пусть х (1, у) = 0 будетъ уравнен!е этой 
кривой, относительно осей ОХ и ОХ; слфдъ © обра- 
зующей @Н 


х = аа фр, у=-а, 


на плоскости ХОХ коордннатамн имфетъ х = р, у= 09; 
такъ какъ этоть слёдъ долженъ принадлежать управ- 
ляющей, то отсюда мы получныъ условное уравнене 
Ф (р, 9) =0, и цилиндрическая поверхность выразится 
уравненемъ +(х—а2, у—62)=0. Очевидно, что если 
изоская управляющая будетъ алгебранческая и т-го 
порядка, то цилиндрическая поверхность будетъ также алгебраическая и т-го порядка. 


Жоническ!я шонерхноети. 


464. Коническою поверхностйю называется поверхность, образуемая 
прямою, которая обращается около неподвижной точки. Означимъ черезъ 
Я, У. 2 Координаты неподвижной точки, т. е. вершины конуса. Тогда 
уравненя образующей будутъ вида 

а а, И Ь 
гдъ а и 6 суть два параметра. Движене образующей опредфлится т$мъ, 
что она должна двигаться по данной управляющей; отсюда получимъ услов- 
ное уравнен!е $ (а, 6) =0 между двумя перемфнными параметрами а и 6. 
Исключивъ Фи 6 изъ этого уравневя и двухъ уравненй образующей, 
получимъ уравнене конической поверхности 


—х — 
(3) еы и = Е 
Это уравнене однородно относительно трехъ разностей х — ж, у — 4, 
2 — 2. 

Обратно, всякое однородное уравнеше относительно трехъ разностей 
х— 1, 9—4, 2 — 2 можеть выражать только одну коническую по- 
верхность. Въ самомъ дЪлЪ, это уравнене можно представить въ вид (3); 
если потомъ положимъ 
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тогда данное уравненше обратится въ ф (а, 6) = 0; каждой системв дЪй- 
ствительныхъ величинъ а и 6, удовлетворяющихъ этому уравнению, со- 
отвфтствуетъ прямая, проходящая черезъ неподвижную точку (5%, Уз, 2%); 
совокупность этихъ прямыхъ образуеть коническую поверхность. 

Если уравнене $ (а, 6) = 0 будетъ имфть только ограниченное число 
дфйствительныхь рьшенй, то позучимъ мнимый конусъ съ опредфленнымъ 
числомъ дфйствительныхъь прямыхъ. Если уравнеше не будетъ имфть ни- 
какого дфИйствительнаго рфшеня, ‘то конусъ будетъ имфть только одну 
дъйствительную точку, его вершину. 

Если начало координатъ перенесемъ въ вершину конуса, то уравнене 
конической поверхности приведется къ виду | 


(4) 9 (2) =0. 


Это уравнене однородно относительно трехъ координатъ х, у, 2. 

Коническая поверхность есть разгибающаяся; ребра возврата приво- 
дятся къ одной точкЪ, вершинЪ. Цилиндрическая поверхность есть также 
разгибающаяся поверхность; ее можно разсматривать какъ предфлъ кони- 
ческой поверхности, вершина которой удаляется въ безконечность. 


Фиг. 980. 465. Разсмотримъ случай, когда управляющая бу- 

Е детъ плоская кривая. Возьмемъ вершину конуса за 
а начало координатъ, н положимъ, что плоскость ХОУ 
параллельна плоскости кривой (фиг. 280). Пусть 2 = с, 
-Ф (1, У) =0 будуть уравнешя управляющей; = а2, 
у = 6= уравнешя образующей; такъ какъ слфдь обра- 
зующей на плоскостн управляющей коорданатами 
имфетъ 2 =с, д = ав, у=6е, то, чтобы эта точка @ 
принадлежала управляющей, надобно, чтобы удовлетво- 
Я : рялось условное уравиеше х (ас, 5е) = 0. Исключивъ а 
ых. ‚ в изъ этого уравнен!я н уравненй образующей, по- 

лучимъ уравнеше коннческой поверхности 


© 
"(с 9) =0. 


Очевидно, если плоская управляющая будетъ алгебраическая и т-го порядка, то кояи- 
ческая поверхность будетъ также алгебраическая н 7-го порядка. 
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Жонообразныя поверхности, 


466. Конообразною поверхностю называется поверхность, образуемая 
прямою, которая двигаетея, оставаясь параллельной одной и той же пло- 
скости, которая называется узравляющею плоскостно, и скользя по не- 
подвижной црямой, называемой 0сью конообразной поверхности, и по 
какой-нибудь второй управляющей. 

„Возьмемъ прямолинейную управляющую за ось 2 и положимъ, что плос- 
кость ХОУ параллельна управляющей плоскости. Тогда образующая вы- 
разится уравнен1ями вида 


= а, ==. 


Управляющая дастъ условное уравнеше ф (2, В) = О между двумя пере- 
мёнными параметрами х и В. Поэтому уравнеше конообразной поверх- 
ности будетъ 


(5) (1) =0 


Исключая цилиндровъ, прямодинейныя поверхности, имбюция управ- 
ляющую плоскость, суть поверхности неразгибаюпияся. Действительно, 
мы сказали, что разгибающаяся поверхность образуется движущеюся пря- 
мою, касающеюся данной кривой; проекщя образующей на какую-нибудь 
плоскость, очевидно, останется касательною къ проекции ребра возврата; но 
если образующая будетъ параллельна данной плоскости, то ея проекщя 
на плоскость, перпендикулярную къ управляющей плоскости, будетъ парал- 
лельна ей самой и, слёдовательно, не будетъ касательною къ кривой. Ис- 
ключеше составляетъ только цилиндрическая поверхность. 


467. Положимъ, что ось 07 конообразной поверхности перпендикулярна къ управ- 
аяющей плоскости (фиг. 281) и управляющая будетъ кругъ, расположенный въ пл0с- 
костя, перпендикулярной управляющей плоскостн. Проведемъ ось ОХ черезъ центръ С 
круга в возьмемъ плоскость У07 параллельно плоскостн круга; тогда уравненя этого 
круга будутъ вида = а, у*-{- 2*=1°. Чтобы образующая СН опиралась на кругъ, на- 
добно, чтобы параметры < н # удовлетворяли условпо а°4® -- о* = 1*. Сл®довательно, 
коноида выражается уравненемъ четвертой степени 2*2” -- ач/* — 7*2* = ‘0. Еслн по- 
верхность пересфчемъ плоскостйо, параллельною управляющей пзоскоств, то, очевидно, 
получимъ дв образующия @Н, @Н'; уголь этихъ двухъ образующихъ уменьшается 
по мёрБ того, какъ сфкущая плоскость поднимается; наконецъ, кононда оканчивается 
ребромъ ОВ. 
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Цересфчемь поверхность плоскостю ЕРЕ’, параллельною плоскости круга; урав- 

нен!е плоскостн есть 2 = а'; кривая 

Фнг. 281. пересфчешя а’ -- а)? — а" = 0 

есть эллнисъ, полуось УР котораго 

постоянно равна х, а другая ось ЕЕ! 

уменьшается до нуля, когда сЪкущая 

плоскость приближается къ осн ко- 
ноды. 

Какъ второй првиёръ конообраз- 
вой поверхности разсмотримъ по- 
верхность, образуемую прямою, кото- 
рая двигается, оставаясь параллельною 
основан!ю прямаго круговаго цилинд- 
ра и опираясь на ось цилиндра н на 
улиткообразную лнипо, начерченную 
на цилиндр. За ось 2 возьмемъ ось 
цилиндра, за осн х ну два взавмно 
перпендикулярные д1аметра круга ос- 
нованя, н изъ которыхъ одна, ось 2, пересфкаетъ улиткообразную лин. Образую- 
щая поверхностн проектируется на плоскость основаня по направяеню пзраллель- 
наго радГуса, который съ осью 2 составляеть перемфнный уголъ 9. Если черезъ А на- 
зовемъ ходъ улнткообразной лны!н, то координаты точки улиткообразной лини будуть 


: 9 
х=1608 6, у=тв 6, 2=15.; 


` эти три уравненя съ четырьмя перемфннымн 6, 2, у, 2 можно разсматривать, какъ 
уравнен!я, выражаюцщия улнткообразную лин. Уравненя образующей есть 


Исключивь 0, получныъ уравненше улиткообразной поверхности, имфющей управляю- 
щую плоскость 


Это уравнеше въ соеднненн съ уравнешемъ цилиндра &*-{- у‘ =” выражаеть 
также улиткообразную лини. 


Шоверхности вращеня. 


468. Поверхностю вращен!я называется поверхность, образуемая 
обращешемъ ливи около неподвижной оси, съ которой она неизмфняемо 
соединена. Каждая точка М образующей описываетъ кругъ, плоскость 
котораго перпендикулярна къ оси, и центръ котораго есть подошва Р пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ точки М на ось (физ. 282). Круги описы- 
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ваемые различными точками образующей, называются параллелями по- 
верхности. Съчешя, сдБланныя плоскостями, 
проходящими черезъ ось, равны между собой; 
это суть мерифаны поверхности. За образую- 
щую поверхности обыкновенно выбираютъ ме- 
рифанальную кривую. 

Поверхность вращен!я можно также разсмат- 
ривать, какъ поверхность, образуемую движе- 
немъ круга, имфющаго перемённый радусъ и 
центръ котораго описываетъ прямую плоскость, 
которая остается перпендикулярною къ этой 
прямой и которая пересъкаетъ данную образую- 
щую. Возьмемъ сперва ось вращен!я за ось д, 
предполагая координаты прямоугольными; тогда параллель поверхности 
выразится уравнен1ями вида 


а О 


Выразивъ, что этотъ кругъ пересфкаетъ данную образующую, получимъ 
условное уравнеше ф (<=, В) = 0 между двумя перемвнными параметрами 
а и В. Исключивъ х и В изъ этого уравненшя и двухъ уравнен!й парал- 
лели, получимъ уравнене 


(6) (У 2 9", А =0, 
поверхности вращения. 


Фиг. 282. 


469. Найдемъ, наприм$ръ, уравнене поверхности, образуемой прямою АВ, обра- 
щающеюся около оси 07 (фиг. 283). Возьмемъ ось вращен!я 
за ось 2, общ перпендикуляръ къ оси и прямой АВ въ одвомъ Быь 
изъ его положенй за ось у, а перпендикуляръ къ плоскости 
У02 за ось 2. Тогда прямая АВ въ этомъ частномъ положе- 
ни выразится уравнен!ями 


^ 
` 
®“ 


у=а, =чтг, 


ГАВ а есть кратчайшее разстоян!е ОА, т — тангенсъ угла 7ОВ!, 
образуемаго осью 07 съ прямою ОВ”, параллельвою АВ. Чтобы 
параллельный кругъ 2° -|- у* = о, = = В пересёкался съ прямою 
АВ, вадобно удовлетворить условному уравненгю а*-- л*ё* = А: \ 
которое получимъ, исключивъ г, у, 2 изъ уравнен!й прям \ 
в уравнев! круга; исключивъ два перемфнные параметра « 
ин В изъ условнаго уравненм и уравнен!й круга, получимъ уравнеше поверхности 
вращения 

д -- у — 1% = а*. 


394 КНИГА У, ГЛАВА ГУ. 


Если въ этомъ уравнени сдлаемъ у=0, то получимъ сафдь поверхности на 
плоскость ХОД; это будетъ гипербола х* — 1127 == а*, поперечная овь ОР которой на- 
правлена по ОХ и которая асимптотами нмфетъ прямыя ОВ’ и ОС’, одинаково накло-` 
неиныя съ той и другой стороны къ 07. Поэтому можио разсматривать, что эта по- 
верхиость образуется мерид!анальною гиперболою, обращающеюся окохо ея мнимой 
оси. Вотъ почему она называется зиперболоидом= вращен!я объ одной полости. 

Такъ какъ предъидущее уравиене содержитъ угловой коефФфищентъ 7 только въ 
квадрат, то очевидио, что эта же поверхность образуется двумя прямыми АВ и АС, 
перпендикулярными къ ОЛ и одинаково наклоненными съ той и другой стороны къ 
прямой А7”, паралаельной 07. 


470. Разсмотримъ частный случай, когда образующая будетъ мери- 
данальная кривая. Эта кривая, которая, положимъ, помфщена въ плос- 
кости ХОЙ, выражается уравнешями у — 0, ф (х, 2) = 0. Если исклю- 
чимъ 2, У, 2 изъ этихъ двухъ уравнешй и уравненя параллели 2* -|- у* 
— 0*, 2 =В, то получимъ условное уравнеше ф (=, В) = 0. Сафдова- 
тельно, поверхность вращеня выразится уравненемъ 


(7) $ (Уз у, 2) =0, 
которое получимъ, замнивъ въ уравнен!и меридтанальной кривой х черезъ 
Уз -|- у". 
Напримфръ, еслн меридТанальная кривая будетъ гипербола 2* — 7172* = а*, то ги- 
перболоилъ вращен!я объ одной полостн выразится уравиежемъ 2* -{ у* — 1021 = а*. 
Какъ второй примфръ, разсмотримъ козьцо, т. е. поверхвость, образуемую кру- 
гомъ, обращающимся около оси, которая находится въ его плоскости, но ие прохо- 
дитъ черезъ центръ. Возьмемъ ось вращеня за ось 2, а за ось г перпендикуляръ, опу- 


щенный изъ центра круга ва ось’ такъ какъ уравиеше круга въ плоскости 2 есгь 
(х —а)* +72 =м, то уравнеше поверхности будетъ 


Ияти-а+л=м. 


&71. Положимъ тенерь, что ось вращешя ОГ, проходитъ черезъ на- 
чало координатъ, но сама имфетъ какое-нибудь направлене въ пространств$. 
т 2 . в 
Пусть = == я этой прямой. Всякая параллель 
У ь р будуть уравнен р ‚пар 


Фиг. 284. поверхности опредфлится `пересёчешемъ шара, опи- 
саннаго изъ начала координатъ, какъ центра, съ 
плоскосто, перпендикулярною къ оси; сл5довательно, 
этотъ кругъ выразится двумя уравненями вида 


уе = а, ах + ву | & + а=В. 


Выразивъ, что параллель перес$каетъ данную обра- 
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зующую, получимъ условное уравненше ф (=, В) = 0 между двумя пере- 
мёнными параметрами х и В. Исключивъ эти два параметра изъ услов- 
наго уравнешя и двухъ уравнешй круга, получимъ уравненше поверхно- 
сти вращеня: 


й 


(8) о (Ия и, а рые =0. 


Это есть уравнеше между многочленомъ второй степени 2? у |2? и 
какимъ-нибудь многочленомъ первой степени. ь 
Обратно, всякое уравнеше этого вида выражаетъь поверхность вра- 


щения около прямой, проходящей черезъ начало координатъ. Дфйстви- 


ОГ зетъ ен! И и 
тельно, разсмотримъ прямую ОТ, которая имфетъ уравненями =, =. =. 


положимъ 
9" у Ра, аз + 9“ а=В; 


тогда данное уравнеше (8) обратится въ ф (<, В) = 0. Каждой систем 
дъйствительныхь величинъ х и В, удовлетворяющихъ этому уравнению, 
соотвфтствуетъ кругъ, опредфляемый пересвченемъ шара, центръ кото- 
раго находится въ началВ координатъ, съ плоскостю, перпендикулярною 
къ прямой ОТ,; центръ круга будетъ находиться на прямой ОТ,, и гео- 
метрическое м5сто круговъ образуетъ поверхность вращешя около этой 
прямой. ‹ 

Положимъ, наконецъ, что ось вращешя не проходитъ черезъ начало. 
Возьмемъ неподвижную точку (2,, Уз, 20) на этой оси, уравненя которой 
тогда будутъ 


4% _У-ф 2-4 
а Ь с 


Всякая параллель поверхности опредзлится перес5чешемъ шара (2 — <, }* 
(и — чу) - (2 — 2) = @, центръ котораго находится въ неподвиж- 
ной точкВ, съ плоскостю ах | фу -| с2 -- а = В, перпендикулярною къ 
оси; слфдовательно, уравнеше поверхности вращеня будетъ вида 


(9) 9 (У@ — м Н-да рые-+а=0. 


Касательная къ криной; соприкасающен плоскость. 


472. Три координаты 2, у, 2 какой-нибудь точки М кривой можно 
разсматривать, какъ Функцио одного и того же вспомогательнаго перемзн- 
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наго $, взятаго за независимое перемфнное. Назовемъ черезъ Дх, Ду, Д2 
измфненя этихъ координатъ, когда’ перем$нному # дэдимъ очень малое 
приращене ДЁ, т. е. когда отъ точки М переходимъ къ сосфдней точкъ 
М, по этой же кривой; тогда съкущая ММ, выразится уравнешями 


Х- _У-у__П-в 


А ДУ Да. 
ДЕ № ДА 
Когда ДЁ приближается къ нулю, отношеня 5х, 2 5 соотв$тственно 


будутъ имфть предБлами производныя 2’, 1’, 2’ отъ ФункщИ 2, У, 2, 
взятыя по $. Отсюда слфдуетъ, что касательная въ точкё М выражается 
уравнешями | 


Хх _У-у 7-8 


Е у’. 2 


473. Пусть МТ и М,Т, будуть касательныя къ неразгибающейся 
кривой въ двухъ сосфднихъ точкахъ Ми М, 


Фиг. 285. 
, (физ. 285). Черезъ точку М проведемъ пря- 
—№ _м——-" мую МН параллельно М,Т,; когда точка М, 
уе т будеть перемьщаться по кривой, прямая МН 
^ *" опишеть коническую поверхность; если точка 


М, будетъ безпредфльно приближаться къ точкф М, то плоскость ТМН 
будетъ приближаться къ предфльному положено, которое есть плоскость, 
касающаяся конической поверхности по ребру МТ; это предбльное поло- 
жене плоскости 'ТМН называется соприкасающеюся плоскостю къ кри- 
вой ВЪ точк$ М. 

Легко найти уравнеше зтой плоскости. Означимъ черезъ А, в, у ко- 
синусы угловъ, которые образуетъ нормаль, проведенная къ плоскости 
ТМН, съ осями координатъ; такъ какъ зта нормаль перпендикулярна къ 
двумъ прямымъь МТ и МН, то получимъ два уравнешя 


(2) № Е ву" Е 2" = 0, 
А (2! -- де’) в (’- ДУ) (и 47) =0; 


послфднее можно замфнить черезъ 
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которое приводится къ 

(8) дай | ву" + и = 0, 

когда ДЁ приближается къ нулю, 2", У", 2" будуть вторыя производныя 
отъ Функц х, 9, 2, взятыя по &. Изъ уравненй (2) и (3) находимъ 


А у? у 


и уравнеме соприкасающейся плоскости будетъ 
(4) (у’=" — 2") (Хх — (из а) (У — 9) 
- (2'у" — уд") (7—2 =0. 


Если кривая будетъ плоская, то соприкасающаяся илоскость въ каж- 
дой точкё будетъ самая плоскость кривой. 


Касательнал плоскость, 


474. Разсмотримъ поверхность, выражаемую уравненемъ 


(5) 2—0: 


Возьмемъ на этой поверхности точку М, координаты которой суть х, У, 2, 
и черезъ эту точку проведемъ на поверхности какую- . 
нибудь кривую МА (физ. 286). Когда движущаяся 
точка описываетъ эту кривую, то дв координаты 5. 
и 9 будутъ хункщями отъ 2, которыя должны удов- 
зетворять уравненю (5); ихъ производная д’ и у’ 
удовлетворяютъ уравненю 


(6) и, УР, Л, =0. 


Изъ всего сказаннаго видимъ, что касательная, проведенная къ кривой МА 
выражается уравнешемъ 


Фиг. 286. 


Х—х_У-у 7-2 
(1) д “о у’ а авы 


Когда кривая МА, проведенная на поверхности черезъ точку М, изм$- 
ннется, об Фхункши хи у также измъняются, какъ и ихъ прбизводныя. 
Геометрическое мЪсто касательныхъ, проведенныхъ ко всЪмъ кривымъ, 
проведеннымъ на поверхности, мы получимъ, исключивъ два перемфнные 
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параметра д! иу! изъ уравнения (7) касательной и условнаго уравнешя (6). 
Оно выразится уравнешемъ 


(8) Х-ЭЛ.-+И-УлЛ-+@-ф др, =0. 


Эта плоскость называется хасательною плоскостйю къ поверхности 
въ точк$ М. 

Нормаль къ поверхности въ точкё М есть перпендикуляръ, прове- 
денный изъ точки М на плоскость, касающуюся поверхности въ этой 
точкЪ; если оси координатъ будуть прямоугольныя, то уравнешя нор- 
мали будутъ 
(9) а: ВВ 

Ла Лу }* 

Мы доказали, что вообще касательныя къ различнымъ кривымъ, прове- 
деннымъ на поверхности черезъ точку М, лежатъ въ одной плоскости. 
Исключене составляеть тотъ случай, когда три частныя производныя 
ЛД. Г |. въ точкв М равны нулю, потому что тогда условное урав- 
нене (6) обратится въ тожество, и чтобы найти въ этомъ случав гео- 
метрическое мЪсто касательныхъ, надобно прибЪгать къ болфе сложному 
вычисленю. Подобнаго рода обстоятельство ‘представляется въ вершин® 
конуса; касательныя къ различнымъ кривымъ, проведеннымъ на поверх- 
ности черезъ эту точку, будутъ ребра конуса, и геометрическое м®сто 
касательныхъ будетъ самый конусъ. Когда поверхность имфетъ’ одну точку 
такого рода, тогда геометрическое м$ёсто касательныхъ, проведенных въ 
этой точк®, будетъ конусъ, но не плоскость. 

475. Разсмотримъ въ частности поверхности втораго порядка; пусть 


(10) Х (а, у, г) = Ах -- А? -- А" -- 2Вуг -- 28’ 
+ 2В"зу -- 20 -Е 20'у + 20": Е =0 


будетъ уравнене поверхности. Отсюда находимъ 


‚1! == 2 (Аз - ВМу -- В + 0), 

Ру = 2 (Вх - А’у + В + С), 
д.2 а + ВУ Аи; + С") 
2’. -Ё УР, Е Г. 

— 2 (Аз^ -- Ау? | А” 2 Ву +2 В’2х 
+2 Визу +- С=- Су С"5); 


такъ какъ точка М находится на поверхности, то ея координаты удовле- 
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творяютъ уравненю (10), поэтому предъидущее выражеше приведется къ 


— 2 (Се - Су - С" + Е). 


Такимъ образомъ уравнеше (8) касательной плоскости будетъ 


(11) — (Ах- Ву + ВЫ С) Х- (В"з- А’у + Вё + С) У 
+ (В'5 - Ву-- А": С") 2 - (Са-- Су- ("2-Е Е) =0. 


Замвтимъ, что координаты точки прикосновен!я входятъ въ это урав- 
нен!е только въ первой степени. Это уравнеше можно написать такъ 


(12) (АХ-Е ВУ ВАС) 2 + (ВХ 4 АУ-Ь ВЯ + С) у 
-Е (В/Х Е ВУ А" | С") 2+ (СХ СУ 67 + Е) =0, 


отсюда видимъ, что оно не измфняется, когда буквы д, у, 2 замфнимъ 
чрезъ Х, У, И. 

Посмотримъ теперь, какъ проводятся касательныя плоскости къ по- 
верхности чрезъ данную точку Р, ненаходящуюся на поверхности, и 
которая координатами имфетъ 2,, 9,, 2.. За неизвфетныя возьмемъ коор- 
динаты 2, у, 2 одной изъ точекъ прикосновеня М; эти координаты должны 
удовлетворять уравненю (10); съ другой стороны касательная плоскость 
въ точкв М должна проходить черезъ точку Р; поэтому координаты этой 
точки должны удовлетворять уравненю (11) или уравненю (12); такимъ 
образомъ получимъ : 


(13) (Аз, Ву, + В, + С) 2 + (В"ж, + Аз, - Ва + Су 
ЕЕ (В'х, + Ву, Е Аа, Е 29 Е (Сх, ы С’, НЕ С”, Е) =0. 


Геометрическое мъсто точки прикосновен!я есть плоская кривая, по ко- 
торой плоскость (18) пересвкаетъь поверхность втораго порядка. Раз- 
смотримъ конусъ, вершина котораго находится въ точк$ Р, а образующая 
его есть эта плоская кривая. Черезъ какую-нибудь точку М этой лини 
проходитъ ребро конуса, которое находится вЪ плоскости, касательной къ 
поверхности въ точкф М; эта плоскость, въ которой находится также ка- 
сательная’ въ М, проведенная къ управляющей кривой, касается конуса по 
ребру РМ; слфдовательно, конусъ касается поверхности ‘втораго порядка 
во вефхъ точкахъ управляющей кривой. 

476. Покажемъ еще нфсколько свойствъ плоскости касающейся пря- 
молинейной поверхности. Пусть С и С, будуть два сосвднйя положен!я 
образующей, РР, перпендикуляръ обиий къ этимъ двумъ прамымъ (фе. 281). 
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Чрезъ точку Р проведемь РН параллельно Р,С,; плоско сть, прове- 
денная черезъ точку М прямой С, перпендикулярно къ 
этой прямой, образуеть прямоугольный треугольникъь МОМ,; 
черезъ т назовемь общ перпендикуляръ РР,, черезъ р 
линто РМ, ф уголъ @РН, 0 уголъ, образуемый плоскости 
СММ, съ плоскостю СРР,, которая перпендикулярна къ 
плоскости ОРН; такъ какъ уголъ @ есть дополнеше угла 


ОММ,, то 


Когда образующая С, неопредъленно приближается къ С, 
точка Р приближается къ предвльному положеню Т, ко- 
торое называется уениральною точкою на образующей С. Прямая РР, 
приближается къ предфльному направленю П., которое перпендикулярно къ 
предфльному положенгю плоскости РН. Такимъ образомъ, плоскость СРР, 
будетъ касательною въ Т, а. плоскость СММ, касательною въ М. Если черезъ 


и о . 
й назовемъ предфлъ отношен!я 3. то предъидущее уравнеше получить видъ 


(14) ап 0 — =. 


Изъ этоге уравнешя мы выводимъ нФкоторыя замфчательныя слёдетея. 
Когда точка М перемъщается по прямой (С, р измЪняется оть — с до 


Иа я 
- <, 0 измфняетея отъ — 5 40 5; касательная плоскость поворачи- 


вается на два прямые угла около прямой С всегда въ одномъ направ- 
лени. Всякая плоскость, проведенная черезъ прямую С+, есть касательная 
въ точкБ этой прямой и только въ одной точк$. 

Представимъ себф другую прамолинейную поверхность, имфющую съ 
первой общую образующую (т. Такъ какъ центральная точка имфетъ на 
прямой (+ другое позожеше, и прамая П. другое наиравленше, то каса- 
тельная плоскость въ точкЪ М опредфляется уравнен!ями _ 

(15) 4212 (0 — 0%) = м, 

Рьшивъ два уравнен!я (14) и (15) съ двумя неизвзстными ри 0, полу- 
чимъ точки образующей (+, въ которыхъ двЪ поверхности имъютъ общую 
касательную плоскость. Исключивъ 6, получимъ уравнеше второй степени 
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относительно р; отсюда заключаемъ, что двз поверхности имфютъ общую 
касательную плоскость въ двухъ точкахъ на общей образующей. Если бы 
онф имфли одну касательную плоскость въ трехъ точкахъ, то уравнене 
второй степени обратилось бы въ тожество, и касательная плоскость была 
бы одна и та же въ каждой точкЪ; въ такомъ случа говорятъ, что двв 
поверхности сливаются по направлено общей образующей. 

477. До сихъ поръ мы допускали, что центральная точка Т суще- 
ствуетъ на каждой образующей; отсюда легко можно вычислешемъ опре- 
дБлить подожеше, и это въ то же время докажетъ сущестповаше этой 
точки. Движущуюся образующую (С можно выразить уравненами вида 


(16) х = аа р, у=б2-Ра, 


въ которыхъ четыре параметра а, 6, р, 4 суть Функши одного и того 
же перемвннаго $, производныя которыхъ мы озвачимъ а”, 6’, р’, а'. 
Пусть 


т = а, -- рн, У= 6.2 + 9: 
будуть уравненя сосфдней образующей (С,. Тогда уравнеше плоскости 


С:Р.Р по уравненю (26) $ 458, будетъ 


(а, — а) (в — а: — р.) (6—5) (4—5, — 4.) 
- (ба, — аб,) [6, (5 —р:) — а, (у — 4!) =0. 


Это уравнене въ соединенш съ двумя уравненйями (16) опредфляетъ 
точку Р; отсюда 


в — — (а, — а) (р, Е р) - (6, —65) (4, —@ + (а, = Ва, } [а (9, ет 4) —5, (р: —8)}. 
= (а — а)" + (В, — 6) + (а6, — ба, }* 


Назовемъ черезъ Да. Дб, Др, Д4 приращения четырехъ параметровъ, когда # 
получаетъ приращеше ДЬ т. е. когда отъ образующей с переходимъ къ 
образующей О тогда предъидущая Формула получить видъ 


мо арм) 


—^ \ —_ \2 Ее э“ 
(= ат (6 + Ри 
или, когда ДЁ приближается къ нулю, 


у ар’  6'4' | (а5' — фа'} (а49' — вр’ ) 
(17) 25 — = а” + из ++ (а6' р ва’) 
Бр и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. 26 
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Такъ какъ знаменатель не равенъ нулю, то координата 25 точки Г имзетъ 
конечную величину. Это уравнене въ соединени съ двумя урав- 
невшями 


2, = а, НР, У, = 62 4 


опредфляетъ геометрическое мЪсто точки | или линию пересьченя пря- 
молинейной поверхности. 
Изъ Формулы (24) $ 451 находимъ 


у р! — а'9! 
Ни ^^ == 
№ Иа -- (ава, 


Что же касается угла ф, то мы получимъ 


аа! + В’ --1 


О сии кие 
ь У а - 1) (ай + 5-1 


аш ф = У (и — а} + (6 — 6" (ав, -- ва," 


(НО (а 5 И 
ие ИМАЕеЫ. 
Пим = я 


Такимъ образомъ получимъ величину К 


— ч б- ее 
(18) й Е —= == а! -—- $7 -- (а5’ — ва’ х 
478. До сихь поръ мы предполагали, что величина К не равна 
нулю; она будетъ равна нулю, если 


6'р’ — @'9’ = 0, 


п. 
Такъ какъ уголъ 0 постоянно равенъ 5, то въ этомъ случа касательная 


плоскость въ М совпадаетъ съ предфльнымъ положешемъ плоскости ФРН 
и остается та же вдоль всей образующей (1. 


: 9 а 

Если положимъ и = = %, то предъидущая Формула (17) приве- 

дется къ 2, — —\, и мы получим р!’ = — а'2,, 9’ = —62.. 
Найдемъ касательную къ лини пересфченя;” взявъ частныя произ- 


ВОДНЫЯ ОТЪ 


То — а р, у, —= 6. На, 
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получимъ 
2’, — @2, + а’, НР’ = а2, 
у. — 5. Е 6’ Е 9’ — о, 


отсюда видно, что образующая (С есть касательная къ лини пересвчения въ 
точкВ [; касательная плоскость къ прямолинейной поверхности вдоль 
образующей или предзлъ плоскости РН есть соприкасающаяся плоскость 
къ кривой въ точк$ Г. Сл довательно, прямолинейная поверхность принадле- 
житъ къ классу разгибающихся поверхностей. | 

Обратно. Разсмотримъ поверхность, образуемую прямою, которая 
остается касательною къ данной неразгибающейся кривой.. Означимъ че- 
резъ хо, у,, 2, координаты какой-нибудь точки этой кривой, и 2, примемъ 
за независимое перемЪнное. Тогда уравненя образующей будутъ 


аа, 2, (#— 4) 
у = + У (2 —4,). 
Отсюда 
а=т, 6 = У’, Р= я, — 2, 9 = 9. — У’ 
И ВЗЯВЪ производныя, получимъ 
а’ =", =", р’ = 5", 9 = У". 


Такъ какъ услове 


р’ — 14 = 0, 


удовлетворяется, то касательная плоскость будеть одна и та же вдоль 
образующей. Такимъ образомъ характеръ разгибающихся поверхностей 
есть 6'р’ — а’4’ = 0 нуль. 

Для опредфлен!я разгибающейся поверхности достаточно двухъ управ- 
АЯЮЩИхЪ. 


ПРИМБРЫ. 


1. Ось конуса вращеня проходить черезъ начало координатъ и образуетъ съ осями 
углы а, В, у; уголь конуса равенъ 0; найти уравнене поверхности. 
Найти условя, чтобы уравнен!е второй степени 


Аз? | А’ -- А’ | 2Ву2 - 2Вих + ЗВ" ху = 0 


выражало конусъ вращения. 

2. Данъ сжатый эллипсоилъь вращен!я (поверхность, которая образуется враще- 
вемъ эланиса около его малой оси); доказать, что копусъ, образуемый прямо, кото- 
рая вращается около Фокуса одного изъ мерпданальпыхь элаипсовъ, опираясь на с%- 
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чеше, сдфланпое на поверхности плоскостйо, проходящею черезъ управляющую, со0т- 
вфтствующую этому Фокусу, есть конусъ вращешя. 

3. Дапъ удлиненный эллносоидъ вращеня (поверхность, которая образуется вра- 
щенемъ эллипса около его большей осн); доказать, что коиусъ, вершпиа котораго ва- 
ходится въ одномъ нзъ Фокусовъ мернд!анальныхъь с5чен!й н основащемъ ныфетъ какое- 
нобудь плоское сфчеше, есть конусъ вращени. 

4. Доказать, что одннъ взъ Фхокусовъ проекщи плоскаго сЪчен!я прамаго круго- 
ваго копуса на плоскость, перпендикулярную къ осн, проведенной черезъ вершииу 
копуса, есть вершина ковуса, а соотвЪтствующая дпректриса есть прямая пересфче- 
я двухъ плоскостей. 

5. Доказать, что сумма реберъ, которыя опираются на концы даметра эллипса, 
есть величина постоянная, когда плоское сфчене прямэго круговаго конуса есть 
эллиисъ. 

6. Доказать, что плоскость, касательная къ полукругу и прохозящая черезъ центръ, 
перес$каетъ поверхность по двумъ кругамъ. 

Шаръ, котораго больший кругъ есть кругъ, касающЙся двухъ круговъ, образую- 
щихъ одипъ изъ мернаиновъ полукруга, пересвкаетъ полукругъ по двумъ кругамъ. 

7. Найти сфчен!е прямой съ цилиндромъ, описаннымъ около полукруга. 

8. Доказать, что шесть реберъ двухъ треграиннковъ, имфющихъ одну вершину, 
иривадлежатъ одному ковусу втораго порядка. 

9. Дана конообразпая поверхность, ось которой перпендикулярна къ управляю- 
щей плоскостн в которая огибаетъ шаръ; найти проекц!а кривой прикосвовеня на 
управляющую плоскость в на плоскость, проведенную черезъ ось и цеитръ шара. 

10. Дана состема прямоугольныхъ осей, полукругъ имфетъ мернданомъ въ пло- 
скости 20Х кругъ, центръ котораго находится иа оси ОХ. Эта ось пересфкаетъ кругъ 
въ точкф А, центрф новаго круга, который равенъ первому, в находится въ плоско- 
сти, параллельной 20У; прямая, которая остается параллельною плоскостнв ХОУ, опа 
сываетъ ковообразпую поверхиость, опираясь на этотъ второй кругъ н на ось 07. 
Найто проекцию кривой пересёчен!я двухъ поверхностей на плоскостн ХОУ. 

11. Положимъ, что плоскость втораго круга предъилущей задачи наматывается на 
цилиндръ, описанный около полукруга, и образуюния котораго параллельны оси полу- 
круга, в кривую управляющую конообразной поверхиостн замфномъ кривою, въ ко- 
торой посл паматыван!я плоскости есть кругъ. Найтн проекцйю лини пересфчен!я 
новой копообразной поверхности п полукруга (соврали Архимеда) па плоскость ХОТ. 

12. Есан двБ прямоливейныя поверхпости, описанныя прямыми, которыя двн- 
гаются, оставаясь параллельно одяой н той же плоскости, имфютъ общую образую- 
щую, то вообще существуетъ точка на этой ирямой, въ которой 0б5 поверхяостн 
пмБютьъ одну касательную плоскость; опредфлить эту точку. Есзи 06$ поверхности 
пувютЪ одну н ту же касательную плоскость въ двухъ точкахъ общей образующей, 
то он% перес$каются вдоль этой прямой. 

13. Цеитръ шара находится въ начал коордннатъ, которыя положимъ прямо- 
угозьными; ось ОХ пересфкаетъ шаръ въ точк$ А; въ плоскостн ХОУ иа ОА, какъ па 
маметрЪ, опишемъ кругъ, который служить основашемъ цилиндру, ребро котораго 
параллельно 07. Найти: 1) проекдга на три плоскости координатъ кривой пересфченя 
цилиндра съ шаромъ; 2) уравиеше ковуса, управляющая котораго есть эта крпвая, а 
вершниа точки А; этотъ конусъ есть копусъ вращен!я; 3) слБды на плоскости коор- 
дннатъ, касательиыхъ къ кривой. 


з 
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ГЛАВА \. 
О подобти. 


479. Опредълеве соотвътствя и подобя для Фигуръ трехъ измЪ- 
рен!й таково же, какъ для хигуръ двухъ измврешй (кн. 1\, гл. У). Въ 
геометрии на плоскости, если не будемъ обращать внимая на положене 
системъ, обратное соотвьтете не дастъ другихъ Фигуръ, какъ пря- 
мое соотвфтств!е; то же самое для Фигуръ въ пространств$. Разсмот- 
римъ первую систему точекъ А, В, С,..., и, взявъ произвольно центръ 
подоб!я, построимъ систему ДА’, В’, С’... прямо соотв тственную и систему 
А" В“, 0..., обратно соотвЪтственную съ тёмъ же отношенемъ подобя 
Ё; эти двф системы симетричны другъ другу относительно точки О. Оль 
будутъ симметричны другъ другу относительно какой-нибудь плоскости, 
проведенной черезъ центръ подобя, когла повернемъ одну изъ нихъ па 
180° около перпендикуляра, проведеннаго черезъ точку О къ этой плоско- 
сти. Отсюда слБдуетъ, что системы, обратно соотвфтственныя данной си- 
стемф, симетричны прямо соотвЪтственнымъ системамъ. 

Извфстно (5 387), что прямая соотвфтственною имфеть прямую парал- 
лельную. Разсмотримъ плоскость Ри въ этой плоскости рядъ прямыхъ 
параллельныхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку М; каждая изъ 
нихъЪ соотв$тственною будетъ имфть прямую параллельную, проходящую 
черезъ точку М’, соотвЪтственную М№М. Отсюда заключаемъ, что соотвЪьт- 
ственная фиура плоскости есть параллельная плоскость. 

Если плоскость Р проходитъ черезъ центръ подобя, то соотвфтствеп- 
ная ей будетъ она сама. 

Такъ какъ дв плоскости соотвЪтственными имЪютъ дв параллельвыя 
плоскости, то у0лз 06ух5 плоскостей равенз узлу соотвътственныть 
плоскостей. 

Такъ какъ свкушя, которыя соединяютъ двБ сходственныя точки двухъ 
какихъ-нибудь соотв5тственныхъ кривыхъ, постоянно параллельны, то от- 
сюда закаючаемъ, что касательныя в5 соотвътственныхь точках па- 
раллельны. 

Если на двухъ сходственныхъ поверхностяхъ начертимъ два ряда 
сходственныхъ линй, которыя всЪ проходятъ черезъ дв сходственныя 
точки Ми М’, то сходственныя кривыя будутъ имфть въ точкахъ М и 
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М!’ касательныя параллельныя; сл$довательно касательных вз двулё сх0д- 
ственныхь точкахь двух соотвътственныхь поверхностей параллельны. 

Если через» деть опредъленныя точки проведемз параллельные ра- 
усы и вз постоянном отношении К, то составимь дать соотвътственныя 
системы; доказательство то же, какъ и въ $ 388. Отсюда сльдуетв, что 
двь системы, соотвътственныя третьей, соотвътственны между 
собою; когда соотвЪтстыя одинаковы и дВБ системы построены въ 
томъ же отношени подобя, можно ихъ наложить. Такимъ образомъ с5 
одним только центром подобля, измъняя отношете Ё отз 0 д0 с, 
получимз всь системы, соотвътственныя данной системъ. Въ частномъ 
случаЪ, если данная система находится въ плоскости, то внъшне центры 
подобйя плоскости не даютъ другихъ системъ, какъ центры заключающиеся 
въ плоскости. 

480. Шесть центровз подобая четырехь системз сооттвутсетвенныхе 
70 дв находятся в5 одной и той же плоскости. Пусть А, А’, А", 
А!” будуть четыре данныя системы; черезъ три центра подобя О’, О", 
О!’ системь Ди А’, Аи А”, Аи А!” проведемъ плоскость Р; такъ какъ 
эта плоскость проходить черезъ точку О’, то она соотвтственна сама себЪ 
въ системахъ А и А!; она также сходственна въ системахъ А и АЙ; сд5- 
довательно, плоскость Р сходственна сама себЪ въ системахь А’и АИ; 
слфдовательно она проходитъ черезъ ихъ центръ подобя. То же разсуж- 
дене прилагзется къ А’и А!’ АИ иД!’. 

Если двь фиуры, имъюийя центр, прямо соотвьтственны , то онть 
зпакже обратно соотвътственны, и наоборот». Доказательство то же, какъ 
въ $ 390. Отсюда слБлуетъ, что если четыре разсматриваемыя системы 
въ предъидущей теорем$ имфють центры, то получимъ шесть точекъ въ 
одной и той же плоскости, принимая или шесть центровъ прямаго подоб!я, 
или приличнымъ образомъ три центра прамаго подобя и три центра 
обратнаго подобя. 

481. Такз какё отношешще площадей двухз соотвьтственныхь мно- 
зоольниковз равно Е?, то очевидно, что отношенме площадей двуть 
соотвътственныха мнозотранниковз, а слъдовательно, отношеше пло- 
зцадей двухз какихз-нибудь соотвъьтственныхь повертностей равно Е”. 

Если изъ двухъ сходственныхъ вершинъ двухъ соотв$тственныхъ тре- 
гранниковъ опустимъ перпендикуляры на противоположныя стороны, то 
эти перпендикуляры суть двф сходственныя прямыя, отношенемъ онз 
имвютъ А. Такъ какъ отношен!е основан есть Ё?, то отсюда слБдуетъ, что 
отношене обземовз двутз соотвътственных5 тетраэдровь равно Е?. Эта 
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посяфдняя теорема прилагается къ двумъ многогранникамъ и точно также 
къ двумъ какимъ-нибудь соотвфтственнымъ тфламъ. 

482. Фигура называется подобною данной Фигур®, если посредствомъ 
приличнаго перемфщен!я она можетъ совпадать съ одною изъ Фигуръ, 
прямо соотвфтственныхъ данной хигурЪ. Изъ $ 419 слБдуетъ, что, прини- 
мая произвольно центръ подоб!я и построивъ помощю центра. различныя 
соотвфтственныя поверхности, которыя соотв$тствуютъ величинамъ А, за- 
ключающимся между О и <, получимъ вс$ поверхности, подобныя данной 
поверхности. 


Примтрь Г. Дапная поверхвость есть шаръ. Возьмемъ центрь шара О за центръ 
подоб{я; такъ какъ радусъ ОА постоянный, то рамусъ ОА!’ будеть точно также по- 
стоянный; поверхность, подобная шару, есть друзой шарё, который можетё имтъть 
какой-нибудь радфусь. 

Примпр5 И. Данная поверхность есть конусъ. Вершину возьмемъ за центръ п0- 
доб!я, дв сходственныя точки будутъ находиться на одной н той же образующей ко- 
нуса. Единственная фшура, подобная копусу, есть сам конус. 

Приитрё 1И. Поверхность есть цилиндръ. Возьмемъ пронзвольную точку О за 
центръ подоб!я п на данномъ цилиндрз начертимъ пронзвольную кривую С, которую 
возьмемъ за управзяющую цилиндра. Кривой С соотвфтствуеть соотвфтственная крн- 
вая С’ и каждой образующей перваго цилиндра прямая параллельная, проходящая черезъ 
точку, сходетвенную точкЪ, въ которой кривая С пересъкаетея первою образующею. 
Такнмъ образомъ, два цилиндра будутд соотвътственны, когда они имльют5 управляю- 
щини дет соотвътственныя кривыя и козда ихё образующая параллельны. 

Раземотримъ два соотвЪтственные цилиндра, центръ подоб!я которыхъ есть точка 0; 
еслн черезъ эту точку проведемъ линю 00’, параллельную образующимъ двухъ по- 
верхностей, то всякая точка этой прямой будетъ также центръ подоб!я двухъ поверх- 
востей. Отсюда слёдуетъ, что сфчен{е двухъ соотвётственныхъ цилиндровъ одною н тою 
же плоскостпю суть соотвётственныя кривыя, которыя центромъ подоб!я имфютъ точку, 
ВЪ которой плоскость перескаетъ прамую 00’. Такъ какъ сфченя цилиндра парал- 
лельными олоскостами равны, то сёчен!я двухъ соотвфтственныхъ цилиндровъ парал- 
лельнымн плоскостями соотв тетвенны. 


483. Съчешя поверхности вторалю порядка параллельными плоско- 
стями суть соотвитственныя кривыя. Общее уравнеше поверхностей 
втораго порядка есть 


(1) А17? -|- А’у? + А"? -- 2Ву2 + 2В'2х -- ЗВИху 
+ 2Сх - 2С’у -- 20": Е = 0; 

проекщю пересвченя зтой поверхности и плоскости 

(2) аз -- 69 -- сё = 


на плоскость ХОУ мы получимъ, исключивъ изъ уравнен!й (1) и (2) пе- 
ремЪнное 2. Такъ какъ въ уравнени, полученномъ такимъ образом, коех- 
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Фищенты членовъ второй степени независимы отъ & то отсюда заклю- 
чаемъ, что когда { измвняется, а, 6, с остаются опредъленными, т. е. 
когда плоскость перем щается параллельно самой себф, то проекщи соот- 
вътственны. Проектированные цилиндры, Управляющ{я которыхъ суть 
соотвтственныя кривыя, пересфкаются двумя параллельными плоскостями 
по направлен!ю соотв$тственныхъ кривыхъ. Когда эти кривыя суть гипер- 
болы, одна можетъ быть соотвфтственною сопряженной другой (5 396). 


ЕНИГА ШЕСТАЯ. 


Шоверхности втораго порядка. 


ТЛАВА 1. 
Центръ и д1аметральныя плоскости. 


484. Общее уравнене второй степени съ тремя перемфннымп х, у, 2 
имфетъ видъ 


(1) Аз? -- Ау? -- Анг? | 2Вуг - ЭВ’ не 
+ 202 + 2С'у 4 2". Е=0; 


это уравнеше содержитъ десять членовъ или девять произвольныхъ пара- 
метровъ. Первую часть мы будемъ означать } (х, у, 2). Способъ, кото- 
рый мы употребляли въ Геометр!и на плоскости при изучеви лин вто- 
раго порядка, можно бы было употребить дая изсадован!я различныхъ 
видовъ геометрическаго мЪста, опредфляемаго этимъ урэвнешемъ; но такъ 
какъ здфсь надобно будетъ разсматривать большое число случаевт., то та- 
кое изслБдоваше будетъ долго и затруднительно. Сначала мы займемся 
упрощенемъ уравнен:я (1) и потомъ будемъ только разематривать приве- 
денныя уравнемя. Это упрощене основывается па свойствЪ центра и 
даметральныхъ плоскостей, которыя мы теперь разсмотримъ. 


Жентръ. 


&85. Точка 1 будетъ центромъ поверхности, когда всЪ точки поверхно- 
сти расположены симетрично по дв$ относительно этой точки. Такъ какъ 
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прямая лия пересфкастъ поверхность втораго порядка только въ двухъ 
точкахъ, то, чтобы точка ] была центромъ поверхностн, необходимо, 
чтобы всф хорды, проведенныя черезъ эту точку, пересзкались по- 
поламъ; - 

Если начало координатъ будетъ центромъ поверхности втораго порядка, 
то уравнене поверхности не будетъ содержать членовъ первой’ степени. 
Въ самомъ ДФАЪ, уравнеше прямой, проведенной черезъ начало координатъ, 
имфетъ вилъ 


(2) 1 —= т2, у = па. 


Координаты 2 точекъ пересфченя поверхности съ прямой опредфляются 
уравненемъ 


(3) (Ат -- А’? + АИ -- 2Вп -- 2В'т т 2В"тм) 2? 
2 (Ст -- С’п + 0”) = + Е =0, 


которое получимъ, искаючивъ хи У изъ уравненй (1) и (2). Если начало 
координатъ будетъ центромъ, то корни уравнешя (3) будутъ равны и 
имфть противоположные знаки, а для этого необходимо, чтобы коеффи- 
щенть Ст -+ С’” |- С” быль нуль; такъ какъ это должно быть спра- 
ведливо для безконечнаго числа величинъ т и п, взятыхъ произвольно, то 
необходимо, чтобы отдфльно 


Со. 0: =0, 0" —=0: 


Обратное заключене тоже справедливо. 

486. Такимъ образомъ, чтобы опредрлить центръ поверхности вто- 
раго порядка, переносимъ, начало координатъ въ точку Г пространства, 
координаты которой мы означимъ черезъ а, 6, с, и смотримъ, возможно ли 
эти величины выбрать такъ, чтобы новое уравнене не содержало чле- 
новъ первой степени относительно новыхъ координатъ. 

Если оси перемфстимъ параллельно имъ самимъ, то Формулы преобра- 
зовашя будуть х=а-Н а’, у=Ь-у', 2= с 2); внеся эти величины 
въ уравнеше (1) и отбросивъ знаки, получимъ 


(4) Аа -- А'у’ -|- А"л -- 2Вуё +. 2В'.5 - 2В"зу 
21. (а, 6, в) + урьа, 6, © + 2Р, (а, 6, © К (а, 6, в) =0. 


Такимъ образомъ координаты центра опредвляются уравнен!ями 


Рано == а ОО оо 
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раздфливъ на 2 и замфнивъ буквы а, 6, с черезъ х, у, 2, позучимъ 


Ро -- Ву + ВС =0 
Ви А'У-- Вё - С’ =0 


(5) 
В! 2-Е Ву - А"2-- ("= 0. 


Такимъ образомъ, чтобы опредфлить координаты центра, надобно 
приравнять нулю частныя производныя, взятыя относительно пере- 
мънныхь т, у, 2 0тз первой части уравнешя поверхности. 

487. Если х, у, & мы будемъ разсматривать какъ координаты пере- 
мЪънной точки, то каждое изъ уравневшй (5) будетъ опредФаять плоскость; 
центръ поверхности будетъ точка общая тремъ плоскостямъ. Здфеь мо- 
гуть представиться нъсколько случаевъ. 

1. Когда три плоскости пересвкаются въ одной точкв; въ такомъ 
случаБ поверхность будетъ имЪфть только одинъ центръ. 

2. Когда три плоскости пересвкаются по двё по прямымъ параллель- 
нымЪъ, или двф изъ нихъ по крайней мфрЪ параллельны; въ этомъ слу- 
чав три плоскости не будуть имфть общей точки, и поверхность не 
булетъ имфть центра. 

3. Если три плоскости пересЪкаются по одной и той же прамой или 
сливаются въ одну, то всф точки прямой или плоскости будутъ центрами 
поверхности. 

Рьшивъ уравненя (5), получимъ величину общаго знаменателя О, 


(6) Г = АА’А" — АВ? — А’В” — Ат В" 4 ЭВВ’ВИ. 


Если О не равно нулю, то уравнене будетъь удовлетворяться системою 
конечныхъ величинъ и притомъ одною; слфдовательно, поверхность будетъ 
имфть только одинъ центръ. Есди О равно нулю, то это покажетъ или 
невозможность, или неопредфленность; слвдовательно, поверхность не бу- 
детъ имфть центра или будетъ имфть ихъ безконечное число. 
488. Положимъ, что всф точки прямой СС’ (физ. 288) будуть 
Фиг. 288. центры. Если точку М поверхности соединимъ съ 
№. какою-нибудь точкою Т прямой СС’ и эту линю про- 
должимъ на величину МГ, равную МТ, то точка № 
будеть принадлежать поверхности; соединяя такимъ 
образомъ точку М со всфми точками СС’, получимъ 
прямую ММ’ параллельную СС’. Если теперь точку 
М соединимъ со всзми точками линм СС’, то полу- 
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чимъ точно также вторую прямую ММ’, параллельную М№М!. Слвдо- 
вательно, поверхность составляется изъ прямыхъ, паралдельныхь СС’ и 
расположенныхъ по дв въ одной плоскости съ этой прямой и на равномъ. 
разстояни по об стороны; это есть цилиндръ, ось котораго есть СС’, 
и такъ какъ слфдъ цилиндра на плоскость, непараллельную ребрамъ, 
есть кривая втораго порядка, центръ которой лежитъ на оси, то цилиндръ 
будетъ эллиптичесый или гиперболическй. 

Предъидущее разсуждене показываетъ, что въ разсматриваемомъ 
вами случаБ уравнеше (1) не можетъ выражать другихъ кривыхъ по- 
верхностей, какъ только эллиитичесме или гиперболичесме цилиндры; но 
можетъ случиться, что это уравнеше будетъ выражать одну прямую или 
дв$ плоскости, и наконецъ что оно не будетъ имфть дЪйствительныхъ 
рвшенй. 

Подобнымъ образомъ, въ томъ случав когда всф точки плоскости бу- 
дутъ центрами, докажемъ, что уравнеше (1) выражаетъ изи дв парал- 
дельныя плоскости или одну плоскость, или оно не имфетъ дьйствитель- 
выхъ рьшенИй. 

489. Когда поверхность имфетъ центръ Т, координаты котораго суть 
а, 6, с, то, перенеся оси параллельно имъ самимъ въ эту точку, уравне- 
не (1) получить видъ 


(1) Аз? -- А’? -- А" -- 2Вуё -- 28'2е + 2В"ху |+ Е, =0, 
гдБ постоянное Е, равно 


Е, —= Аа* | А’? +- Аис 4 2 Вс -- 2В’са + ЭВиав 
” 4+ 2Са - 20'% - 20"е + Е. 


Числа а, 6, с удовлетворяютъ уравненю (5), т. е. что 


Аа - В"Ь - Ве {+ С =0, 
Виа + А'Ф- Ве + С! =0, 
В’ |+ В — А"с-|- С"= 0. 


Если каждое изъ этихъ уравненй умножимъ соотвфтетвенно на а, 6, с 
и саожимъ, то Получимъ 


Аа? -- А'6*-- А"с*-- 2В5с + 2В’са-- 2В"аф -{ Са + СЪ С"е =0. 
Слфдовательно, величина К, будетъ 


К, —=Е + Са Со Сис; 
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эту величину мы получимъ, 72и0а6з кз прежнему постоянному члену 
половину величин, которыя получаютз члены первой степени, козда 
6$ низ х, у, 2 замюнимь координатами центра. 

Если новый постоянный членъ Ё, будетъ равенъ нулю, то уравнеше 
(7), будучи однородно относительно 2, у, 2, выразить конусъ, вершина 
котораго находится въ начал координатъ ($ 464); однако же геометри- 
ческое мфсто можетъ выражать или дв$ плоскости, или одну прямую, или 
одну точку. 

490. Мы видфли, что касательныя къ различнымъ кривымъ, проведен- 
нымъ на поверхности черезъ одну точку, находятся въ одной плоскости, 
исключая только того случая, когда координаты точки прикосновеня обра- 
щаютъ въ нуль въ одно время вс три частныя производныя, взятыя 
относительно 2, у, 2 оть первой части уравнешя. Въ поверхностяхъ. же 
втораго порядка такая точка есть центръ поверхности; такъ какъ эта 
точка находится также на поверхности, то, перенеся въ нее начало коор- 
динатъ, постоянное К, будетъ нуль; такимъ образомъ для поверхностей 
втораго порядка исключене составзяетъ конусъ, когда точка будетъ вер- 
шиною. 


ДЖажетральныя плоскости. 


491. Прямая лив!я перес$каетъ поверхность втораго порядка только въ 
двухъ точкахъ; поверхность, которая раздфляетъ пополамъ параллельныя 
хорды, называется даметральною поверхностю. 

Пусть т и пл будутъ постоянные параметры, которые опредфляютъ 
направлен!я хордъ; перенесемь оси параллельно имъ самимъ въ какую- 
нибудь точку пространства, которая координатами имфетъ @, 6 с; тогда урав- 
неше (1) получитъ видъ (4). Тогда прямая, проведенная черезъ новое начало 
въ данномъ направлени, выразится уравнешемъ 5 ==72, у =2. Замфнивъ 
въ уравнении (4) х черезъ 72, у черезъ и2, получимъ уравнене, опре- 
дъляющее координаты 2 точекъ пересфчен!я прямой съ поверхностю 


(8) _ (Ат? 4- Аа 4 Аи {ЭВ -- Вю 4+ ЭВ тт)е 
Но. эль +лЛ 2+ (а, 6, с) =0. 


Чтобы точка (а, 6, с) была срединою хорды, проведенной черезъ эту 
точку въ данномъ направлени, надобно, чтобы корни предъидущаго 
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уравнен!я были равны и имфли противоположные знаки, а это требуетъ, 
чтобы координаты @, 6, с удовлетворяли уравнен!ю 


ту. Е уь Л, =0. 
Такъ какъ это уравнен!е удовлетворяется координатами средней точки одной 
какой-нибудь изъ разсматриваемыхъ хордъ, то оно выражаетъ искомое 
геометрическое мФсто. Замфнивъ въ этомъ уравнени а, 6, с черезъ х, 
у; 2, Получимъ 


Х г ы 
(9) тр» (п, у, 2) + пр, (2, у, ЭЛ" (в, у, 9) =0, 
такъ какъ оно первой степени, оно выражаетъ плоскость. 
Такимъ образомъ в5 ловертностяхь вторао порядка, какое бы ни 
было направлеше хордё, Фаметральная поверхность есть плоскость. 
492. Если параметры 7% и п удовлетворяютъ уравнению 


Ат? - Ат - А"-- 2Ви- 28'т Е 2В"ип = 0, 
] 


то уравнене (8) будетъ первой степени, т. е. каждая прямая, параллель- 
ная данному направлешю, пересЪкаеть поверхность только въ одной 
точк5. Въ этомъ случаф плоскость, выражаемая уравненемъ (9), будетъ 
геометрическое м$сто такихъ точекъ, что прямыя, проведенныя черезъ 
каждую изъ нихъ параллельно данному направлен, ве будутъ пересфкать 
поверхность или будутъ расположены на поверхности. 

Уравнен!е (9) удовлетворяется при всфхъ везичинахъ 2 и п величи- 
нами 2, у, 2, которыя въ то же время удовлетворяютъ уравнешямъ 
опредфляющимъ центръ 


2 = 0, ', —=0, 1, = 0. 


Отсюда слфдуетъ, что всф даметральныя плоскости проходять черезъ 
центръ поверхности, если ‘она имфетъ одинъ центръ, или черезъ геометри- 
ческое мЪсто центровъ, если она имфетъ ихъ безконечное число. 

493. Если поверхность не имфеть центра, то три плоскости, опре- 
дъляемыя уравнеши (5), будутъ параллельны, или прямая пересъчен!я 


двухъ изъ нихъ будетъ параллельна третьей. -Въ первомъ случаф мы 
имземъ. 


Ль=аР. р, =. +9 


гдВ ©, В, р, Ч означаютъ постоянныя; тогда уравнеше (9) обратится въ 


(ят + № ПЛ. -- тр 9 =0; 
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при всЪхъ величинахъ 7% и ® оно выражаетъ плоскости, параллельныя 
между собою. Во второмъ случа, если плоскости, опредфляемыя двумя 
уравненями Ё, —= 0, /", — 0, пересъкаютея по прямой параллельной 
плоскости }’, —= 0, и такъ какъ общее уравнеше плоскостей, проходя- 
щихъ черезъ прямую пересвченя двухъ первыхъ, есть а}, -{- ВР’, — 0, 
то мы получимъ 


Д.=ар.- Вр, г, 


ГД а, В, т суть постоянныя; сл®ловательно, уравнеше (9) получить видъ 


(т Л. + @® ВЛ, {+ т=0; 


это уравнеше выражаетъ плоскости, параляельныя прямой пересфчен!я 
двухъ плоскостей 


Р.=0, Л,=0. 


Такимъ образомъ, даметральныя плоскости поверхностей, не имъю- 
щихз центра, параллельны одной и той же прямой или параллельны 
между собою. | 

49%. Разсмотримъ направлеше, которому соотввтствуетъ д1аметральная 
плоскость. Если за ось 2 возьмемъ одну изъ хордъ, за оси д и У дв$ друмя, 
находяцияся въ даметральной плоскости, то уравнеше поверхности для 
всякой системы произвольныхъ величинъ перемфнныхъ 2 и у должно 
удовлетворяться двумя равными. и имвющими противоположные знаки ве- 
личинами 2; слБдовательно, оно будетъ имЪть видъ 


РА-У, (®, у) =0, 


гдВ Л, (2, У) озвачаеть Функцио двухъ перемённыхь хи 9, степень ко- 
торыхъ не превышаетъ 2. Перемфстимъ оси х и у въ плоскости ХОУ, 
сохраняя прежнее направлене оси 2; такое преобразовае мы сдфлаемъ 
помощю Формулъ Геометри на плоскости. Если Функщя }, (5, у) будетъ 
второй степени, то, какъ мы видфли (кн. Ш, гл. П), можно выбрать 
новыя оси ОХ, оу безконечно О Враио такъ чтобы эта ФункщЯ 
ИМла ОДИНЪ ИЗЪ ВИДОВЪ 


Мл? -|- № + Е,, М№м№-- 9х, Ми Е,; 


тогда уравненте поверхности приведется къ одному изъ видовъ 
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0. ММ РАНЕ, 0, 
(П) № - РР-{ 095 =0, 


(НО Му? | Ри - Е, = 0. Ум мае Фи И ы лль я } 


Если Ффункщя )” будетъ перяой степени, то посредствомъ иподобнаго пе- 
ремъщеня мы ее приведемъ къ виду ()х, и уравнеше поверхности будетъ 


“ г: * 
Сы ЗО 


8 ВР 9—0. 299“ 
Наконець, если Функшя }” будетъ постоянная, то уравнеше поверхности 
будетъ рии и 
® РАНЕ, =0. 20 

495. Въ предъилущемъ буквы М, М, Р, ©) означаютъ постоянныя, 
которыя не равны нулю, а К, постоянное, которое можетъ быть равно 
нулю. Поэтому, если корни уравнешя (ПТ) будутъ дьйствительные, то 
оно выразитъ эллиптичесяй или гиперболическй цилиндръ, прямую, или 
дв пересъкающияся плоскости. Уравненше (ТУ) выражаетъ параболичесвй 
цилиндръ. Если корни уравневя (У) будутъ дЪйствительные, то оно вы- 
разитъ двз параллельныя плоскости или одну плоскость. Такимъ обра- 
зомъ видно, что, если не будемъ обращать внимашя на цилиндры, то 
уравненя втораго порядка можно различными способами привести къ 
одному изъ видовъ (1) и (П). Бе: 

Разсмотримъ уравнене (1); приравнявъ нулю частныя его производныя, 
получимъ три уравнен!я, которыя имфютъ одно рьшене; слфдовательно, 
поверхность имфетъ одинъ центръ, начало координатъ. Каждая изъ пло- 
скостей координатъ есть Даметральная плоскость хордъ параллельныхъ 
пересвчению двухъ другихъ; въ слёдетве этого свойства онЪ называются 
сопряженными даметральными плоскостями. 

Уравнене (П) выражаетъ поверхности, не имфюцця центра, потому 
что уравнеше Л = О приводится къ ©) =0. Плоскость ХОЙ раздфляетъ 
пополамъ хорды, параллельныя ОУ, а плоскость ХОУ хорды, параллель- 
ныя 07; линш, паралаельныя ОХ, пересзкаютъ поверхность только въ 
одной ТОЧКВ И ВЪ этОмЪ случаз не будетъ соотвфтетвующей д!аметраль- 
ной плоскости. 


Жаметры. 


496. Мы видбли, что сфченя, слБланныя на поверхности втораго 
порядка параллельными плоскостями, суть сходственныя кривыя ($ 483); 


р 
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если зти кривыя будутъ имБть центръ, то геометрическое мъсто центровъ 
называется даметроме. 
Съкущая изоскость выражается уравненемъ 


(10) ах -- Бу сё = [, 


въ которомъ а, 6, с означаютъ постоянныя, а { перемвнный параметръ; 
если въ уравнени поверхности } (2, у, &) —=0, замфнимъ 2 его ве- 
личиною 

(11) а Ы г 89. 

найденною изъ уравнен1я плоскости, то получимъ уравнеше проекц!и 
кривой пересъченя на плоскость ху. Чтобы опредёлить центръ кривой 
проекщи, надобно приравнять нулю производныя, взятыя относительно хи 
у. Но эти производныя можно найти, не дзлая внесен!я; для этого доста- 
точно къ Функци } (х, у, 2) приложить теорему сложныхъ Функций, 
разсматривая 2 какъ Фхункщю двухъ перемённыхъ хи у, опредёляемую 
Формулою (11); такимъ образомъ получимъ два уравнен!я 


(12) ЕО, Л, =0. 


Если будемъ проектировать кривую на плоскость, то очевидно, что про- 
екщя центра данной кривой совпадаетъ съ центромъ кривой проекщи. 
Слвдовательно, уравнешя (12) въ соединени съ уравнешемъ плоскости 
опредвляетъ центръ кривой пересфченя. Такъ какъ уравнения (12) не 
содержатъ перемзннаго параметра [, то они выражаютъ геометрическое 
мъсто центровъ; такимъ образомъ д1аметръ есть прямая, выражаемая 
уравненями 


(13) = __ Лу Л: 


Главных шлоскости. 


497. Между даметральными плоскостями поверхности втораго по- 
рядка, надо отличать въ частности тв, которыя перпендикулярны къ хор- 
дамъ, которыя он двлятъ пополамъ, это суть плоскости симетр!и Фи- 
гуры; онф называются злавными плоскостями. Прежде мы предполагали, 
что оси координатъ были камя-нибудь; при опредфлени главныхъ плоско- 
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стей мы будемъ предполагать оси прямоугольными. Если черезъ <, В, у 
означимъ косинусы угловъ, образуемыхъ даннымъ направленшемъ съ осями, 
то уравненя хордъ можно будетъ представить въ видф 


х—а _у—В _8—с__ 
(14) ан 


гдВ а, 6, с означаютъ координаты точки [ этой хорды, а #, у, 2 коор- 
динаты какой-нибудь точки этой же хорды. Буква р означаетъ разстояне 
первой точки отъ второй, которое надо принимать со знакомъ -- или —, 
смотря по тому, берется ли оно въ данномъ направлени или вЪ обратнемъ. 

Разстояше Т отъ точекъ пересфченя кривой съ поверхност!о опредф- 
димъ изъ уравнешя (4) $ 486, замфнивъ въ немъ буквы х, У, 2 черезъ 
«р, Вр, ур; тогда получимъ 


(15) Вр" Тр К ==0, 


полагая для краткости 


| — Аа? -- А’В* - А"у* | 2ВВу {- 2В"В 
(16) й Т= 27’, (а, 6, в) - ВР, (а, 6, 9 НУ. (а, 6, с) 
[к = (а, Ь, с). 


Если положимъ, что точка [ неподвижна и если будемъ измфнять углы 
«, В, 7, то уравнеше (15) можно разсматривать, какъ выражающее по- 
верхность въ полярныхъ координатахъ. Коеффищенть ВБ при р? зависитъ 
только отъ направления радйуса вектора; постоянный членъ К. зависить 
только отъ положения точки Т, а коеффищентъь Т изм$няется въ одно 
время съ направлешемъ рад!уса вектора и положенемъ точки 1. 

498. Уравневе д1аметральной плоскости хордъ параллельныхъ направ- 
леню (=, В, у), будетъ вида ь 


а. ВЛ, +. =0, 
то есть 


(17) (Аа 4 Ви -{ В) х + (Ви«- А/В + Вуу 
+ (В/«-+ ВВ-Е А"у) & - С&-- С'В- 0", = 0. 


Пусть А, м, » будуть косинусы угловъ, которые образуетъ съ осями 
координатъ нормаль, проведенная къ этой дламетральной плоскости; 9 уголъ, 
нормали съ наиравлешемъ хордЪ; тогда получимъ 
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А р и у 
Аа -- В" {Ву  Вна-- АРВ Ва ВВ А”, 
И ПЕ се РЕ 
— а (Аа ВИ + В'у) - в (В"а + ...)+.. 8 ° 


Чтобы даметральная плоскость была главною плоскост!ю, надобно, чтобы 

нормаль, проведенная къ плоскости, совпадала съ направлешемъ хордъ; 

слъдовательно, мы должны имЪть 

7 о 

( ) Аа ВР Ву ^^ Ва АВВ, ВоВе А", 5 

тогда уравнеше (17) главной плоскости будетъ 

(19) 8 (= Ву 2) С 08 С =0. 
499. Изъ уравнений (18) находимъ слБдуюция уравнен!я 


(А— В) а -- В"В + В'у=0, 
(20) В"а-{ (А’ —В)В - Ву=0, 

В’ + ВВ--(А" — 8)у=0; 
присоединивъ къ нимъ 
(21) + В" у —=1, 
получимъ четыре уравнешя съ четырьмя неизвфетными. 

Такъ какъ три неизвфстныя ©, В, у не могутъ въ одно время рав- 
няться нулю, потому что сумма ихъ квадратовъ должна равняться еди- 
вицз, то одно изъ нихъ по крайней мёрЪ, напримфръ у, не равно нулю. 
Чтобы рёшить .эти уравнен!я, представимъ, что первыя части трехъ 
уравненй (20) раздълены на 7; тогда опредфаимъ изъ ’двухъ первыхъ 


-. 


. © . 
величины отношенй и ы внеся ихъ въ третье; получимъ уравнеше, со- 
держащее только вспомогательное неизвзстное ©; зная эту величину и зная 


величины отношенй = ;, опредфлимъ косинусы посредствомъ уравне- 
ня (21). 

Вмвсто того, чтобы дфлить на у, опредфлимъ изъ двухъ первыхъ. 
уравневй (20) величины хи В и внесемъ въ третье, тогда получимъ 
уравнеше вида О, у = 0; такъ какъ у не равна нулю, то положимъ. 
О, = 0; это есть уравнеше относительно 8. Но очевидно, что много- 
членъ ПО, есть ничто иное, какъ общ знаменатель Формулъ рёшешя 
уравненшя (20), разсматриваемыхъ какъ система трехъ неизвЪстныхЪ ©, 
В, у. Замътимъ также, что этотъ многочленъ, можно составить изъ многочлена, 
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который мы означили черезъ 0 ($ 487), замфнивъ въ немъ буквы А, 
А’ А" черезь А— В, А’— 5, А" —Ъ. Такимъ образомъ уравнене, 
опредфляющее неизвъстное В, будетъ 


(28) (А—9)(А!'— 8) (А"— 8 —(А— 8) В: —(А’— 8) В" 
— (А"— 8) В"* - ВВ’Ви = 0; 


если разложимъ многочленъ по степенямъ №, то увидимъ, что членъ не- 
зависящий отъ В будетъ самое количество О. 

500. Если три коехеищента В, В’, В” не будутъ равны нулю, то 
получимь уравнеше боле удобнаго вида для разсмотрья; сдълавъ исклю- 
чеше другимъ образомъ: умножимъ уравненшя (20) соотв$тственно на В, 
В’, В" и произведеня вычтемъ по два; тогда получимъ 


(28) [(8—АВ-В’В"] «= [(8 — А’) В'-- ВВ] В 
= [(8—А”) В"-Н ВВ" у, 
ИЛИ 
НЕ ЕН = В ты у 
Е Е ОЕ ВЕНЕ НЕ 
-ЮВ+ВВ" 8-АВВВ (3— АБВ" ВВ 
Если въ одно изъ тБхъ же уравненй, напримфръ въ первое, внесемъ 
вмфето а, В, у пропорщюональныя величины, то получимъ 


{А —5) в" га. В’ ей 
врювуьв Рерльрыв ав рвв- 0, 
ИЛИ 
вв" В”В ВВ!’ и 
8 — АВ-ВВи дя ($ — АВ ВИВ! + ($ АРВ ВВ’ 1—0, 
ИЛИ 


@ и) 1 . 1 


1 1 
В (5 — Е В'з(8 — а, В!" (8—с — вввн ^^ 0, 
означая черезъ а, 6, с величины 
х 


В” |, ВВ ВВ 
и г ео 


Разбортъ ураансн!я третьей стенена, 


501. Разсмотримъ сперва бодфе общий случай, когда ни одинъ изъ 
коеффищентовъ В, В’В" не равенъ нулю. Возьмемъ уравнене относи- 
тельно В въ видф (24). в 
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Т. Положимъ, что три величины а, 6, с будутъ различны и расволо- 
жены по возрастающей величинф. Внесемъ въ первую часть уравнен!я 
(24) вмъсто 3 послфдовательно величины а -Ее, В-Е:', с =", гдь 
(, =&/, =") означаютъ очень малыя положительныя величины. Отъ перваго 
внесення первый членъ уравнен!я будетъ имфть очень большую числовую 


1 : 
величину = в Между тёмъ какъ друме члены будутъ имЪть конечныя 


величины; слфдовательно, многочленъ будетъ имЪть знакъ перваго члена. 
Точно также отъ втораго внесен!я второй членъ будетъ имъть очень боль- 


1 . 
шую величину Е дит» Между тфмъ какъ друме члены будуть имфть ко- 


нечныя величины; сл$довательно, многочленъ будетъ имфть знакъ втораго 
члена. Точно также отъ третьяго члена многочленъ будетъ имфть знакъ 


1 
третьяго члена == —;.; 


В"?! * 

При измвнени В отъ а-{- = до $ —/, первый членъ остается конеч- 
нымъ и изм$няется непрерывно; такъ какъ эти два числа даютъ результаты 
съ обратными знаками, то между ними находится одинъ дйствительный 
корень уравнен!я; такимъ образомъ существуетъ двйствительный корень 
уравнения, заключающийся между а и 6. Точно также увидимъ, что суще- 
ствуеть второй корень между В и с. Существуетъ трет корень, кото- 
рый будетъ болыпе с или меньше а, смотря по тому, будетъ ли количество 
ВВ’В" положительное или отрицательное. Дъйствительно, когда для 
дадимъ очень большую числовую величину, первая часть уравнешя (24) 


1 
приведется къ — зв.вл: СаФдовательно, если количество ВВ’В" будеть 


положительное, ‘то первая часть при измънени В отъ с =" до - ® 
перемфнитъ знакъ, и слёдовательно, существуетъ дфйствительный корень, 
который болыше с; если количество ВВ’В” будетъ отрицательное, то 
первая часть, при измфнени В отъ — © 40 а— =, перемфнитъ знакъ; въ 
этомъ случаБ третей корень будетъ меньше а. 

Такимъ образомъ въ разсматризваемомъ случав уравнене имфетъ три 
дъиствительные, неравные корня. Каждому изъ этихъ корней соотвфт- 
ствуетъ одно, опредъленное направлеше хордъ; дфйствительно, если въ 
уравнении (23) замфнимъ В однимъ изъ корней, то такъ какъ величины, 
находящяся въ трехъ скобкахтъ, не равны нулю, получимъ для трехъ коси- 
нусовъ величины конечныя и опредзленныя. 

Ц. Положимъ, что двф изъ трехъ величинъ а, 6, с, напримфръ а и 
р равны. Три корня будутъ также дЪйствительны и неравны; но одинъ 
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изъ нихъ будетъ равенъ @. Дъйствительно, уравнене (24), представлен- 
ное въ цфломъ вид, будетъ 


(25) ВВ" (8—5) (8—©- В""*В: (8—9 (8—а) 
- В*В” (8 —а) (8—5) — ВВЪВ/ ($ — а) (8—5) 8—9=0. 


Если а=6, то первая часть раздълится на 8 — а, и мы получимъ урав- 
нене второй степени 


В"? (В*-- В”) (8 —©- ВВ” (3 —а)— ВВ’В/ ($ —а) (8—©=0. 


Такъ какъ, при величинахъ: 5, а и с, первая часть будетъ имфть вели- 
чины съ обратными знаками, то это уравнене имЪфетъ два дфйствитель- 
ные корня, и одинъ заключается между а и с. 

Если въ уравнени (23) замфнимъ 8 послфдовательно каждымъ кор- 
немъ уравненя второй степени, то ни одна изъ величинъ, заключаю- 
щихея въ трехъ скобкахъ, не обратится въ нуль, и каждый корень дастъ 
только одно опредфленное направлеше. Для перваго корня а величивы, за- 
ключающяся въ двухъ первыхъ скобкахъ, равны нулю, но величина въ 
третьей скобкЪ не равна вузю; отеюда слфдуетъ, у=0. Чтобы по- 
върить уравнене (20), надобно, кромъ того, взять В’ -|- ВВ =0, что, 
опредълитъ также одно направлене, параллельное плоскости 2. 

Ш. Наконецъ, если три величины а, 6, с будутъ равны, то два 
корня ураввен!я (25) будутъ равны а, а третй опредълится изъ уравне- 
ня первой степени 


(В’В”* —- В"?В + ВВ’) — ВВ’В’ (3 ее а) — 0. 


Этому простому корню соотвътетвуетъ одно направлеше. Даля двойнаго 
корня три уравневя (20) приведутся къ одному В"В’!- ЕВ” ВВ-ЕВВ’,у=0; 
но здъеь будетъ неопредзленность; вс$ направленя, параллельныя плоскости 
В'В"х +- В”Ву +- ВВ’ = 0, соотвътствуютъ этому двойному корню. 

502. Разсмотримъ теперь случай, когда три коехфищента В, В’, В” 
равны нулю. 

1. Одинъ изъ коеффищентовъ, напримъръ В”, равенъ 'нулю. Тогда 
уравнен!е третьей степени (22) будетъ 


8—А) (3 —А’) ($—А”) — ($ — А) В* — (6 — А) В" = 0. 


Пусть А < А’; внеся въ первую часть — ©, А, А’, - &®, получимъ 
результаты соотвътетвенно съ знаками —, --, —, --; сл$довательно, 
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уравненше имфетъ три дзйствительные и неравные корня. Для каждаго 
изъ нихъ уравневшя (20) даютъ опредзленное направлеше, потому что 


: и © 
изъ двухъ первыхъ находимъ конечныя величины для отношении -—, :. 
: 7 


П. Два коеффищента, напримфръ В’и В” равны нулю. Тогда уравне- 
ве третьей степени (22) будетъ 


8—4) 8—4) 8—4”) — В] =0; 


это уравнеше имфетъ корень А и два дЪйствительные и неравные корни, 
опредфляемые уравнешемъ второй степени. Если количество (А — А’) 
(А —А!") — В: не будетъ равно нулю, то ни одинъ изъ двухъ корней 
уравнен!я второй степени не будетъ равенъ А, и, слёдовательно, три корня 
будутъ неравны. При 8 = А уравнения (20) приведутся къ 


(А — АВ Ву =0, ВВ (А"— А) у=0, 


которыя удовлетворяются только величинамъ В —= 0, у= 0; откуда х=1; 
что даетъ совершенно опредфленное направлеше. Для каждаго изъ другихъ 
корней эти уравнешя иприведутся къ х = 0, (А’— 5) В-- Ву =0, 
которыя также даютъ совершенно опредфленное направлене. 

Если (А — А’) (А— А”) — В? = 0, то такъ какъ одинъ изъ корней 
уравнен!я второй степени равенъ А, уравнеше имзетъ двойной корень А. 
и простой корень. Простому корню соотвЪтствуеть опредфленное на- 
правлеше; для двойнаго корня А уравнешя (20) приводятся къ одному 


(А’— АВ + Ву=0, 
которое опредляетъ вс$ направлен!я, параллельныя плоскости 
(А’—А)у-- В2=0. 


Ш. Если въ одно время три коехФфищента В, В' ЗВ!" равны нулю, то 
уравнеше (22) приведется къ 


8—4) (8—4) (8 — А”) =0, 


которое корнями имфетъ А, А’, А”. Когда эти три корня неравны, то 
изъ уравненй (20) видно, что этимъ корнемъ соотвЪтствують направления, 
соотвфтственно параллельныя каждой изъ трехъ осей координатъ. Если 
А = А’, то этому двойному корню соотвфтетвуютъ направлешя, па- 
раллельныя плоскости 2. Наконецъ, если А = А’ — А", то этому трой- 
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ному корню соотвфтствуютъ вс направлешя въ пространствв; въ этомъ 
случав произойдетъ неопредзленность, потому что тогда уравневя (20) 
‘обратятся въ тожество. 

Такимъ образомъ, три корня уравненя третьей степени относительно 
8 вседа дъйствительны. Простому корню соотвутствуетз опредъ- 
„ленное направлеще; двойному корню — всъ направленвя, параллельныя 
плоскости; тройному корню — всъ направленя пространства. 

503. Пусть (>, В, у), (х, В’, у’) будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ 
осями координатъ съ направлемями, соотвтетвующими двумъ различнымъ 
корнямъ Зи 8". По уравненю (20) получимъ 


Ах -- В"В -| В’у = ВБ», ре - ВВ’ -{- В’у!' — Ба’, 
Ви АВ Ву = 8, | Вим А Ву = 9, 
В/”»-- ВВ + Ау"= Бу, В’”-- ВВ’ - Аиу-= у". 


Умноживъ первыя уравнешя соотвфтственно на =”, В’, у’, вторыя на х, 
В, уи вычтя изъ суммы первыхъ сумму вторыхЪ, получимъ 


В — 8) и В +) =0, 
ие В’ уи =0. 


Сльдовательно, направлещя, соотвьтетвующия двумз различнымь кор- 


нямг, перпендикулярны между собою. 
Отсюда слфдуеть, что направлен я, соотвЪтствующия двойному корню, 


перпендикулярны къ направлению, соотвфтствующему третьему корню. 


Или 


Число главныхт плоскостей. 


504. Дтаметральная плоскость хордъ параллельныхъ направлен!ю (=, 
8, 7) спредвляется уравнешемъ (19) $ 498. 


8 (ве Ву - уг)  (Са-Н СВ С") =0. 

Такимъ образомъ, каждому направлению хордё, опредъляемому корнем 
8, который не равенз нулю, соотвътствуетз злавная плоскость. 

Если корень Э будетъ нуль, то главной плоскости не будетъ. Однако, 
если мы имземъ Сх -- 0'В | С”у=0, то уравневя (19) обратятся въ 
тожество, и положеше главной плоскости будетъ неопредфленно; тогда 
всякая плоскость, перпендикулаярная къ направленю хордъ, будетъ главная 
плоскость; поверхность въ этомъ случа булетъ цилиндрическая. Если ко- 
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рень В будетъ нуль, то по уравненю (15) соотвётствующёя прямыя пе- 
ресфкутъ поверхность только въ одной точкф. 

Замътимъ, что уравнеше относительно 5 имзеть по крайней мБрё 
одинъ корень, который не равенъ ‘нулю; потому что три корня будутъ 
равны, если только В —= В’ = ВИ = 0; тогда эти корни, будучи равны 
А, А’, АН, не равны всф три нуаямъ, безъ чего данное уравнеше не 
будетъ второй степени. Это свойство уравнен!я (22) можно доказать не- 
зависимо отъ изложенной теори. Въ самомъ дфлБ, если бы три корня 
были нули, то, приравнявъ нулю коефФищенты при 8? и В, получили-ли бы 


АА! + А" = 0, АА! -{- А’А" +- АМА — В" — В — В"? — 0; 


если изъ квадрата перваго количества вычтемъ удвоенное второе, то 
получимъ 


Аз-- А Ат -- 28? -- 28" -- В — 0; 


откуда А —= А! = А” — В’ = В" —В--0, и уравнеше болЪе не бу- 
детъ второй степени. Такимъ образомъ, всякая поверхность второй степени 
имфетъ ло крайней м$рф одну главную плоскость. 

505. Мы видфли ($ 494), что уравнеше второй степени, исключая ци- 
линдра, можно привести къ одному изъ двухъ видовъ 


() Мая -- МЕРА Е, = 0, (В) № Ри + 9#=0; 


первое относится къ поверхностямъ, имвющимъ одинъ центръ; второе: 
къ поверхностямъ, которая не имфетъ центра. Если Даметральная пло- 
скость, которая служила для приведеня, будетъ главная плоскость, то, 
такъ какъ можно сдфлать приведеня выспия, взявъ въ главной плоскости 
двф прямуогольныя оси, уравневе поверхности приведется къ одному изъ. 
двухъ видовъ (2) и (В) въ прямоугольныхъ координатахъ. 


ГЛАВА П. 
„Приведене уравнен1я второй степени. 


Въ предъидущей главё мы видБли, что уравнеше второй степени 
можно привести къ одному изъ простёйшихъ видовъ 


Ма -|- Му" + РА Е, —=0, Му? Р-р 0х =0, 
Ми- РА Р, =0, РА-- Ох =0, РАНЕ, =0, 
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въ прямоугольныхъ координатахъ. Остается намъ показать, какимъ образомъ 
на практик дфлается это приведеше. 


Нервый случай. 2 = 0. 


506. Сперва переносимъ оси параллельно имъ самимъ въ центръ по- 
верхности; тогда уравнеше второй степени 


(1) Ал? Ау? -- АТР -- 2Вуё -- 2В’л2 -- 2ВИху 

-- 20. {+ 2С'у-{ 20" К =0, 
обратится въ 
(2) Ах? -- Ау? -- А"? -- 2Вуг +- 2В’2х - 2В"ху | Е, = 0; 
коеффищенты членовъ второй степени не изм$няются и мы вычисляли по- 
стоянное Е, ($ 489). 

Сперва положимъ, что три корня уравнен!я третьей степени относи- 
тельно 9 различны и означимъ ихъ черезъ В, 5, 5"; пустъ (х, В, 7), 
(=’, В’, у’) («", В", у") будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями 
направленями, соотвётствующими этимъ тремъ корнямъ. Если перемънимъ 
оси координатъ, принимая эти три направленя за направленя новыхъ 
осей, то формулы преобразован!я будутъ 


© — ох’ Нам "2, 
(8) у — Вх! В’ В", 
УЕ, 
и уравнеше поверхности приметъ видъ 
Мо М-РН Е, = 0, 
потому что оно не должно содержать произведенй перемзнныхъ. Но 
М = А" +{- А!В -- АМ, -- 288, -- 2В'у«-- 2828, 


т.е. М= ($497). Подобнымъ разсужденемъ найдемъ № —= 5’иР=8”. 
Такимъ образомъ въ этомъ случав приведенное уравнеше будетъ 


(4 .- Вага Бит Ви Е, 0. 


507. Легко увидЬть, что коеффищенты при произведени перемфн- 
ныхъ въ новомъ уравнени равны нулю. Возьмемъ напримфръ коеффищентъ 
2В, члена у’ 2; мы имземъ 
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В, = Ала А’Вби 4 Ану -- В (89 УВ") 
Е В’ (у =") + ВИ (216" - В’). 


Если умножимъ обф части каждаго уравнен!я 


Аа’ + В"В’ - В’у’ = 5’, 
В"! + А!’В’ = Ву — 8'8', 
Ви! -- ВВ’ = Апу!— 8)’, 


„соотвзтетвенно на <”, В", у" и потомъ сложимъ, то получимъ 
В, = 8" (2/5 -- ВВ" ум. 


`Такъ какъ оба направления (7, В’, у’,), (=", В", у") взаимно перпендику- 
лярны, то заключаемъ, что В, =0. Точно также найдемъ, что В’, —=В", =0. 

508. Если два корня уравнен!я третьей степени будутъ равны, то 
простому корню будетъ соотвфтствовать опредфленная главная плоскость, 
‚а двойному корню безконечное число хордъ, параллельныхъ этой плоскости. 
Если за новыя оси возьмемъ двз перпендикулярныя прямыя, расположен- 
ныя вЪ этой плоскости, и перпендикуляръ, проведенный къ плоскости, 
то можно будетъ приложить предъидущий способъ, и мы получимъ 
уравнене 


8 (= у") | 5"=* Е, =0, 


которое выражзетъ поверхность вращен!я около оси 0’. Наконецъ, если 
‘три корня будутъ равны, то, взявъ каюя-нибудь новыя прямоугольныя 
оси, уравнене будетъ всегда В (2”* - у"* -{- 2”) {+ Е, = 0; оно можетъ 
выражать только шаръ. 


Второй случай. О = 0. 


509. Въ этомъ случав сперва перемфняютъ направлеше осей, при- 
нимая за новыя оси направаен!я, соотвЪтствующя корнямъ уравненя 
‘третьей степени, или, если корни этого уравнешя будутъ равны, одну 
изъ системъ въ безконечномъ числ трехъ прямоугольныхъ направленйй, 
‹онредвляемыхъ этими корнями. Мы докажемъ, подобно тому какъ дока- 
:‚зали загебраически въ предъидущемъ случаф, что В, = В!, = В", = 0; 
коефФищенты квадратовъ перемзнныхъ имфютъ также величины 8, 9’, 5". 
“Сльдовательно, если одинъ корень $ будеть нуль и если за ось ОХ" 


„ 
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возьмемъ направлеше, опредвляемов этимъ корнемъ, то уравнене поверхно- 
сти будетъ 


8’ у 5/2 -- 20,2 -- 20,9! +20." К —=0. 
Величины коехфищентовъ суть 


С, = Са + СВ - 0", 

С’, =С= 08’ Су, 

С", =Саи--С’ви-- Сиум. 
Перенеся оси параллельно имъ самимъ, приведемъ предъидущее уравне- 
не къ виду : 

8/9? -- 8"27 -- 20,5 =0, 
если С, не будетъ равно нулю; и къ виду 

а Зу + ЗИ? Е, 50 
если С, будетъ нуль. Коехфищентъ (С., который входить въ приведен- 
ное уравнеше, есть коеффищентъ, который соотвфтствуеть простому 
корню В = 0. 

Если оба корня З и В' будутъ равны нулю, то отъ перваго преобра- 

зован!я уравнеше будетъ 


Зи’ 20," ЭС" би" НЕ =0. 


Мы видЪли, что дая этого двойнаго корня 8 =0 уравнешя (20) & 499 
приводятся къ одному уравненю. Чтобы опредфлить одно изъ соотвёт- 
ствующихъ направлешй, можно къ этому уравненю прибавить второе 
уравнеше, взятое произвольно; мы возьмемъ 


С/, = С 0/8! Си’ = 0. 


Потомъ другое направлене будетъ совершенно опредьлено, точно также, 
какъ коеффишентъ С,”. Положивъ это, перенесемъ оси параллельно имъ 
самимъ; тогда уравнен!е приведемъ къ виду 


8/2" - 2Сх =0, 
если С, будетъ отличаться отъ нуля; и если С, будетъ нуль, къ виду 
82 НЕ, = 0. 
510. Замъчаше. Если два корна 5’и В" равны между собой, но 
не равны нулю, то поверхность будетъ поверхностю вращеншя. Если три 


коеффищента В, В’, В" не будуть равны нулю, то, чтобы имЪть двой- 
ной корень, услошя будутъ ($ 501) 


428 КВИГА У1, ГЛАВА Ш. 


и: 3 
а ша м 


а направлеше оси опредБлится формулами 
В 
ВВ" ВВ ^  ВВ’* 
Если только одинъ изъ коеффищентовь В, В’, В" будетъ равенъ нуаю, 
то уравнев!е относительно В никогда не будетъь имЪфть двойнаго корня. 


Если два коефоищента В’, В” будутъ нули, то для двойнаго корня 
услове будетъ ($ 502) 


(А' — А) (А" — А — В* =0, 


и мы получимъ 
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хЭллинсоидъ. 


511. Уравнене поверхностей втораго порядка, которыя имфютъ одинъ 
центръ, мы привели къ виду 


Вх" Е Ву Е БИ =Н, 
отнеся поверхность къ ея тремъ главнымъ плоскостямъ. 

Положимъ сперва, что три корня имЪютъ одинъ знакъ, напримзръ --. 
Если постоянный членъ Н будетъ отрицательный, то уравнеше не можетъ 
быть ‘удовлетворено координатами ни какой точки пространства. Если 
постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравнене ‘удовлетворится только.» 
при х = у = 2 = 0; оно выражаетъ только одну точку, начало коорди- 


натъ. Разсмотримъ наконецъ случай, когда Н есть величина положитель- 
ная, и положимъ 


а == и яя Н = В 


3” 8" 
тогда уравнене будетъ 


(1) аи а=1 
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Координата х можетъ измёняться только отъ — а до -- а, уоть — 6 
до-НЬ, 2 отъ —с до--с. Отложимъ по оси 
д въ 06% стороны отъ начала координатъ лини 
ОА и ОА», равныя а; по оси у лиши ОВ и 
ОВ’, равныя 6; по оси 2 лини ОС и ОС’, 
равныя с (физ.. 289). Вообразимъ себЪ черезъ 
точки Аи А’, ВиВ’, Си С’ плоскости ©о- 
_отв®тетвенно параллельныя плоскостямь УО7‘ 
2О0Х, ХОХ; тогда вся поверхность будетъ 
заключаться въ прямоугольномъ параллелепи- 
педъ, составленномъ такимъ образомъ. Эта поверхность называется э4л- 
с0идом5. 

512. Начало координатъ есть центр эллипсоида. Плоскости корди- 
натъ, которыя суть три злавныя плоскости эллипсоида, пересъкаютъ по- 
верхность по тремъ эллипсамъ АВА’, ВСВ’, САС’, которые называются 
мавными съчемями эллипсоида. 

Если поверхность пересвчемъ плоскостю параллельною плоскости 0, 
то въ сфчени получимъ зллипсъ 


Фиг. 289. 


у" 2 А | 2 


6 с — а*’ 


центръ котораго Т находится на оси х. Такъ какъ каждыя дв точки 
кривой симметричны относительно центра Т, 
то точки поверхности симетричны по двЪ от- 
носительно прямой ОХ, которая, слфдовательно 
есть 0сь поверхности. По мфр’5 того, какъ сЪ- 
кущая плоскость удаляется отъ главной пло- 
скости УОЙ, т. е. когда х измняется отъ 0 
40 а, эллипеъ съченя остается всегда по- 
добенъ эллипсу СВС’, но уменынается до 
точки. То же самое будетъ съ свченями параллельными каждымъ двумъ 
другимъ главнымъ плоскостямъ. Такимъ образомъ эллипсоидъ имфетъ три 
оси, которыя суть пересъчешя главныхъ плоскостей по двз. Концы осей 
называются вершинами эллипсоида. Если положимъ а> 6> с, то 2а 
будетъ большая ось, 26 средняя, 2с малая. 

Пусть М будеть какая-нибудь точка эллипсоида (фил. 290); черезъ 
эту точку и болыпую ось проведемъ плоскость; эта плоскость перес- 
каетъ поверхность по сомкнутой кривой втораго порядка, т. е. по эллипсу; 


Фиг. 290. 
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въ сафдств!и симетр!и оси этого эллипса суть прямая АА’и даметрь ОО’, 
по которому сЪкущая плоскость пересвкаетъ главный эллипсъ СВС’В’; 
рамусъ О), заключающийся между двумя осями би с этого главнаго 
эллииса, больше с; но съ другой стороны радгусъ ОМ заключается между ОЛ. 
и а; садовательно, этотъ радтусъ заключается между си а. Отсюда заклю- 
чаемъ, что наибольший радусъ эзлипсоида. есть большая полуось ОА, 
наименьшй — малая полуось ОС. _ 


Дшметральнымхм шлоскости и дДаметры. 


513. Разсмотримъ рядъ хордъ параллельныхъ прямой 


’ 


тогда соотвфтствующая даметральная плоскость (6 491) выразится урав- 
ненемъ 


(2) ЗИ =0. 


Обратно, всякая плоскость, проходящая черезъ центръ, есть даметральная 
плоскость; въ самомъ дфлф, пусть будетъ плоскость 


Аз -- Ву-{- С: =0; 


эта плоскость совпадетъ съ предъидущею дламетральною плоскостю, если 


(3) ЕЕ. 

Таковы суть соотношевя, которыя существуютъ между направлешемъ 
хордъ и направленемъ сопряженной д1аметральной плоскости. Очевидно, 
что Даметральная плоскость пересфкаетъ поверхность по сомкнутой кри- 
вой втораго порядка, т. е. по эллипсу. Каждая точка этого эллипса есть 
точка прикосновен!я прямой параллельной хордамъ и касательной къ по- 
верхности; эти касательныя составляютъ цилиндръ, касающийся эллипсоида 
по длин$ этаго эллипса и огибающей. 

514. Извъстно, что сфчен!я, сдфланныя ВЪ эллипсоидв параллельными 
плоскостями, суть подобные эллипсы ($ 483). Пусть Ах +- Ву -{ 02 =1 
будетъь уравнеше плоскости, въ которомь А, В, С суть постоянные 
коеффищенты, { перемвнный параметръ; тогда геометрическое м$сто 
центровъ этихъ эллипеовъ или д’аметръ будетъ прямая ($ 496) 


Элдипсоидъ. “ЗЕ 


х 2 
4) А в 26 
проходящая черезъ центръ поверхности. 

Этотъ даметръ будетъ сопряженнымъ д1аметральной плоскости, парал- 
дельной сфкущимъ плоскостямъ, потому что коефФеищенты прямой и пло- 
скости удовлетворяютъ уравнен1ямъ (3). 

Обратно, всякая прямая, проходящая черезъ центръ, есть даметръ; 
дъйствительно, если проведемъ даметральную плоскость, сопряженную 
этой прямой и параллельныя съкущ!я плоскбети, то геометрическое мъето 
центровъ совпадетъ съ данною прямою. 

Въ этомъ случаБ уравнеше касательной плоскости (5 476) будетъ 


х У ул 
(5) и ы =1. 


Эта касательная плоскость параллельна д1аметральной плоскости сопря- 
женной д1аметру, который идетъ отъ центра къ точк$ прикосновеня; дЪй- 


: о Хх У_2 
ствительно, такъ какъ этотъ дламетръ уравненями имфетъ И. 


то ихъ коефрищенты и коеффищенты плоскости удовлетворяютъ уравне- 
нямъ (3). 


ФЗонраженные даметры. 


515. Три даметра образуютъ систему сопряженныхь Фаметрове, 
когда каждый изъ нихъ сопряженъ плоскости двухъ другихъ. Мы уже 
видфли, что существуетъ подобная система 
даметровъ (6 494); проведемъ произвольно 
первый даметрь ОП (фи. 291) и раз- 
смотримъ сопряженную Даметральную плос- 
кость. Эта плоскость пересъкаетъь эллип- 
соидъ по эллипсу; возьмемъ два каще-ни- 
будь сопряженные д1аметра ОЕ, ОЁ этого 
эалипса; тогда три д1аметра ОО, ОЕ, ОЕ 
образуютъ систему сопряженныхь даметровъ; дъйствительно, если за оси 
координатъ возьмемъ три прямыя ОО, ОЕ, ОГ и если черезъ а’, $, с” 


назовемъь три рамуса ОО, ОЕ, ОЕ, то по $ 494 уравненше эллипсоида 
представится въ видё 


Фиг. 291. 


РНЕ у! 2! 


а Ра =1. 
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Отсюда заключаемъ, что три оси координатъ образуютъ систему со- 
пряженныхъ Даметровъ, или, что три плоскости координатъ образуютъ 
систему сопряженныхъ даметральныхъ плоскостей. 

Изъ этого уравненйя видно, какимъ образомъ измВняются параллельныя 
сЪченя; если пересьчемъ поверхность плоскостшю параллельною д!аме- 
тральной плоскости У’ОЁ’, то получимъ эллипсъ 


у 273 не. 2” 
Е 

сходственный д1аметральному эллипсу ЕОГ и центръ котораго находится 
на даметр5 ОШ въ точкв ; этотъ эллипсъ уменьшается по мёрБ того, 
какъ сЪкущая плоскость отдаляется отъ д1аметральной плоскости; онъ об- 
ратится въ точку ПО, когда сБкущая плоскость проходитъ черезъ эту 
точку, и тогда плоскость будетъ касаться поверхности; далфе плоскость 
не пересфкаетъ поверхность; другими словами, она пересзкаетъ его по 
инимому эллипсу, центръ котораго дёёствительный и находится на про- 
должени ОП. То же самое будетъ съ другой стороны. 

516. Отыщемъ теперь соотношен!я, которыя существуютъ между на- 
правленйями трехъ сопряженныхъ д1эметровъ ОО, ОЕ, ОЕ. Означимъ че- 
резъ «, В, у коехфищенты перваго д1аметра, черезъ =’, В’, у’ коефеи- 
щенты втораго, черезъ <”, В", у!’ коехфищенты третьяго. Тогда урав- 
нен!е плоскости, сопряженной ламетру ОО, будетъ 


такъ какъ эта плоскость заключаетъ дламетръ ОЕ, то получимъ соотно- 
шен!е 


д! В’ | 95’ 
фе Ва 0 


Такимъ образомъ получимъ три соотношеня 


{ ВВ" у 9’ 
| тии =0, 
ого! 7-9 1.7 
(5) Г. - г. + > = 0, 
а [и [ 
аа ( у") 
аз — в = 0, 


которыя выражаютъ, что каждый дмаметрь есть сопряженный наоскости 
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двухъ другихъ. Первое изъ этихъ соотношенй выражаетъ, что два д!а- 
метра О), ОЕ сопряжены между собой. 

517. Разсмотримъ двф системы сопряженныхь д1аметровъ ОПЕР, 
ОР’Е' (фи. 292). Пусть ОС будетъь даметръ, по которому пересз- 
каются двЪ плоскости ЕОГЕ, Е’ОЕ’, ОН и ОН’ 
даметры сопряженные ОС въ этихъ двухъ 
плоскостяхъ. Если, оставляя О), замфнимъ со- 
пряженные даметры ОЕ, ОК двумя другими со- 
пряженными даметрами ОС, ОН того же эл- 
липса, то сумма квадратовъ не измнится. Точно 
также если, оставляя ОП’, замфнимъ два со- 
пряженные даметра ОЕ’, ОЕ’ двумя другими | 
сопряженными д!аметрами ОС, ОН” того же эллипса, то сумма квад- 
ратовъ не измфнится. Такимъ образомъ получимъ дв системы сопря- 
женныхъ даметровь ОСНО, ОСН’О’, которыя‘имъютъ общ даметръ 
ОС; двЪ друмя, будучи расположены въ даметральной плоскости, сопря- 
женной ОС, принадлежать одному и тому же эллипсу; слфдовательно, 
сумма квадратовъ будетъ одна и та же. Такимъ образомъ сумма ква- 
дратовз трелё сопряженныхь фаметровз есть величина постоянная, 
4 слъдовательно, равна сумм квадратовь осей. 

Точно также докажемъ, что обземз параллелетитеда, построеннию на 
треть сопряженныхь Ффаметрахь, есть величина постоянная. Если си- 
стему ООЕЕ замфнимъ системою ООСН, то объемъ не измЪнится, по- 
тому что два параллелепиледа имфютъ равновеликя основан!я, параллело- 
граммы ЕОЕ, СОН, и одну и ту же высоту, перпендикуляръ, опущенный 
изъ точки О на плоскость основанй. 


# 


Фиг. 295. 


Шруговыл сБзеш я. 


518. Между плоскими сфченями эллипсоида особенно надо разсмо- 
трёть круговыя сфченя. Положимъ, что даметраль- Фиг. 298. 
вая плоскость перескаетъ эллипсоидъ по кругу (физ. 
293); пусть ОШ будетъ сопряженный ламетръ. Если 
въ плоскости круга возьмемь проекцю ОШО, ОЕ —^ 
и Ламетрь ОЕ, перпендикулярный къ ОЕ, то по- 
лучимъ систему трехъ сопряженныхъ даметровъ; но 
Маметрь ОЕ перпендикуляренъ къ сопряженной да- а 


метральной плоскости ОЕ; слБдовательно, эта плоскость есть главная 
Брго и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. 28 
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виоскость, а ОГ есть одна изъ осей поверхности. Такимъ образомъ да- 
метральныя плоскости, которыя пересъкаютъ эллипсоидъ по кругамъ, про- 
ходятъ черезъ одну изъ осей поверхности. Эта ось есть средняя ось ВВ’ 
эллипсоида; дЪйствительно, мы видФли (6 512), что если сБкущая плоскость 
ироходитъ черезъ большую ось АА’, то обЪ оси эллипса необходимо раз- 
личаются; то же самое будетъ, когда съкущая плоскость проходитъ че- 
резъ малую ось СС/. 

Когда сфкущая плоскость проходитъ черезъ среднюю ось ВВ’, объ 
оси эллипса пересъченя будутъ ось ВВ’ и даметрь ОО’, по которому 
сфкущая плоскость пересЪкаетъ главный эллипсъ 
АСА’ (фш. 294). Даметрь ОО’, который из- 
мьняется оть СС’ до АА’, можетъ быть ра- 
венъ ВВ’, и тогда сБчеше будеть кругъ. Изъ 
точки О, какъ центра, радусомъ, равнымъ 6, и 
въ главной плоскости АСА ' опишемъ дугу круга, 
которая пересъчетъ главный эллипсъ въ Ди; 
проведемъ даметры ОО и ОЕ; тогда двз да- 
метральныя плоскости ВОО, ВОЕ пересвкутъ эллипсоидъ по кругамъ. 
Отсюда заключаемъ, что эдлитсоидз сз тремя неравными осями имъеть 
два ряда круювыть спченй. 

Если эллипсоидъ будетъ эллипсоидъ вращеня, то обф плоскости ВОР, 
ВОЕ сольются съ главною плоскостю, перпендикулярною къ оси вращешя, 
т. е. съ экваторомъ поверхности. Въ этомъ случав будетъ только одинъ 
рядъ круговыхъ сЪченй. 

О существовави круговыхъ сЪченй можно судить по уравнешю э4- 
липсоида, представленному въ вид® 


Фиг. 294. 


ее) 


Н 


Г’ 
Если черезъь — и -; означимъ положительныя количества =, — - 
т п 5 а* 


т т : 
== — п» 10 уравнеше будетъ 


с? 
пе +9) . 


. : ея 2 
Пересфчеше поверхности плоскостию вя= ©, ГДЪ а есть произвольное 


постоячное, находится на шар$ 
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Е =} 


такимъ образомъ получаемъ первый рядъ круговыхъ сфченй. Плоскость 


- — В опредбляетъ второй рядъ круговыхъ сфченй. 


Изъ предъидущаго уравнен!я видно, что квадратъ касательной, прове- 
денной изъ какой-нибудь точки эллипсоида къ шару 2 - у? -{ 2* = $°, 


находится въ постоянномъ отношени съ произведенемъ разстоян!й этой точки 
з 


: а 2 
отъ двухъ даметральныхъ плоскостей —, ——; — 0, которыя называются 
т рт 


хруювыми плоскостями. 


Масательная плоскость. 


519. Уравнене касательной плоскости, проведенной къ эллипсоиду въ 
точк® (2’, у’, 2) есть 


Это уравненше можно представить въ другомъ вид, который очень полезно 
знать. Представимъ касательную плоскость уравненемъ 


эф - Ву -- 72 = 


гдф а, В, у суть косинусы угловъ, которые нормаль, проведенная къ пло- 
скости, образуетъ съ осями, а { разстояще плоскости отъ начала коорди- 
натъ. Сравнивъ эти два уравненшя, получимъ соотношеня 

2 РЕ 

ЗЕ р 


1 
аа 5 т Ум ие 


опредъливъ величину [, уравнене касательной плоскости будетъ 


(6) ад -- Ву + 2 = Уса - ей. 
Дая примфра разсмотримъ три касательныя плоскости, перпендикулярныя 
между собой 


жи = ИЕ ЕЯ, 
пр Ву уз Ус ЕЯ 


аи ВТу- у"#—= У алтари сзуИ, 
28+ 


436 КНИГА У1, ГЛАВА 1\. 


гдв девать косинусовъ удовлетворяютъ соотношен!ямъ $ 421. Возвысивъ. 
эти уравненя въ квадратъ и сложивъ, получимъ уравнене 


ину чи-о 
откуда заключаемъ, что зеометрическое мъсто вершинх треранникове 
прямоуюльныхе, вписанныхье 65 Эллипсоид, есть шеарз. 


ГЛАВА ТУ. 
х Гиперболоиды. 


Разсмотримъ теперь случай, когда три корня уравнешя относительно 
В не имЪютъ одинаковыхъ знаковъ; положимъ, напримфръ, что два корня 
В и 5’ будуть положительны, а третЁй отрицательный. 


& ошуесъ. 
Эа. 


520. Если постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравнене 
Ва | Бу НБ" = 0, 


будучи однородно относительно 1, у, 2, выразить конусъ (5 464). Кели 


положимъ 
„_\/— 8” —_ \/- в" 
4219 = У 4218 В = У у 
то уравнеше будетъ вида 


2 * 

(1) Зее + МЕ МИ 

Главная плоскость ХОЙ пересЪкаетъ поверхность по двумь прямымъ 
ОА, ОА’, образующимъ съ ОЙ уголъ равный =; главная плоскость УОЙ 
по двумъ прямымъ ОВ, ОВ’, образующимь съ ОЙ уголь равный В 
(физ. 295). Главная плоскость ХОУ пересвкаетъ поверхность только въ. 
одной точкЪ. Всякая плоскость, параллельная плоскости ХОУ, лаетъ въ 
съчени эллипсъ АВА’, уравневше котораго есть 


й 


2 у .. 


— 


аа Г ВР 
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этотъ эллипеъ, центръ котораго Т находится на оси ОЙ, неопредвленно 
увеличивается, по мфр$ того какъ сфкущая плос- 
кость отдаляется отъ вершины. Такимъ образомъ можно 
разсматривать, что конусъ образуется прямой, кото- 
рая вращается около точки О, перемфщаясь по эл- 
липсу АВА’. Положивъ, что 8 боле 8’, а са$до- 
вательно, х менфе 2, увидимъ, что уголъ, составаяе- 
мый образующею ОМ съ осью ОЙ, измфняется отъ 
х до В. Конусъ состоить изъ двухъ равныхъ поло- 
стей, расположенныхь по 06$ стороны вершины. 
Такъ какъ уравнеше конусовъ втораго порядка при- 
водится къ виду (1), то отсюда слфдуетъ, что всякой конусъ втораго 
порядка можно разсматривать, какъ прямой конусъ съ эллиптическимъ осно- 
ванемъ. Плоскости, перпендикулярныя къ каждымъ двумъ другимъ осямъ ° 
ОХ и ОУ, пересфкаютъ конусъ по гиперболамъ, центры которыхъ нахо- 
датся на этихъ осяхъ. Три оси координать суть оси конуса; одна, ОЙ, 
находится внутри конуса, двз друмя снаружи. Относительно каждой 
изъ этихъ осей какая-нибулдя точка конуса иметь ей симетричную на 
другой полости; относительно первой оси точка имфетъ ей симетричную 
на той же полости. р 

Если В — 8, или х = 8, то конусъ будетъ конусомъ вращения около 
прямой ОЙ. 


х Гиперболовдъ объ одной полости. 


521. Положимъ, что постоянный членъ Н есть величина положи- 


тельная и 
ИН Н ми Н. 
а=\т, = с —= $77? 


тогда уравнен!е поверхности будетъ ИМЁТЬ ВИДЪ 
(2) = ыы я = 1. 


Главная плоскость ХОХ пересвкаетъ поверхность по эллипсу АВА’ 
(фил. 296); главная плоскость ХОЙ по гиперболф, поперечная ось кото- 
рой есть АА’, а ОЙ мнимая; главная плоскость ХО пересЪкаетъ поверх- 
ность точно также по типербол$, поперечная ось которой есть ВВ’, а0й 
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мнимая ось. Если пересфчемъ поверхность плоскостями, параллельными 
плоскости ХОУ, то получимъ подобные эллипсы 


у з $3 
а ы=1 +, 

центры которыхъ находятся на ОД; эти эллипсы неопредфленно увеличи- 
ваются, по мфрЪ того какъ сфкущая плоскость от- 
даляется отъ главной плоскости въ обЪ стороны; 
наименьший эллипсъ АВА’, опредвляемый главною: 
плоскостю, называется зоржевымз эллипсомз. От- 
сюда видно, что поверхность состоитъ изъ одной 
непрерывной полости, которая простирается неопре- 
дЪленно, расширяясь болфе и болфе съ каждой сто- 
роны плоскости горжеваго эллипса. Поверхность эта 
называется зимерболоидомз 065 одной полости. 

Плоскости, параллельныя плоскости ХОЙ, пере- 
сфкаютъ поверхность по подобнымъ гиперболамъ, 
центры которыхъ находятся на ОУ; точно также 
плоскости, параллельныя УОЙ, пересфкаютъ по- 
верхность по подобнымъ гиперболамъ, ‘центры которыхъ находятся на 
ОХ. Отсюда сафдуетъ, что гиперболоидъ объ одной полости имфетъ три 
оси; двЪ дЪйствительныя АА’ и ВВ’ и одну мнимую ОЙ. Двв действи- 
тельныя оси суть оси горжеваго эллипса; мнимая ось 07; находится внутри 
поверхности. 

Если двф дфйствительныя оси будутъ равны, то сфчешя, параллель- 
ныя плоскости ХОУ, будуть круги, а поверхность будетъ поверхностью 


вращен!я; она образуется гиперболою, которая вращается около ея мни- 
мой оси ОЙ. 


Фиг. 296. 


Х Кашерболондъ © двухъ лолостяхъ. 


522. Разсмотримъ наконецъ случай, когда постоянный членъ Н бу- 
детъ величина отрицательная; если положимъ 


Ща /-Н Ца /-и „Шин. 
а=\У 5, = МУ, ‹=\У: 
№ 
то уравнене будеть имфть видъ - 
2 ры = 
(3) Ра 1. 


сз 
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ДВВ главныя плоскости ХОЙ, УОЙ пересъкаютъ поверхность по гипер- 
боламъ, поперечная ось сс’ которыхъ равна 2с и 
имфетъ направлеше по оси ОЙ (физ. 297). Глав- 
ная плоскость ХОУ не пересъкаетъ поверхность. 
Съчене, сдфланное палоскостю, параллельною плос- <-> 
кости ХОУ, есть эллипсъ 


ри. 
Ни | 


но этотъ эллипсъ будетъ дЪйствительный только тогда, 
когда абсолютная величина 2 будетъ больше с; по- 
этому, если черезъ каждую изъ точекъ С и С’ про- 
ведемъ плоскость, параллельную плоскости ХОУ, то 
мы не получимъ никакой точки геометрическаго м$- 
ста, расподоженнаго между этими двумя плоско- 
стями. Если сЪкущая плоскость будетъ удаляться 
отъ точки (, то эалипсъ, который быль прежде точкою, будетъ неопре- 
двленно увеличиваться; и точно также съ другой стороны отъ точки С’. 
Отсюда видно, что поверхность состоитъ изъ двухъ безконечныхь поло- 
стей, раздфленныхъ между собой; эта поверхность называется 9%ербо- 
лоидомь о двухь полостях. Поверхность имфетъ три оси: одну дФйстви- 
тельную СС! и двЪ мнимыя ОХ и ОУ. 

Если дв мнимыя оси 2а и 26 будутъ равны, то поверхность будетъ 
поверхность вращен!я; она происходитъ отъ обращешя гиперболы около 
ея поперечной оси СС’. 


Фиг. 297. 


К десимитотическ!й конусъ. 


523. Гиперболоиды называются сопряженными, когда они имЪютъ 
одинъ и тоть же центръ и однф и тв же оси по величин и направле- 
нНо, и когда дфйствительныя оси одного гиперболоида будуть мнимыми 
осями другаго. Ясно, что уравнеше 

и д 
выражаетъ два сопряженные гиперболоида. Сзкущая плоскость, проведен- 
ная черезъ ось ОЙ, пересъкаетъ эти дв» поверхности по гиперболамъ; 
поперечная ось гиперболы, расположенной на гиперболоидв о двухъ по- 
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лостяхъ, есть лишя СС’; гипербола, расположенная на гиперболоидв объ 
а одной полости, имзетъ поперечною осью д1аметръ, по 
которому сфкущая плоскость пересвкаетъ горжевый 
эллипеъ. Пусть у = 725 будеть уравнеше сзкущей 
плоскости; . тогда уравнеше 
-5 Е в — =1 
а? 5" с , 
которое получается отъ исключешя 9, опредълитъ 
проекци кривыхъ пересфченя на илоскость ХОЙ; 
эти кривыя проекши суть сопряженныя гиперболы, 
обшя асимптоты которыхъ суть дв прямыя, выра- 
жаемыя уравнешемъ 


2% 3 
аа 
Если къ этому уравненю прибавимъ уравнене сЪкущей плоскости 
9 —=т4, то получимъ асимптоты гиперболъ въ пространствф. Предста- 
вимъ дфйствительно, что сфкущая плоскость обращается около оси ОЙ, 
тогда эти асимптоты опишутъ конусъ, который мы будемъ называть асимя- 
тотическимь конусомз гиперболоидовъ. Исключивъ перемфнный пара- 


метръ т изъ двухъ предъидущихъ уравненй, получимъ уравнеше этого 
конуса 


Г] 2 2 
-. -*, 5. = = 0. 

Такимъ образомъ, два сопряженные гиперболоида имфютъ одинъ и тотъ же 
асимптотическй конусъ. Гиперболоидъ о двухъ полостяхъ расположенъ вну- 
три конуса; гиперболоидъ объ одной полости снаружи (фз. 298). 

Вообще асимптотическй конусъ есть геометрическое м®сто асимптотъ 
всБхъ гиперболъ, получаемыхъ въ сфчевши въ двухъ поверхностей плос- 
костями, проходящими черезъ центръ. Дфйствительно, пусть 2 = 1х - пу 
будетъь уравнеше сзкущей плоскости; тогда кривыя пересвчешя будутъ 
имфть проекщами на плоскость ХОУ 


ы с 


асимптоты выразятся уравнешемъ 


п И 1. 


гр А 


а 63 с ф 


ГИПЕРБОЛОИДЫ, 441 


вмфетв съ уравнешемъ сБкущей плоскости. Изъ этихъ двухъ уравненй 
можно въ одно время исключить два перемённые параметра 12 и п, и мы 
получимъ асимптотическй конусъ | 

Ор иЕ ЕП 

а м: 
Замфтимъ, что если гипербола будетъ отнесена къ ея осямъ и если въ 
уравнен1и отбросимъ постоянный членъ, то получимъ асимптотическй ко- 
нусъ; а если перем$нимъ знакъ у этого постояннаго члена, то получимъ 
сопряженный гиперболоидъ. Изъ Формулъ преобразован!я координатъ видно, 
что это же свойство будетъ имЪть мфсто и въ томъ случа®, когда поверх- 


ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ, проходащимъ 
черезъ центръ. 


Шлоскй я съчеша. 


524. Разсмотримъ поверхности, выражаемыя уравненемъ 
з з з 
(6 ВЕ 


въ которомъ А означаетъ произвольный параметръ. Если этому параметру 
дадимъ величины == 1 или 0, то получимъ два сопряженные гипербо- 


доида и ихъ асимптотичесвй конусъ. Если эти поверхности пересёчемъ 
одною и тою же плоскостио 


Аз - Ву -- 02= 
то уравнене проекщй кривыхъ пересвчен1я на плоскость ХОУ будетъ 


з * а и з 
яя - к =; 

такъ какъ параметръ А входитъ только въ постоянный членъ, то отсюда 
слфдуетъ, что проекщи кривыхъ, а сл$довательно, кривыя въ простран- 
ствф подобны; потому что это суть сфчешя подобныхъ цилиндровъ парал- 
лельными плоскостями ($ 482); кромБ того, он концентричны, если онф 
имфютъ центръ; если это будутъ параболы, то он будуть имЪфть одинъ 
и тотъ же параметръ, и, слБдовательно, будутъ равны. 

525. Отсюда сльдуетъ, что для опредфлен!я рода сфчешя гипербо- 
лоида плоскостю Р, достаточно разсмотрёть съчеше асимптотическаго ко- 
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нуса тою же плоскостю. Кром того извфстно, что параллельныя сфчен!я 
подобны. 

Черезъ центръ проведемъ въ точкЪ Р параллельную плоскость Р; здесь 
надо различать три случая: 1) Если плоскость Р’ будетъ пересфкать ко- 
нусъ только въ одной точкЪ, то одна пелость этого конуса будетъ рас- 
положена по одну сторону этой плоскости, другая по другую сторону; 
очевидно, что паралзельная плоскость Р пересфчетъ всё прямыя одной и 
той же полости и, сяБ довательно, опредфлитъ на конусё сомкнутую кри- 
вую, которая будетъ эллинсъ; сЪчешя, сдфланныя той же плоскостю въ 
гиперболоидахъ, будутъ также эллипсы. 2) Если плоскость Р” будетъ пе- 
ресъкать конусъ по двумъ прямымъ, то каждую изъ полостей она раздз- 
литЪ на дв$ части, расположенвыя по об стороны этой плоскости; па- 
раллельная плоскость Р пересфчетъ часть каждой полости, которая съ 
плоскостю Р’ находится по одну сторону плоскости Р!, и, саБдовательно, 
пересфчеть конусъ по двумъ отдфльнымъ вфтвямъ, составляющимъ гипер- 
болу. Если образующая конуса будетъ приближаться къ одной изъ обра- 
зующихъ, находящихся въ плоскости Р’, то она будетъ параллельна плос- 
кости Р и точка пересвченя удалится въ безконечность; слфдовательно, 
асимптоты гиперболы будутъ параллельны прямымъ, расположеннымъ въ 
плоскости Р/. 3) Наконецъ, если плоскость Р’ будетъ касательная къ 
асимптотическому конусу, то одна изъ полостей будетъ расположена вся 
съ одной стороны этой плоскости, другая полость — съ другой стороны, 
исключая ребро соприкосновеня, которое находится въ плоскости. Въ 
этомъ случаЪ плоскость, параллельная Р, пересфчетъ только ту полость, 
которая находится съ плоскостю Р по одной сторонф плоскости Р’и 
пересвчетъ ее по безконечной вЪтви, т. е. по параболЪ. 


Даметральных илоскоста и дламетры. 


526. Если будемъ разсматривать поверхности, выражаемыя уравне- 
шемъ (4), то даметральная плоскость, сопряженная прямой 


пы 
(5) ве 
выразится уравненемъ 
(6) я Ни и 0. 


Эта плоскость есть одна и та же въ двухъ гиперболоидахъ и въ асимп- 
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тотическомъ конус$; это можно было знать & рмог1. Дфйствительно, раз- 
смотримъ сЪкущую, которая пересфкаетъ конусъ въ двухъ точкахъ; плос- 
кость, проведенная черезъ эту сфкущую и центръ, пересфкаетъ конусъ 
по асимптотамъ гиперболъ, опредфляемыхъ этою плоскостю въ гипербо- 
лоидахъ; такъ какъ части этой сфкущей, заключающияся между гипербо- 
лами и асимптотами, равны, то отсюда заключаемъ, что хорды имфютъ 
одну и ту же средину. 

527. Родъ сфченя, опредфляемаго даметральною плоскостю, зависитъ 
отъ направления хордъ. Черезъ центръ проведемъ линю, параллельную 
хордамъ; если эта прямая будетъ находиться внутри асимптотическаго ко- 
нуса, то очевидно, что всякая сфкущая пересфчетъ об% полости конуса и, 
слфдовательно, средина будетъ находиться между двумя полостями; такъ 
какъ вс точки даметральной плоскости находятся между двумя поло- 
стями, то она пересзкаетъ конусъ въ точкф. Такъ какъ гиперболоидъ объ. 
одной полости находится снаружи асимптотическаго конуса, то онъ пере- 
сфкается дламетральною плоскостю по дфйствительному эллипсу; этотъ 
эллипсъ есть кривая соприкосновеня цилиндра, образующя котораго па- 
раллельны сфкущимъ и который описанъ около гиперболоида; . этоть ци- 
линдръ находится внутри гиперболоида. Такъ какъ гиперболоидъ о двухъ 
полостяхъ находится внутри авимптотическаго конуса, то д1аметральная 
плоскость не пересЪкаетъ поверхности; въ этомъ случа ни одна изъ с$- 
кущихъ не будетъ касательною, и мы не получимъ цилиндра, описаннаго 
около этого направления. 

Если прямая, проведенная черезъ центръ, будетъ находиться вн 
асимптотическаго конуса, то параллельная, пересфкая конусъ, пересфчетъ 
одну и ту же полость въ двухъ точкахъ и, слВдовательно, средина бу- 
детъ находиться внутри конуса; даметральная плоскость, находящаяся 
внутри конуса, пересзчетъ этотъ конусъ по двумъ прямымъ и, слФдова- 
тельно, пересфчетъь гиперболоидь по сопряженнымъ гиперболамъ. Каждая 
изъ этихъ гиперболъ будетъ кривая прикосновеня описаннаго цилиндра, 
ребра котораго параллельны данному направлентю. 

528. Есть случай, въ которомъ не бываетъ д!аметральной плоскости; 
это будетъ тогда, когда прямая, проведенная череэъ центръ, будетъ при- 
надлежать асимптотическому конусу; въ этомъ случа всякая параллель- 
ная ливня пересфкаетъ поверхность только въ одной точкЪ и средина бу- 
детъ находиться въ безконечности. Однако, уравнение (6) выражаетъ также: 
плоскость, проходящую черезъ центръ; это есть предфльное положене, 
къ которому приближается даметральная плоскость, когда прямая (5) бо- 
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лЪе и бодЪе приближается къ конусу. Уравнеше касательной плоскости 
къ конусу въ точкВ (5; У, 2) есть 


аи «= 0; 


если точка прикосновеня будетъ принадлежать прямой (5), то это урав- 
нене будетъ 


«Хх | У #__ 
а Ры — а=0. 


Это есть уравнене (6); такимъ образомъ, когда сЪкущия будутъ парал- 
лельны ребру асимптотическаго конуса, то плоскость (6) совпадетъ съ 
касательною плоскост!о къ конусу, по направленю этого ребра. 

529. Такъ какъ съчен!я, сдЪланныя въ гиперболоидахъ и въ асимп- 
тотическомъ конусф одною и тою же плоскостю, концентричны, то гео- 
метрическое мЪсто центровъ параллельныхъ сЪчешй будетъ одинаково 
какъ въ гиперболоидахъ, такъ и въ конусЪ; но очевидно, что въ сл$д- 
стыи подоб!я въ конусЪ это геометрическое место будетъ прямая, прохо- 
дящая черезъ вершину конуса. 

Если съчешя будутъ эллипсы, то геометрическое мвсто центровъ иди 
А1аметръ, находясь внутри конуса, пересъчетъ гиперболоидъ о двухъ по- 
лостахъ, но не пересъчетъ гиперболоидъ объ одной полости. Если сБченя 
будуть гиперболы, то маметръ, находясь вн конуса, пересъчетъ, на- 
оборотъ, гиперболоидъ объ одной полости, но не пересЪчетъ гиперболоидъ 
о двухъ полостяхъ. Систему трехъ сопряженныхъ Даметровъ гиперболо- 
ида объ одной полости мы получимъ, взавъ какой-нибудь даметръ и въ 
сопряженной л1аметральной плоскости два сопряженные Даметра сЪчевя. 
Очевидно, что два изъ этихъ трехъ сопряженныхъь даметровъ О), ОЕ 
всегда дЪйствительны, а третй ОЕ — мнимый. Дъйствительно, если пер- 
вый Маметръ будетъ дЪйствительный, то д1аметральная плоскость, какъ 
было сказано ($ 527), пересъчетъ поверхность по гиперболЪ, въ которой 
второй д1аметръ будетъ дфйствительный, третй мнимый. Если, наобо- 
ротъ, первый д1аметръ будетъ мнимый, то дламетральная плоскость пере- 
съчетъь поверхность по дЪйствительному эллипсу, въ которомъ оба сопря- 
женные д!аметра будутъ дьйствительные. Уравнеше поверхности, отне- 
сенной къ ея сопряженнымъ д1аметрамъ, будетъ имфть видъ 


Два сопряженные гиперболоида, имъюще одинъ и тотъ же д1аметръ для 
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одного и того же ряда сЪкущихъ плоскостей, имфютъ однё и тБ же си- 
стемы сопряженныхъ д1аметровъ; только одинъ д1аметръ, дёйствительный 
въ одномъ гиперболоидё, будеть мнимымъ въ другомъ, такъ что въ ги- 
пербозоидв о двухъ полостяхъ изъ трехъ сопряженныхъ д!аметровъ два 
всегда мнимые и одинъ дфйствительный. Чтобы составить системы сопря- 
женныхъ д1аметровъ, мы провели черезъ центръ первую прямую произ- 
вольно; но надобно, чтобы эта прямая не принадлежала асимптотическому 
конусу. 

530. Теперь легко дополнить сказанное о плоскихъ сфчешяхъ въ ги- 
перболоидахъ. Вообразимъ, что поверхность отнесена къ систем сопря- 
женныхъ д1аметральныхъ плоскостей, изъ которыхъ одна была бы парал- 
лельна сЪкущей плоскости; тогда уравнеше будетъ имЪть видъ 

И Ву, 

а" . 6 сз 
Разсмотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Если сБкущая плос- 
кость будеть параллельна плоскости ООЕ, то сфчеше будетъ эллипсъ 


з з з 

дНрая 
всегда дьйствительный, центръ котораго находится на мнимомъ д1аметрь 
ОГ и который неопред$ленно увеличивается, по мЪрв того, какъ сфкущая 
плоскость удаляется отъ даметральной плоскости. Если сфкущая плос- 
кость будетъ параллельна плоскости ЕОЕ, то сфчеше будетъ гипербола. 

т 

фз с" — а’ 
центръ которой находится на дЬйствительномъ даметрв ОШ и асимптоты 
которой параллельны асимптотамъ гиперболы, опредфаяемой д1аметральною 
паоскостю 1 = 0+ эта гипербола имфетъ также два сопряженные даметра 
соотвфтственно параллельные ОЕ и ОГ. При измвнени х отъ 0 до а’, 
дъйствительный даметръ становится параллельнымь ОЕ и уменьшается 
оть 6’ до 0; при х = а’ гипербола обратится въ двз прямыя, проходя- 
ия черезъ точку О, а паоскость обратится въ касательную къ поверх- 
ности въ точкё 0. Когда х возрастаетъ отъ а’, действительный д1аметръ 
будетъ наобороть параллелень ОК и уменьшается отъ нуль до безко- 
нечности; гипербола перемёнитъ расположен!е; прежде она была располо- 


жена въ углахъ асимптотъ, которыя заключаютъ даметрь ОЕ; теперь 
она пойдетъ въ углахъ дополнительныхъ. 
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531. Разсмотримъ теперь гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. Сфченя 
паразлельныя плоскости ООЕ будутъ эллипсы. 


г / 2 
о ао 


центры которыхъ находятся на дфйствительномъ даметрь ОЕ; при изм%- 
нени 2 отъ 0 до с’, эллипсъ будетъ мнимый; при 2 — с’, онъ обратится 
въ точку; если 2 возрастаетъ начиная отъ с’, то эллипеъ будетъ дЪйстви- 
тельный и неопредфленно увеличивается. Съчен!я, параллельныя плоскости 
ЕОЕ, суть гиперболы 


у 2 И 2* 


а — а” 
дъйствительный даметръ которыхъ всегда параллелень ОК и неопредъ- 
ненно увеличивается. Эта гипербола имфетъ всегда одинаковое распо- 
ложеше. 

532. До сихъ поръ мы говорили только объ эллиптическихъ и гипер- 
болическихъ сфченахъ. Предъидущее преобразоваше не можетъ быть бо- 
ле выполнено, когда съкущая плоскость будетъ параллельна касательной 
плоскости, проведенной къ асимптотическому конусу; въ этомъ случа$ 
<вчеше будетъ парабола, равная той парабол$, которую опредФляетъ сф- 
кущая плоскость на асимптотическомъ конусЪ, и очевидно, что въ сл$дств!е 
подоб1я параметръ параболы, происходящей отъ пересфченя конуса плос- 
скостпю, увеличивается пропорщюнально разстояню этой плоскости отъ 
центра. 

Чтобы опредфлить положене кривой, возьмемъ уравнеше гиперболоида 
въ боле простомъ видф. Возьмемъ за ось у ребро, по которому каса- 
тельная плоскость къ асимптотическому конусу касается этого конуса 
{физ. 299); за ось & другое ребро асимптотическаго конуса, а за ось х 
даметръ сопряженной плоскости УОЙ; тогда уравнеше гиперболоидовъ 
будетъ имЪть видъ 


(7) Ал? + Ву: = == 1; 


потому что оно не должно содержать члена первой степени и если сд$- 
лаемъ х —= 0, то должны получить уравнене гиперболы, отнесенной къ 
ея асимптотамъ. Можно всегда положить, что два постоянныя Аи В 
суть величины положительныя. Поверхность будетъ гипсрболоидъь объ 
одной полости или о двухъ полостаяхъ, смотря по тому, будетъ ли вторая 
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часть положительная или отрицательная, потому что плоскость 2 —= 0 въ 
первомъ случаз пересфкаетъ поверхность, а во второмъ случа$ не пе- 
ресъкаетъ. Сфчеше двухъ поверхностей плоскостю УХО суть сопря- 
женныя гиперболы. Уравнен!е асимптотическаго конуса есть 


Аз* -- Ву: = 0; 


это уравневше показываетъ, что плоскости ХОУ и ХОД касаются конуса по 
ребрамъ ОУ и ОЙ. Если поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полости, 
то она пересфкается плоскостю 2 — 0 по направленно двухъ прамыхъ АВ, 
А’В’ паралдлельныхъ ОУ (фил. 299); всякая параллельная плоскость 2=у пе- 
ресъкаеть поверхность по параболв Аз” -- Вуу == 1, даметръ которой 
есть сл5дъ СШ скущей плоскости на плоскость УОЙ. Конецъ С этого 
маметра принадлежитъ гиперболь @Н, С”Н’, по которой плоскость У0Й 


Фиг. 299. Фиг. 300. 


пересвкаетъ поверхность. Направлене даметра изм$няется съ знакомъ у. 
Съчен!я, сдфланныя въ гиперболоидв объ одной полости плоскостями 
2=—= == у, имфетъ расположеше показанное на Фиг. 299. Если двЪ сЪку- 
пя плоскости приближаются къ плоскости ХОХ, то точки С и С’ уда- 
ляются неопредзленно по двумъ вЪтвямъ гиперболы С С’б’, и объ па- 
раболы приближаются къ систем® двухъ параллельныхъ прямыхъ АВ, А’В’. 

Если поверхность будетъ гиперболоидъ о двухъ полостяхъ, то плос- 
кость 2 =0 не пересъчетъ поверхность, и об параболы, опредфляемыя 
плоскостями 2 = Ну, будутъ имЪфть .расположене, показанное на Фиг. 
300. Если у приближается къ нулю, то обв параболы удаляются въ без- 
конечность. 
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Шруковых сфчеша. 


533. Разсмотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Въ слВд- 
стве разсужденй, сдЪланныхъ относительно эллипсоида (6 518), уви- 
димъ, что д1аметральная плоскость, которая пересъкаетъ гиперболоидъ по 
кругу, должна проходить черезъ одну изъ дьйствительныхь осей поверх- 
ности. 

Если плоскость ВОО (физ. 301), проведенная черезъ ось ОВ, бу- 
деть пересфкать поверхность по эллипсу, то 
одна изъ осей эллипса будетъ ОВ, другая бу- 
детъ слдъ сЪкущей плоскости на плоскость 
ХОЙ; но лимя ОШ боле ОА; чтобы ОШ было 
равно ОВ, необходимо, чтобы ОВ было больше 
ОА. Такимъ образомъ, сБкущая плоскость прой- 
детъ черезъ наибольшую ось ОВ горжеваго эл- 
дипса. Изъ точки О, какъ центра, радусомъ, 
равнымь ОВ, опишемъ въ плоскости ХОЙ 
кругъ, который пересъчетъ гиперболу въ двухъ 
точкахъ О, 0’; дв плоскости ВО), ВОО’ пе- 
ресвкутъ гиперболоидъ по двумъ кругамъ. 

Всякая плоскость, параллельная одной изъ этихъ плоскостей, пересъ- 
четъ данный гиперболоидъ, асимптотическай конусъ и сопряженный гипербо- 
лоидт по кругамъ. Если поверхность будетъ поверхность вращен!я, то оба 
ряда круговыхъ сБчен!Й сольются и будутъ перпендикулярны къ оси вращеня. 

Какъ было уже замфчено относительно эллипса ($ 518), существова- 
ве круговыхъ сфченй можно видфть изъ самаго уравнешя. Разсмотримъ 
въ частности конусъ 


Фиг. 301. 


2? и с | 
Ти в=0 
представимъ это уравнене въ видЪ 
же у-+ 1 1 1 1\. 
(а) (вы) 


1 1 1 1 
означивъ черезъ т И Р положительныя количества м И ис + 8 


2 х 2 г 
МЪ ти — — —=мии- — = ва ряда кру- 
увидимъ, что плоскости — = и - а В даютъ два ряда кру 
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говыхъ сЪчешй; тогда уравнене покажетъ, что произведеше синусовъ 


угловъ, образуемыхъ какимъ-нибудь ребромъ конуса съ двумя круговыми 
х* 2 
плоскостями тез = п: = 0, есть величина постоянная. 


Черезъ центръ проведемъ плоскость, которая пересвчетъ конусъ по 
двумъ ребрамь ОМ, ОМ’, а круговыя плоскости по двумъ прямымъ ОР, 
00); означимъ черезъ х и В углы, образуемые ребромъ ОМ съ круговыми 
плоскостями, черезъ <” и В’ углы, образуемые ребромъ ОМ!’ съ тёми же 
плоскостями; кромЪ того черезъ у и 9 назовемъ углы съкущей плоскости 
съ круговыми плоскостями; тогда получимъ | 


Ш < —= зш МОР эт у, эт В = вт МО© в 3 
вт @' — вш М’ОР вшу, вт В! = эш М’О© з1 3; 


изъ уравненя зш язш В —= вш <’ вш В’ находимъ 
зт МОР эт МО@ — зш М’ОР эш М’ОО. 


Отсюда видно, что углы МОР, М/О© равны. 

Такимъ образомъ, если съкущая плоскость, проведенная через 
центр, пересъкаетз конус по двумз ребрамз, то эти ребра состав- 
ляютз 65 слюдами спкущей плоскости, на крушвыя плоскости, рав- 
ные узлы. Если плоскость будетъ касательная, то ребро прикосновеня 
составляетъ равные углы съ слфдами касательной плоскости на круговыя 
плоскости. 

534. Изъ предъидущаго сл$дуетъ, что всямй конусъ втораго порядка 
можно разсматривать двоякимъ образомъ, какъ 
наклонный конусъ съ круговымъ основашемъ. 
Если будетъ данъ наклонный конусъ съ круго- 
вымъ основанемъ, то легко доказать геометриче- 
ски существсване втораго ряда круговыхъ с$- 
чешй. Пусть 3 будетъ вершина наклоннаго ко- 
нуса, имфющаго основанемъ кругъ АВ (фи. 
302); черезъ прямую 530, соединяющую вер- 
шину съ центромъ О основан!я, проведемъ плоскость АЗВ перпендику- 
лярную къ плоскости основанЁя; такъ какъ всякая плоскость, параллельная 
основанию, пересъкаетъ конусъ по кругу, даметръ котораго есть слЪдъ 
съкущей плоскости ва плоскость АБВ, то отсюда сафдуетъ, что эта 
плоскость АЗВ дъзить конусъ ва дВЪ симетричныя части; слБдо- 


вательно, это есть Главная плоскость, и система двухъ прямыхъ ЗА 
Брю ц Буке. ГЕОМЕТЬЯ. 29 


Фиг. 302. 
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и ЭВ есть соотвзтствующее главное сфчеше. Проведемъ въ главной п.ло- 
скости АЗВ лимю В’А’ непараллельную АВ, т. е. такую, чтобы уголъ 
БА 'В’ былъ равенъ ЗАВ; потомъ черезъ прямую А’В’ проведемъ пло- 
скость, перпендикулярную къ главной плоскости АЗВ; тогда. сЪченше ко- 
нуса этою плоскостюо будетъ кругъ В’НА’. Дъйствительно, черезъ ка- 
кую-нибудь точку Н кривой В”НА’ проведемъ плоскость, параллельную 
основаншю; эта плоскость пересЪкаетъ конусъ по кругу, а плоскость В’НА’ 
по лини НТ, перпендикулярной къ главному сфченю. Въ кругБ ОНЕ 
мы имъемь НР —= ОГ. Е; съ другой стороны изъ подобныхъ треуголь- 
никовъ ОТВ’, ЕТА’ находимъ РТ.ГЕ=В'Т.ТА!; слъдовательно, НТ*—В'Т.ТА’; 
поэтому точча Н есть точка круга, описаннаго на В’А’, какъ на да- 
метр. Съченя, параляельныя В'НА! называются непараллельными ос- 
нованямъ. 

Линн, дзаящая угодъ АЗВ пополамъ, есть внутренняя ось конуса; 
лин я, дФаящая дополнительный уголъ пополамъ, есть вторая ось; пер- 
перпендикуляръ, проведенный изъ вершины 8 къ главной плоскости АЗВ, 
есть третья ось. Такимъ образомъ мы опредфлимъ три оси и три главныя 
пзоскости конуса. 


трямолинебяыя образующ!я глоербололда объ одчой полости. 


535. Мы видваи (6 427), что если прямая имфетъ болбе двухъ то- 
чекъ на поверхности втораго порядка, то она вся находится на поверх- 
ности. Въ слЬдетве этого понятно, что нельзя помфетить на эллипсоидь 
часть дьйствительной прямой, какъ бы она ни была мала; дЪйствительно, 
если эта часть прямой имфла бы только три общая точки съ поверхно- 
стпо, то неопредъленная прямая была бы расположена вся на поверхно- 
сти, и очевидно, что неопредьленная прямая не можетъ ‚ принадлежать 
ограниченной поверхности, какъ эллипсоидъ. Невозможно также пом$- 
стить прямую на гиперболоидв о двухъ полостяхъ; замётимъ прежде, что 
эта прямая не можетъ быть перпендикулярна къ дъйствительной оси, 
такъ какъ всЪ сфчешя, перпендикулярныя ‘къ этой прямой, суть эллипсы; 
поэтому прямая будетъ идти отъ одной полости къ другой, и средняя часть 
ве будетъ принадиежать поверхности. Въ гиперболоид$ объ одной полости, 
такой невозможности не существуетъ. При изучении плоскихъ с5чешй ($530) 
мы видфди, что если сЪкущая плоскость, проведенная черезъ точку по- 
верхности, будетъ паразлельна д1аметральной плоскости, сопряженной дёа- 
метру, проходящему черезъ эту точку, то сБчеше будетъ дв ирямыя. 
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Отсюда слфдуеть, что черезъ всякую точку поверхности проходятъ двЪ 
прямыя, расположенныя всЪ на поверхности. Мы разсмотримъ `свойства 
прямыхъ, расположенныхъ на гиперболоидв объ одной полости; но прежде 
мы докажемъ основную теорему. 

536. Пусть М будетъ какзя-нибудь точка поверхности; за ось 2 возь- 
мемъ д1аметръ, который проходитъ черезъ эту точку; за 6еи У и 2 два 
сопряженные д1аметра соотвзтствующаго д!аметральнаго с5чен!я; тогда 
уравнеше гиперболоида будетъ вида 


- Если поверхность пересвчемъ плоскостю х — а!, то получимъ двъ 
прямыя 


. 


Такимъ образомъ, черезз всякую точку М поверхности проходять 
‚00% прямыя, расположенныя на поверхности. 

Мы замътили ($ 490), что касательныя ко всЪмъ кривымъ, проведен- 
нымъ черезъ одну точку на поверхности второй степени, находятся въ 
одной и той же плоскости; исключеше составляеть вершина конуса. 
Черезъ точку М проходятъ двЪ прямыя, находямуяся на поверхности; по- 
этому плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость. Че- 
резъ точку М невозможно провести третью прямую, которая находилась 
бы на поверхности; потому что эта прямая заключалась бы также въ ка- 
сательной плоскости 1 —= а', а эта нлоскость пересфкаетъ поверхность 
только по двумъ прямымъ. 

Замфтимъ также, что поверхность пересЪкается касательною плоско- 
стю; одна часть находится съ одной стороны этой плоскости, другая съ 
другой. | 

537. Принимая ту же систему координатъ, уравнеше асимитотиче- 
скаго конуса будетъ 


д’ у р 
РГ фз ты © —— 


если конусъ пересъчемъ плоскостю х == 0, то получимъ два ребра 
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Эти лва ребра соотвфтственно параллельны двумъ прямымъ, опредЪ- 
ляемымъ плоскостю 1 = а’ на поверхвости гиперболоида. 

Такимъ образомъ, ирямыя, расположенныя на итерболоидъ, соот- 
вътственно параллельны ребрамз асимптотическоло конуса. 

Если поверхность пересвчемъ плоскостю у —=— а’, то получимъ дв 
прамыя, пзраллельныя предъидущимъ лин!ямъ; такимъ образомъ прямыя, 
которыя проходятъ черезъ двз точки М и М’, симметричныя относительно 
центра, соотвътственно параллельны между собой и тЬмъ же ребрамъ 
асимптотическаго конуса. 

538. Мы покажемъ, что прямыя, расположенныя на гиперболоидф, 
‘можно раздфлить на два ряда, изъ которыхъ каж- 
дый составляетъ всю поверхность. Это 'раздфле- 
не и положене прямыхъ удобно опредзаяютъ съ 
помощию горжеваго эллипса. 

Такъ какъ черезъ каждую точку поверхно- 
сти проходятъ двф прамыя, то ясно, что черезъ 
каждую точку О горжеваго эллипса проходятъ 
двф прямыя ОС, ОН расположенныя на по- 
верхности (фи. 303). 

Если, принимая за ось 2 мнимую ось поверхности, за ось х возьмемъ. 
Даметрь ОП горжеваго эллипса, а за ось у сопряженный даметръ ОЕ, 
то уравнеше гиперболоида будетъ 


Фиг. 303. 


2 У“ 7% 
ат Н т — зн = 1. 

Плоскость х —= а’, проведенная черезъ точку ПО параллельно плоско- 
сти ОЕ, иметь сльдомЪ на плоскости горжеваго эллипса касательную 
къ этому эалипсу; эта плоскость пересфкаетъ гиперболоидь по двумъ 
прамымъ 

У 

ут — в = 6, 
которыя проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательной ЭТ. 
Такимъ образомъ, всякая касательная, проведенная кз зоржевому эллитсу, 
есть проекщя двухз прямых, расположенныхь на зитерболоидъ. 

Уравнене асимптотическаго конуса есть 

ее ы у“ 22 
ав Г — в 
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плоскости х ==0 онъ пересфкается по двумъ прямымъ ОС,, ОН,, урав- 
нения которыхъ суть 

О 

ь' А. 

и которыя соотвЪтетвенно параллельны двумъ прямымъ ОС, ОН, распо- 
ложеннымъ на гиперболоидв. Такъ какъ обЪ оси кординатъ ОЕ, ОЙ перпен- 
дикузарны, то изъ предъидущаго слфдуетъ, что прямыя ОС, ОН состав- 
ляють съ плоскостйо горжеваго эллипса или съ линею, проведенною черезъ 
точку О параллельно оси ОЙ, равные углы; если черезъ у назовемъ этотъ 
поедЪднй уголъ, то получимъ 


’ 


Шу=-- 


539. Представимъ себф, что точка О двигается по горжевому эллипсу 
въ направлени АЗ; тогда вс$ прямыя, внзшня части которыхъ надъ 
плоскостню горжеваго эллипса составляютъ съ касательными, взятыми по. 
направленю движен!я, острые углы, образуютъ первую систему; вс тв 
прямыя, внъшыя части которыхъ составляютъ съ этою же кзсательною 
тупые углы, образуютъ вторую систему. Такимъ образомъ прямая ОС 
принадлежитъ первой систем$, прямая ОН второй. Ясно, что эти двЪ 
системы, по нашему опред5лентю, содержатъ всё прямыя, расположенныя 
на поверхности. Замфтимъ прежде, что какая-нибудь прямая, находя- 
щаяся на поверхности, не параллельна плоскости горжеваго эллипса; потому 
что сБченя, параллельныя этой плоскости, суть эллипсы; слЪдовательно, эта 
прямая пересъчетъ плоскость въ точкь О эллипса; но черезъ точку О 
проходятъ только двз прямыя ОС, ОН, изъ которыхъ одна принадле- 
жить первой системБ, другая второй; слЪдовательно, разсматриваемая 
прямая совпадетъ съ одной изъ этихъ двухъ прямыхъ. 


Если въ то же время, какъ точка О) двигается по эллипеу, уголъ у 
/ 


будетъ измёняться по Форму фапо у == т, то прямая ШС посльдова- 
тельно совпадаетъь съ прямыми первой системы, прямая НО совсЪми 
прямыми второй системы. Очевидно, что каждая изъ нихъ образуетъ цф- 
лую поверхность гиперболоила. Такимъ образомъ гиперболоидъ объ одной 
полости есть прямолинейная поверхность, которая можетъ быть образована 
двоякимъ движешемь прямой лини. Вотъ почему прямыя каждой системы 
называются ирямолинейными, образующими гиперболоида- 

Раземотримъ измфнен1е угла у. Этотъ уголъ имфетъ наименьшую ве- 
личину тогда, когда прямая проходить черезъ одинъ изъ концевъ В боль- 
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шей оси горжеваго эллипса; наибольшая же’ величина его будетъ тогда, 
когда эта прямая проходитъ черезъ одинъ изъ концевъ А малой оси. 
При перемвщенм точки О отъ В кь А, уголь у возрастаетъ отъ наи- 
меньшей его величины до наибольшей; потомъ этотъ уголъ уменьшается и 
снова увеличивается ит. д. Если а —, т.е. если горжевой эллипсъ будетъ 
кругъ, то уголъ у будетъ постоянный и каждая изъ двухъ прямыхъ ОС, 
ОН, обращаясь около ОЙ, образуетъ поверхность; это есть гиперболоидъ 
вращен!я объ одной полости, который мы уже разсматривали, какъ при- 
мфръ поверхностей вращения ($ 469). 

540. Такъ какъ каждая изъ движущихся прямыхъ образуетъ полную 
поверхность, то очевидно, что одна изз двух 
прямыхь, которыя проходят» черезз какую-` 
нибудь точку повертности, принадлежить 
*5 первой системь образующихь; друзая 
«5 друюй системъ. Впрочемъ, въ этомъ 
легко убздиться, построивъ эти двф прямыя по- 
мощню горжеваго эллипса. Пусть М будетъ 
= - точка поверхности, которая, положимъ, нахо- 
дится надъ плоскостию горжеваго эллииса (физ. 
304); эта точка проектируется на эту плоскость 
вЪ точкв 1 внф эллипса; черезъ точку 2 про- 
ведемъ касательныя 70, тЁ къ эллипсу; черезъ 
точку прикосновения Г) первой касасательной про- 
ведемъ прямую ОС первой системы и черезъ 
точку прикосновеншя Е второй касательной прямую ЕГ, второй системы. 
Проектирующя плоскости СОт, ГЕт этихъ двухъ прямыхъ пересЪкаются 
по прямой ММ’ перпендикулярной къ плоскости горжеваго эллипса; этотъ 
перпендикуляръ, возставленый изъ точки 7, пересвкаетъ поверхность въ 
двухъ точкахъ, изъ которыхъ одна есть точка, находящаяся надъ плоско- 
стю элаипса, другая есть симметричная точка М’, находящаяся подъ 
поверхностно. Прямая ОС, образующая съ От острый уголъ, пересъ- 
каетъ внфшнюю часть М прямой ММ’ и проходить черезъ точку М, 
потому Что эта внёшняя часть пересъкаелъ поверхность только въ одной 
точк®. Точно также прямая Е], образующая съ продолжешемъ тЕ ту- 
пой уголъ, или съ Ет острый уголъ, пересзкаетъ внзшнюю часть М 
той же прямой въ той же точкз М. Такимъ образомъ черезъ точку М 


проходятъ двё прямыя МО, МЕ, изъ которыхъ одна принадлежитъ пер- 
вой системъ, другая второй. 


Фиг. 304, 


м’ 


1-е --- 
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541. Мы видфли ($ 538), что прямолинейныя образующия поверх- 
ности проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательнымъ 
къ этому эллипсу. То же самое свойство имфетъ мЪсто относительно каж- 
дой изъ главныхъ плоскостей. 

Разсмотримъ главную плоскость ОСА, проведенную черезъ мнимую 
ось ОС и черезъ одну изъ осей ОД горжеваго фиг. 305. 
эллииса (фил. 305). По предъидущему докажемъ, 
что касательная МО, въ точкё М къ главной 
гиперболъь есть проекшя двухъ прямыхъ МО, 
МО’ расположенныхъ на поверхности. Если 


ни 


и 
и 
14 

и 

/ м 


И 
точка М удаляется по гиперболБ въ безконеч- хе — Ри 
ность, то касательная П.М приближается къ / 9 Их ;: 
асимптоть ОН,; эта асимптота есть проекщя о 
двухъ прямыхъ ВН, ВН’, проходящихъ черезъ . С у 
концы другой оси горжеваго эллипса. Другая к. 
ассимитота ОС, есть проекщя прамыхъ ВС, о 


В’Сг, проходящихъ черезъ эти точки. 

542. Прямолинейныя образующия гиперболоида имфютъ н°$5которыя 
друпл эамфчательныя свойства, которыя мы докажемъ. Пусть Оа, ЕЁ 
(физ. 306) будутъ двБ образующйя различныхъ системъ; эти прямыя 
проектируются на илоскость горжеваго эллипса по касательнымь Ри. Е 
къ этому эллипсу; вообще обЪ касательныя пересъкаются вЪ точкё 9%, а 
0бЪ проектирующия плоскости пересфкаются по прямой ММ’, перпенди- 
кулярной къ плоскости эллипса. Какъ было сказано выше, объ прямыя 
РС, ЕГ,, привадлежация къ различнымъ систе- 


; Фиг. 306. 
мамъ, пересЪкаютъ перпендикуляръ ММ” съ од- 
я бот 
ной стороны плоскости горжеваго эллипса, а с1ф- —\= “ \ | ый ты 
\ м 
довательно пересЪкаются въ точкё М, въ кото- м из. — 
га ; т А 
Е . к с х ! А 
рой этотъ перпевдикуляръ пересъкаетъ поверх о Е ии | \ ] 
вость. Такимъ образомъ вообще лвЪ образую- А у 
. Е Е 
я различныхъ системъ пересъкаются. > и 
: и м 
Можетъ случиться, что проекщи двухъ пря- / `` = и ме 
а ; 
мыхъ будутъ параллельны; это будетъ тогда, вв. 
м Гу 
когда обф прямыя, какъ напримфръ О@, О’НУ, чи 
Уи 
проходятъ череэъ двф даметрально противопо- У» 


ложныя точки О и О” горжеваго эллипса. Въ 
этомЪ случав объ проектирующя пгоскости паралледьны; параллельная 
плоскость, проведенная черезъ центръ, пересфчеть конусъ по двумъ 
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ребрамъ ОС,, ОН,; очевидно, что об образующя О@, О’Н’, парал- 
лельны одному и тому же ребру ОС, асимптотическаго косинуса, а сл$- 
довательно, параллельны между собой. Отсюла заключаемъ, что 06% обра- 
зующия различныхь системь пересткаются или параллельны, т.е. всегда 
находятся вз одной пласкости. 

543. Разсмотримъ теперь двЪ образующия ОС, ЕК одной и той же 
системы. Проектирующия плоскости зтихъ двухъ прямыхъ пересъкаются 
по прямой ММ”, перпендикулярной къ плоскости горжеваго эллинса. Пря- 
мая ОС, образующая съ своею проекщею Ш острый уголъ, перес$- 
каеть прямую ММ’ надъ плоскостио горжеваго эллипса; прямая ЕК, 
образующая съ продолженемъ тЁ острый уголъ, пересфкаетъ эту же 
прямую подъ иплоскостию; плоскость ОММ’, содержащая первую ирямую. 
РО и точку М’ второй, не содержитъ этой втерой прямой; такимъ обра- 
зомъ, об прямыя не находятся въ одной и той же плоскости. 

Можетъ случиться, что проекщи будутъ параллельны. Пусть ОС, О’С’ 
будутъ дв прямыя одной и той же системы, проходявия черезъ дв$ 
даметрально противоположныя точки горжеваго эзллинса; зти двЪ прямыя 
соотвЪтственно параллельны двумъ ребрамъ ОС,, ОН, асимптотическаго 
конуса; плоскость @ШОО’, содержащая первую прямую и точку ТУ 
второй не содержитъ этой второй прямой; такимъ образомъ, обЪ прямыя 
не находятся въ одной и той же плоскости. Отсюда заключаемъ, что двть 
образующия одной и той же системы никода не находятся вё одной 
% той же плоскости. 

544. Каждое ребро ОС, асимптотическаго конуса параллельно двумъ 
образующимъь П@, О’Н’ различныхъ системъ; мы получимъ ихъ слёдую- 
щимъ образомъ. Пусть ОЕ будетъ слвдъ плоскости ОС, на плоскость 
горжеваго эллипса; проведемъ маметрь ОО’ сопряженный ОЕ; такъ какъ 
касательныя въ точкахь Пи О’ параллельны ОЕ, то касательныя плоскости 
СОН, С’ПО’Н’ въ этихъ точкахъ параллельны плоскости ОС, которая 
пересфкаетъ конусъ по лвумъ ребрамь ОС,, ОН;; об® образующия О@ 
Р'’Н! различныхъ системъ параллельны ОС+,; дв друмя образуюция ОН, 
О’С" параллельны ОН,. Невозможно, чтобы третья образующая гинер- 
болоида была параллельна ребру ОС+,; потому что, если бы три образующя 
гиперболоида были параллельны одному и тому же ребру конуса, то двЪ 
принадлежали бы олной и той же систем и были бы параллельны между 
собой, -—— чего не можетъ быть. 

Такъ какъ даметръ ОЛ есть сопряженный плоскости ОЕ или @,ОН,, 
то извфетно ($ 532), что плоскость ООС’ касается конуса по ребру ОС’ 
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Такимъ образомт, нлоскость двухъ парэллельныхъ образующихъ ОС, О’Н’, 
касается асимптотическаго конуса. 

Замфтимъ еще, что три образующия одной и той же системы не мо- 
гутъ быть параллельны одной и той же плоскости; дЪйствительно, про- 
ведя черезъ центръ линм, параллельныя этимъ образующимъ, получимъ 
при различныя ребра асимптотическаго конуса, расположенныя въ одной и 
той же плоскости, — что невозможно. 

545. Помошию предъидущаго мы можемъ различать дв системы 
образующихъ лругимъ способомъ. Пусть ОН будетъ какая-нибудь прямая, 
находащаяся на поверхности; всф прямыя, какъ напримфрь РС, ЕК..., 
которыя пересъкаютъ зту данную прямую, съ прямою 0’С”, которая ей 
параллельна, составляютъ одну изъ системъ, напримзръ, первую систему. 
Вс® другя составляютъ вторую систему. 

546. Мы знаемъ, что для опредфлевя движен!я прямой лини нужно 
три управляюция ($ 460). Возьмемъ за управляюцщёя три опредфленныя 
прямыя А, В, С, принадлежания второй системв, и положимъ, что дви- 
жущаяся прямая скользитъ но этимъ тремъ управляющимъ; если черезъ 
какую-нибудь точку М прямой А и черезъ каждую изъ прямыхъ Ви С 
проведемь плоскость, то пересъчене этихъ двухъ плоскостей опредфлитъ 
положене движущейся прямой, которая проходитъ черезъ зту точку; 
движущаяся прямая, совпадая такимъ образомъ послфдовательно съ всЪми 
прямыми первой системы, образуетъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Точно также движущаяся прямая, скользя по тремъ даннымъ ирямымъ, 
принадлежащимъ къ первой систем, образуетъ гиперболоидъ. | 
. 6547. Мы докажемъ на оборотъ, что движущаяся прямая, которая пе- 
ремфщается по какимъ-нибудь тремъ 
опредфленнымъ прямымъ, не парал- 
лельнымЪъ одной и той же плоскости, 
образуетъ гиперболоидъ. Пусть АЗ, 
СО, ЕЕ будутъ три данныя управ- 
ляющия. Если черезъ каждую изъ 
нихъ проведемъ плоскость параллельно 
одной изъ двухъ другихъ, то полу- 
чимъ шесть плоскостей, которыя обра- 
зуютъ параллеленипедъ. За пачало Ве 
координатъ возьмемъ центръ паралле- „/) 
лепипеда, а за оси координатъ возь- 
мемъ лини, параллельныя ребрамъ, величины которыхъ означимъ черезъ 


Фиг. 307. 
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2а, 26, 9. Уравневя трехъ управляющихъ, какъ он представлены на 
Фиг. 301, суть 


АВ у=— 6 ср Е“ ЕЕ = — а, 
2 = 6, = а, [у = 6. 

Прямую ММ№, пересъкающую двф прямыя АВ, СО, можно разсмат- 
ривать какъ пересъчене двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 
черезъ прямую АЗ, другая черезъь прямую СО; эти дв плоскости вы- 
ражаются уравнентями вида 


с — (О =0, 
(8) а \ (2 — а) =0, 


гдв Ли А’ означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ прямая ММ 
должна пересЪкать третью управляющую ЕЁ, то отсюда ‘находимъ со- 
отношеше между двумя параметрами А и /” 


(9) а 6 е=0. 


ИсключивЪ изъ уравнен!й (8) и (9) два параметра Хи ^", получимъ урав- 
нев!е поверхности, образуемой прямою ММ 


(10) ау2 - 6х + слу | абс = 0. 


Геометрическое м$Ъсто есть поверхность втораго порядка, имфющая 
только одинъ центръ; это не есть конусъ, потому что она не проходитъ 
черезъ центръ; слдовательно, это есть гиперболоидъ объ одной подлости. 

Такъ какъ три управляюция принадлежатъ поверхности, то три оси 
координатъ, которыя имъ параллельны, суть ребра асимптотическаго ко- 
нуса. Замфтимъ, что три ребра АС, ОЕ, ВЕ, которыя въ параллелепи- 
педф параллельны и противоположны директрисамъ, принадлежать также 
поверхности; напримфръ, прямая АС, которая пересфкаетъ обЪ директрисы 
АВ и СЛ и которая параллельна ЕЁ, есть частное положене образую- 
щей и, слЪдовательно, принадлежитъ поверхности. Отсюда слфдуетъ, что 
параллельныя грани АВЕ, СПЕ параллелепипеда кабаются поверхности 
въ точкахъ В и Г и точно также друпя. Три управляющя и три про- 
тивоположныя ребра составляють  неразгибающийся  шестиугольникъ 
АСРЕЕВА, расположенный ва поверхности. 

548. Данъ гиперболоидъ объ одной полости; пусть АВ и СО будуть 
дв какя-нибудь прямыя одной и той же системы (физ. 804); А непо- 
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движная точка, взятая произвольно на первой прямой; С соотв5тствующая 
точка второй, т. е. точка, въ которой эта вторая прямая пересЪфкается 
движущеюся образующей второй системы, при переходь черезъ точку А. 
Помощию прямой ЕЕ первой системы, которая параллельна АС, можно 
составить параллелепипедъ, который разсматривали прежде. Движущаяся 
прямая въ одномъ изъ своихъ положенй пересЪкаетъь дв друйя непо- 
движныя въ точкахь Ми №; на этихъ двухъ прямыхъ она описываетъ, 
начиная отъ ея первоначальнаго положешя АС, лини АМ. и СМ, кото- 
рыя мы означимъ черезъ хи В, принимая ихъ со знакомъ -|-, когда онз 
откладываются по направленшямъ АВ или СО, и со знакомъ —, когда он$ 
откладываются по противоположнымъ направлешямъ. Если будемъ проек- 
тировзть прямую ММР на плоскость АВЕ параллельно прямой ЕК, то 
проекшя лини СМ будетъ ея величина по направленю АМ’. Взявъ за оси 
координатъ прямыя АВ и АП’ и выразивъ, что движущаяся прямая ММ” 
обращается около неподвижной точки К, получимъ уравнен!е 


(11) а 


Обратно, если движущаяся прямая ММ описываетъь на двухъ непо- 
движныхъ прямыхъ АВ, СО, начиная отъ первоначальнаго положеня, 
лини, удовлетворяюция уравненно (11), то эта прямая образуетъ гипер- 
болоидъ объ одной полости. Дфйствительно, пусть АС будетъ первона- 
чальное позожеше образующей; черезъ точку А проведемь линю АГ” 
параллельно прямой СО, составимъ параллелограммь АГ’ЕВ, стороны ко. 
тораго АВ и АО’ равны 2а и 26, и черезъ точку Е проведемъ линию 
ЕЕ параллельно прямой АС. Если АВ и АО’ возьмемъ за оси координатъ 
вЪ плоскости параллелограмма, то уравнеше (11) будетъ выражать, что 
прямая ММ’, которая есть проекщшя ирямой ММ на плоскость параллело- 
грамма параллельно АС, постоянно проходить черезъ точку К; слБдова- 
тельно, прямая ММ пересъкаетъ прямую ЕЁ. Эта прямая, перемфщаясь 
по тремъ давннымъ прямымъ АВ, СО, ЕЁ, образуетъ гиперболоидъ объ. 
одной полости. 

Изъ сказаннаго въ © 310 видно, что уравнеше (11) выражаетъ, что 
точки М и М составляютъ на двухъ прямыхъ АВ и СО два гомографи- 
чесвя длешя. Очевидно & рг1ОШ, что движущаяся образующая МХ ги- 
перболоида опредфляетъь на двухъ неподвижныхъ прямыхъ АВ, СР дру- 
гой системы два гомограхическя дЪленя, потому что точкв М одной изъ 
прямыхт, соотвЪтствуетъ только одна точка № другой системы. 
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549. Мы сказали, что гиперболоидъ объ одной полости имфетъ двЪ 
системы прямолинейныхъ образующихъ. Изъ уравненя поверхности легко 
вывести уравнен!я этихъ двухъ системъ прямыхъ. Дъфйствительно, урав- 
нене гиперболоида, отнесеннаго къ его осямъ, есть 

уз 2% ей 1 2%. 

ы и! — ая 
такъ какъ каждая часть есть разность двухъ квадратовъ, то это уравне- 
ше можно разложить на производителей первой степени; такимъ образомъ 
получимъ 


»  (-004)-0-90+5 
Разсмотримъ два уравненя первой степени 
1—2 (143). 9) 


въ которыхъ А есть произвольный параметръ. Эти уравнен!я для каждой 
величины А выражаютъ прямую. Но если эти два уравнемя умножимъ 
почленно, то получимъ уравнеше (12); отсюда слфдуетъ, что уравнен!я 
{7) выражаютъ систему прямыхъ, расположенныхъ на поверхности 

Если соединить иначе производители, то получимъ два друмя урав- 
неншя первой степени 


в = @-+9. ЕО) 


которыя содержатъ произвольный параметръ и и которыя выражаютъ 
вторую систему прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. 
Параметрамъ А и и можно дать величины нуль и безконечность. Если 


т . ` 
положимъ  ==-., то уравнеше (%) будутъ вида 


> у 
п (1—2) =» (1 +=); т (+=) =”(1 — =) 
потомъ въ этихъ уравнешяхъ сдлаемъ 2% = 0 или п = 0. 

Такъ какъ поверхность есть геометрическое мЪ$ето прямыхъ (%), то 
очевидно, что черезъ всякую точку поверхяости проходитъ прямая этой си- 
стемы. Чтобы опредфлить прямую, проходящую черезъ точку М, коорди- 
наты которой суть 2’, У’, 2’, то въ уравненяхъ (7%) замфнимъ х, 9, 2 чрезъ 
2’, У’, 2’ и изъ каждаго изъ нихъ опредфаимъ величину ). Точно также 
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черезъ каждую точку поверхности проходитъ прямая второй системы. Эти 
дв прамыя различны; дфйствительно, для того, чтобы прямыя, выражае- 
мыя уравненями (7) и (и), были одн и тБ же, надобно, чтобы 


=) =) 


о 1 
при всякой величинЪ х, т. е. чтобы въ одно время А =>, = — т 


что невозможно; отсюда слдуетъ, что уравневя (^) и (р) выражаютъ 
всф прямыя, расположенныя на гиперболоидв съ одной полости. 

550. Линши, проведенныя черезъ центръ параллельно прямымъ ()), 
выражаются уравнентями 


, 


Е НЯ 
(13) о = да’ 


Лини, проведенныя черезъ центръ параллельно прамымъ (#), выра- 
жаются уравнен!ями 
аи ЛУ ее, В 
(14) ь о Г. ь с — в а’ 


искаючивъЪ изъ нихъ параметръ р, получимъ также уравненте асимптоти- 
ческаго конуса. Сверхъ того очевидно, что дв$ системы параллельныхъ 


О 1 
линИ совпадаютъ; въ самомъ дЪлф, если р дадимъ величину — -, то 


уравненя (14) будутъ одинаковы съ уравневями (13). Такимъ образомъ 
прямыя той и другой системы соотвфтственно параллельны ребрамъ асим- 
птотическаго копуса. 

$51. Теперь мы покажемъ, что прямыя, выражаемыя уравненями (А), 
составляютъ одну изъ системъ, которыя мы опредфляли прежде геометри- 
чески помощио горжеваго эллипса, и прямыя, выражаемыя уравненями 
(=), составляютъ вторую систему. Для этого достаточно доказать, что всё 
прямыя первой группы пересЪкаетъ опредфленную прямую второй группы, 
исключая одной, которая ей параллельна. Разсмотримъ дв прямыя, выра- 
жаемыя уравневями ()) и (и), когда для А и р дадимъ камя-нибудь вели- 
чины; разсматривая эти четыре уравненя какъ совмЪетныя, получимъ 


Ра 
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точку пересфчения этихъ двухъ прямыхъ; сравнивая первое уравнене съ 
четвертымъ, второе съ третьимъ, получимъ два уравнешя 


(1+5) =+а-=), га-5)=ач+=) 


которыя приводятся къ одному, 


1 — м 


тт 


Если знаменатель 1 -{- ди не будетъ равенъ нулю, но для х, у, 2 полу- 
чимъ конечныя величины, удовлетворяющя четыремъ уравнешямъ; сл$лова- 
тельно, дв$ прямыя пересфкутся. Если 1 -{- дк = 0, то линм (18) и (14), 
проведенныя черезъ центръ параллельно этимъ двумъ прамымъ, совпадутъ, 
и слвдовательно прямыя будутъ параллельны. 


ФбщЕ сцособъ нахожденя примыхъ, раеположенныхь на поверхности. 


552. Нахождеше прямолинейныхъь образующихъ поверхностей втораго 
порядка можно связать съ общимъ способомъ, опредфляющимъ прамыя, 
расположенныя на алгебраической поверхности 97-го порядка. Пусть 


д = 2 +-р, 
у — В= 4, 


будутъ уравнешя прямой; если въ уравненм поверхности замнимъ хи у 
ихъ величинами, то получимъ уравнеше 2-ой степени относительно 2, 
которое опредЪляетъ 1% точекъ пересфчен!я прямой съ поверхностно. Чтобы 
прямая быда расположена вся на поверхности, надобно, чтобы это урав- 
невше обратилось въ тожество; отсюда находимъ т -{-1 соотношенй между 
четырьмя параметрами а, В, р, 9. Вообще невозможно прямую помфетить 
на алгебраической поверхности, степень которой бодЪе третьей; поверхности 
третьей степени имБютъ вообще конечное число прямыхъ, а поверхности 
втораго порядка безконечное число. Такимъ образомъ, всЪ поверхности 
втораго порядка можно разсматривать съ точки зр5вя чисто аналитической 
какъ прямолинейныя поверхности съ дйствительными или мнимыми обра- 


зующими. 
Приложимъ этоть способъ къ гиперболоиду объ одной полости. 


2? у 2 2% 
оо ое. 
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Уравнеше по 2 есть 
НЫЕ ео 
и мы получимъ три условныя уравнения 


ТЫ 2 678" пе. № Е 
и НЕЕ 


|= 7" = АЙ 


Четыре параметра прямой можно выразить посредствомъ одного и тогоже 
вспомогательнаго перемъннаго. Уравнен!я (15) показываютъ, что четыре 


с“ с 
величины ры % И р, 4 суть косинусы угловъ, образуемыхъ ВЪ ПЛОСКОСТИ 


(15) 


двумя директрисами, перпендикулярными между собой, съ двумя прямо- 
угольными осями; по этому положимъ 


са 

= — 6083, = 

Е ЕВ Ч = ( са 
Е =: 608 ({? 5) 3 =зт 93) 


гд$ $ есть произвольный уголъ. Такимъ образомъ получимъ двБ системы 
прямыхъ 
ка 2 
== с08 9 Ш Ф, 


(15) 
|= Е Ш ФЕН 008 9. 


Подобное же вычислен1е прилагается къ эллипсоиду и гиперболоиду о двухъ 
полостяхъ; но тогда прямыя будутъ мнимыя. Замфтимъ, что чрезъ каж- 
дую точку поверхности проходятъ двЪ прямыя, плоскость которыхъ, всегда 
дъйствительная, есть касательная. 


ТЛАВА У. 
х Параболоиды. 


Поверхности втораго порядка, неимвющия цевтра, выражаются урав- 
ненемъ 


(1) $? 4 8" +- Рх = 0. 
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Этотъ второй классъ подраздъляется на два рода, смотря потому будутъ 
ли имЪть коеффищенты 8’, 5" одинаковые знаки или разные. 


р Эллнитическ нараболондъ. 


553. Разсмотримъ случай, когда оба корня 8! и ВБ” имфютъ одинъ 


и тотъ же знакъ, напримъръ --. Можно предположить Р’ отрицательнымъ; 
есди подожимъ } 


ор 5 = — в, 
‘то уравнеше будетъ 
мл 7 о 
Поверхность проходитЪ черезъ начало координатъ; сфченя, сдланныя 
а главными плоскостями УОХ, 2ОХ, суть 
дв$ параболы Ри ©), которыя общею осью 
имфютъ прямую ОХ (физ. 308). ( 
Перёсфчемъ поверхность плоскостями, 
перпендикулярными къ прямой ОХ. При 
1 =0, съчеше будетъ точка О; давая 
для х величины положительныя, , больш я 
и болышя, получимъ подобные эллипсы, 
центръ которыхъ находится на прямой ОХ. 
и которые неопредЪленно увеличиваются. 
Нлоскости, находящяся слЪва плоскости УОЙ, не пересфкаютъ поверх- 
ности. Такимъ образомъ поверхность состоитъ изъ неопредфленной полости, 
которая расположена вся справа плоскости УОЙ; эта поверхность назы- 
вается эллиптическимь параболоидомз. Прямая ОХ. есть ось поверхности; 
точка О вершина. Сфченя, сдЪланныя плоскостями, параллельными глав- 
ной плоскости ХОУ, суть параболы, равныя параболь Р, центры кото- 
рыхъ находятся на парабоз$ (), а оси параллельны ОХ. Отсюда видно, 
что поверхность можно разсматривать, какъ образуемую параболою Р. 
которая перемфщается параллельно самой себЪ, а вершина ея описываетъ 
параболу ©). Точно также сфчен1я, сдфланныя плоскостями параллельными 
главной плоскости ХОЙ, суть параболы, равныя парабол$ (©), и поверхность 
можно разсматривать какъ образуемую параболою (), которая перемф- 
щается параллельно самой себф, а вершина ея описываетъь параболу Р. 
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554. Сьчен!я поверхности, сдБланныя плоскостями 


Ах -- Ву -- (2 =1, 


ы . 
непараллельными оси, суть эллипсы, проекщи которыхъ на плоскость 
УОЙ имвютъ уравненями 


У 22 24 — Ву— С2) 
Е д 
Очевидно, что эти проекщши суть подобные между собой эзлипсы, какое 
бы ни было направлене сфкущей плоскости. 
Если свкущая плоскость Ву -- С2 == { будетъ параллельна оси пара- 


бозоида, то сфченше, проекщя котораго на плоскость ХОУ выражается 
‘уравненемъ 


и ит (— Ву)* “= — 9х, 


будетъ.парабола, ось которой параллельна оси параболоида. Такъ какъ 
параметръ этой параболы не зависитъ отъ {, то ясно, что плоскости, па- 
раллельныя оси, пересфкаютъ поверхность по равнымъ . параболамъ. 

Раэсмотримъ въ частности случай, когда р = 4; тогда уравненше по- 
верхности будетъ у* 2? = Яр; сфчен!я, сдфланныя плоскостями, перпен- 
дикузарными оси ОХ, суть круги; сафловательно, это есть поверх- 
ность вращеня; она обраэуется параболою Р, которая обращается около ея 
оси ОХ. Съченя, сдБланныя плоскостями, непараллельными оси, суть эл- 
липсы, проекщи которыхъ на плоскость УОЙ суть круги. Съчешя, сдЪ- 
ланныя плоскостями, параллельными оси, суть равныя параболы. 


Д!аметральных плоскестн п дамстры, 


555. Даметральная плоскость, сопряженная прямой 


выражается уравнешемъ ($ 491) 
да 
(3) РЕЙ — 


это есть паоскость, параллельная оси. Эта плоскость перес$каетъ поверх- 


ность по парабол$; эта парабола есть кривая соприкосновешя параболоида 
Брто и Буки. ГЕОМЕТРИЯ. 30 
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и описаннаго цилиндра, обрузуюция котораго параллельны хордамъ. 0б- 
ратно, всякая плоскость, параллельная оси, есть д!аметральная плоскость. 

Если прямыя будутъ параллельны оси, то каждая изъ нихъ пересфчетъ. 
поверхность только въ одной точькё, и д1аметральной плоскости болфе не 
будетъ; она удаляется въ безконечность. 

Геометрическое мьсто центра сфченя, сдланнаго плоскостю Ах--Ву 
++ 0:= въ которомъ { есть перемённый параметръ, выражается урав- 
неншемъ ($ 496) 


у 6 т 
® ва = д: 


это есть прямая, параллельная оси. Другими словами, проекщи паралалель- 
ныхъ сфченйй на плоскости УОЙ суть подобные концентричные эллипсы. 
Обратно, всякая прямая, параллельная оси, есть даметръ. 

556. Возьмемъ за начало координатъ какую-нибудь точку М поверхно- 
сти; за ось 2 маметръ, проходящий черезъ эту точку, а за плоскость ху 
какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ. Эта плоскость 
пересвкаетъ поверхность по парабол: за ось у мы возьмемъ касательную 
къ параболв въ точкБ М, а за ось 2 линю, проведенную черезъ точку 
М, параллельно сопряженному направленю плоскости ХМУ. Такъ какъ 
уравнен!е поверхности не содержитъ члена первой степени относительно 
2, и такъ какъ, при 2 = 0, оно должно выражать параболу, отнесенную 
къ даметру и къ касательной, проведенной къ концу, то оно приметъ 


ВИДЪ 
и о . 
=. -- а 2х; 


оба параметра р’и 4’ будуть имфть одинъ знакъ, напримфръ +, безъ 
того, чтобы сфчения, сдБланныя какими-нибудь плоскостями, были гипер- 
болы. Отсюда видно, что плоскость ХМИ есть сопряженная направае- 
ню МУ. Сьчен!я, сдБланныя плоскости УМ. плоскостями параллельными, 
суть эллипсы, отнесенные къ двумъ соиряженнымъ д1аметрамъ. 

Можно получить другимъ способомъ оси координатъ, къ которымъ мы 
относили поверхность. Разсмотримъ какую-нибудь плоскость, непараллель- 
ную оси параболоида; эта плоскость пересвкаетъ поверхность по эллипсу; 
чрезъ центръ эллипса проведемъ лин!ю, параллельную оси, до пересъче- 
в!я съ поверхностью, и черезъ эту точку проведемъ лини, параллельныя 
двумъ сопряженнымъ д!аметрамъ эллипса; тогда уравнеше поверхности 


приведется къ предъидущему виду. 
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Жруговыя сфченм. 


557. Разсмотримъ рядъ параллельныхъ плоскостей, пересвкающихъ 
поверхность по кругамъ; центры этихъ круговъ 
находятся на прамой лини; плоскость, прове- 
денная чрезъ этоть даметръ, перпендикулярно 
къ плоскостямъ круговъ, раздляетъь каждый изъ 
этихъ круовъ на дв$ симметричныя части; сл$- 
довательно, это есть главная плоскость. Такимъ 
образомъ плоскости круговыхъ свченй перпен- 
дикулярны къ одной изъ главныхъ плоскостей. 

Черезь вершину О (физ. 309) проведемъ 
плоскость УОХ’, перпендикулярно къ главной 
плоскости ХОЙ; назовемъ чрезъ 0 уголь Х'ОХ и найдемъ уравнене 
кривой пересвченя, относительно ивухъ осей ОХ’ и ОУ, расположенныхъ 
въ ея плоскости. Пусть 2, 9, 2 будутъ координаты точки М сфкущей 
плоскости, относительно осей ОХ, ОУ, 07; а х' и у! координаты этой 
же точки, относительно осей ОХ! и ОУ; мы имъемъ у= у’; и 


Фиг. 309. 


х —= 00 —= ОР е08 90—47 с0880, 2 = РО = ОРвш 0 —= 4 вш 6; 


если эти величины х, у, 2 внесемъ въ уравнеше поверхности, то поду-- 
чимъ уравнене кривой пересфченя 


* 
у з 2’ з 8103 |:] 


— 25! ©0860. 
р Ч 


Если вто =\У 1, то эта кривая будеть кругъ. Отсюда за- 


ключаемъ, что эллиптическй параболоидъ имфетъ два ряда круговыхъ 
сфченй, которыя перпендикулярны къ главному сфченю наименьшаго 


параметра, и которыя одинаково наклонены къ другому главному с$-- 
ченю. 


1 
Можно также изъ уравнен!я поверхности узнать о существованши кру-- 
8 ы з 22 
говыхъ свченй. Для этого достаточно уравнен!я р + ч—22=0 пред- 


ставить въ вил 


и Ри 1). 
р Ч Ч“ В 


30* 
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Гоперболическ! параболомдъ. 


558. Разсмотримъ теперь случай, когда 5’и 5" имфютъ разные знаки. 
Допустимъ, что коехфищенть Р иБ"” имБютъ одинаковые знаки, и поло- 


ЖИМЪ 


тогда уравнеше будетъ 


(5) 


——— 


— 9.5. 


Свченя, сдфланныя главными плоскостями ХОУ, ХОЙ, суть дв пара- 
болы Ри О ($. 310), оси которыхъ имфютъ обратныя направлен!я 
Плоскость ОХ пересъкаетъ поверхность по двумъ прямымъ ОА, ОВ, об- 


разующимъ съ ОЙ уголъ, тангенсъ котораго равенъ У». Съченя, сдЪ- 


Фиг. 310. 


\ 


А ------Ь------ 


ланныя плоскостями, параллезьными 
плоскости УОЙ, сузь подобныя ги: 
перболы, но расположеше  кото- 
рыхъ измфняется; если плоскость 
будетъ находиться со стороны ОХ, 
то дЪйствительная ось гиперболы бу- 
детъ параллельна ОУ; если она бу- 
детъ съ другой стороны, то дЪйстви- 
тельная ось будетъ параллельна ОЙ. 
Такимъ образомъ, поверхность состо- 
итъ изъ одной плоскости, которая про- 
стирается неопредфленно справа и 
слЪва плоскости УО7; эта поверх- 
ность называется зиперболическимь 


параболочдомз. Прямая ОХ есть ось поверхности; точка О вершина. 
Съчешя, сдфланныя плоскостями, параллельными главной плоскости ХОУ, 
суть параболы, раввыя парабол5 Р, и вершины ихъ находятся на пара- 
6045 (©). Точно также съченя, сдфланныя плоскостями, параллельными 
главной плоскости ДОХ, суть параболы, равныя параболв (), и вершины 
ихъ лежать на параболв Р; такимъ образомъ можно разсматривать, что 


поверхность образуется параболою, 


которая перемфщается параллельно 


ей самой, а вершина описываетъ другую параболу. 
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559. Съьчен1я, сдъланныя плоскостями 
Аз + ВуУ- (2 = 
непараллельными оси, суть гиперболы, проекщи которыхъ на плоскость 
УОЙ выражаются уравнешемъ 
у  _ 21 —Ву— 62) 
р д’ : 
Очевидно, что эти гиперболы будутъ подобны между собой, какое бы ни 
было положеше съкущей плоскости. 
Если съкущая плоскость 


Ву | С ={ 


будетъ параллельна оси параболоида, то сфчеше, проекщя котораго на 
плоскость ХОУ выражается уравнешемъ 

у — @— ВУ" 

р С° 
будетъ парабоза, ось которой параллельна оси параболоида; паралаель- 
ныя с5ченя суть равныя параболы. Предъидущее уравневе можно пред- 
ставить Въ вид 


(едите — Г = а, 


еси = === У, то это уравнеше обратится въ уравнеше первой 
4 


степени. Такимъ образомъ есть два ряда плоскостей, изъ которыхъ каж- 
дая пересфкаетъ поверхность по прямой. Плоскости этихъ двухъ рядовъ 
соотвфтственно параллельны двумъ плоскостямъ, выраженнымъ уравне- 
немъ 
у 23 ре 
0 


р 4 


и которыя проходятъ черезъ ось ОХ и каждую изъ прямыхъ ОД, ОВ, по 
которымъ касательная плоскость въ вершин О перескаетъ поверхность. 


' 


Даметральных плоскости м д1аметры. 


560. Д!аметральная плоскость, сопряженная направленю 


выражается уравненемъ 
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(6) 9 № — а, 
р 4 

она параллельна оси. Если прямыя будутъ параллельны оси, то онф пе- 
ресвкутъ поверхность только въ одной точкЪ, и Маметральная плоскость 
будетъ въ безконечности. Прямая, параллельная одной изъ двухъ плос- 
костей АОХ, ВОХ, пересъкаетъ поверхность также только въ одной 
точк$, потому что плоскость, проведенная черезъ прямую, параллельно 
одной изъ двухъ плоскостей, пересзкаеть поверхность по прямой. Если 
будемъ разсматривать направлене, параллельное плоскости АОХ, но не 
параллельное оси, то уравнене (6) выразитъ плоскость, параллельную 
оси и пересвкающую поверхность по лини, параллельной этому направ- 
лентю. 

Всякая плоскость, параллельная оси, есть д1аметральная плоскость, 
исключая того случая, когда плоскость будетъ параллельна одной изъ 
плоскостей АОХ, ВОХ. 

Подобно тому, какъ въ эллиптическомъ параболоид$, мы увидимъ, что 
геометрическое мЪсто центровъ ряда’ параллельныхъ съчешй есть прямая, 
параллельная оси. " . 

561. Если за начало координатъ возьмемъ какую-нибудь точку М 
поверхности, за ось х даметръ, проходящИЙ черезъ эту точку, за плос- 
кость 2 какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ; за ось у 
касательную къ парабол® въ точкф М и за ось 2 лин, параллельную со- 
пряженному направленю плоскости ХМУ, то уравнеше будетъ вида 


Это позволяетъ намъ дополнить учеше о плоскихъ сфчешяхъ. Плос- 
кость УМА перескаетъ поверхность по двумъ прямымъ; плоскости, па- 
раллельныя этой плоскости, пересъкаютъ поверхность по подобнымъ ги- 
перболамъ, но положеше которыхъ измвняется, смотря по тому, будетъ ли 
съкущая плоскость находиться съ той или другой стороны плоскости УМ. 
Если бы за оси у и 2 взяли двф прямыя, проходящ!я черезъ точку М, 
то уравневе поверхности было бы вида 


Ух — 5. 
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Шрамолинойных образующая гиперболическаго параболонда, 


562. Дъйствительную прямую невозможно помфстить на эллиптиче- 
<комъ пераболоид®. Въ самомъ дфлЬ, если черезъ эту прямую проведемъ 
плоскость, то эта плоскость перес5четь поверхность по эллипеу или па- 
раболБ. Въ гиперболическомъ параболоидв этой невозможности не суще- 
ствуетъ. Мы видфли, что всякая плоскость, параллельная одной изъ двухъ 
плоскостей АОХ, ВОХ, пересфкаетъь поверхность по прямой. Черезъ 
какую-нибудь точку М поверхности проведемъ плоскость, параллельную 
плоскости АОХ; эта плоскость пересёчетъ поверхность по прямой, про- 
ходящей черезъ точку М; плоскость, параллельная плоскости ВОХ, дастъ 
другую прямую, проходящую также черезъ точку М. Такимъ образомъ, 
через» всякую точку итерболическало параболоида проходятз деть пуя- 
мыя, расположенныя на поверхности. 

Плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость въ точкЪ 
М. Черезъ точку М невозможно провести третью прямую, расположенную 
на поверхности; потому что она находилась бы также въ касательной 
плоскости, а эта плоскость пересфкаетъ поверхность только по двумъ 
прамымъ. Прямыя, расположенныя на поверхности гиперболическаго па- 
‚ раболоида, можно раздфлить на два ряда, изъ которыхъ каждый состав- 
ляетъ цфлую поверхность. Первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ плоскости АОХ; второй рядъ изъ прямыхъ, параллельныхъ плос- 
кости ВОХ; зти двБ плоскости называются управляющими плоскостями. 
Отсюда слёдуетъ, что проекщи на плоскость УОЙ прямыхъ одной и той 
же системы параллельны; потому что проектируюция плоскости прямыхъ 
первой системы параллельны управляющей плоскости АОХ, а слёдовательно, 
ихъ проекщи параллельны прямой ОА. Точно также проекщи прямыхъ 
второй системы параллельны ОВ. 

Будемъ теперь проектировать прямыя на одну изъ главныхъ плоско- 
стей, напримфръ на плоскость ХОУ. Замтимъ прежде, что прямая 
не можеть быть параллельна этой плоскости, потому что съчеше, сдфлан- 
ное плоскостью, параллельною плоскости ХОУ, есть парабола, равная па- 
раболф Р. Прямая перескаетъ главную плоскость въ одной точк$ параболы Р; 
но поверхность проектируется на зту плоскость вв параболы; проекцщя 
прямой, проходящей черезъ точку параболы и находящейся вн$ ея, есть 
касательная къ этой кривой. Такимъ образомъ, яроекши прямолинейных 
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образующих на злавныя плоскости суть касательны къзлавнымз съ- 
чешямв. 

Такъ какъ дв$ образуюция одной и той же системы находятся въ 
двухъ плоскостяхъ, параллельныхъ одной и той же управляющей плоско- 
сти, и сл6довательно, параллельныя между собой, то он® не могутъ пе- 
ресвкаться. Онф не параллельны, потому что ихъ проекщи на главную 
плоскость ХОУ, будучи касательными къ параболь Р, не параллельны. 
Такимъ образомъ, 06% прямыя одной и той же системы никода не 
находятся в5 одной плоскости. 

Разсмотримъ теперь дв образуюпия различныхъ системъ; такъ какъ 
ихъ проекщи на плоскость УОЙ соотвътственно параллельны прямымъ 
ОА и ОВ, то он пересфкаются; если черезъ точку перес$ченя проек- 
цй проведемъ линю, параллельную оси ОХ, то эта лившя пересфчетъ по- 
верхность только въ одной точкф, и слБдовательно, пересъчетъ обз дан- 
ныя прямыя въ одной и той же точк®. Отсюда заключаемъ, что 06% 0б- 
разующия различныхь системз вседа пересъкаются. 

563. Такъ какъ черезъ каждую точку поверхности проходатъ двъ 

прямыя, то ясно, что черезъ каждую точку 0 
главной параболы Р (фил. 311) проходятъ двЪ 
прямыя ОС, ОН, расположенныя па поверх- 
ности. Если за оси координатъ возьмемъ да- 
метрь ОХ’, касательную ОВ къ главной па- 
раболв и перпендикуляръь 0’ къ главной 
плоскости, и если черезъ @ означимъ уголь 
ВОХ/, то уравнене поверхности будетъ (6 212). 

У! ра - — ". — 2х7’. 
Плоскость {/0ОБ имфетъ слфдомъ на главной плоскости касательную ЭТ 
къ главной парабод$; эта плоскость 2’ = 0 пересфкаетъ поверхность по 
двумъ прямымъ О@, ОН, выражаемымъ уравненемъ 


у’ ще 0 И 
р По 


и которыя проектируются на главную плоскость по касательной БТ. Обь 
прямыя ОС, ОН образуютъ равные углы съ главною плоскостью или съ 
перпендикуляромъ 07’, проведеннымъ къ этой плоскости; если черезъ у 
означимъ этотъ послёднй уголъ, то получимъ 
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р 1 
{ато =\ 2. ие 


Если точка М двигается отъ вершины О по главной параболв Р, то 
уголъ у, который образуютъ двз прямыя ОС: и ОН съ перпендикуляромъ 
О’, будеть боле и болфе увеличиваться и приближаться къ прямому 
углу. 

Нрямыя ОН, О@: пересзкаютъ главную плоскость ХОЙ въ точкахъ 
Н и К, которыя принадлежатъ главной парабол$ ©) и находятся на пер- 
пендикуляр®, возставленномъ къ оси ОХ въ точкф, въ которой она пе- 
ресъкается касательною 08. Проекци НО’, КО’ этихъ двухъ прямыхъ 
на главную плоскость ХОЙ суть касательныя кЪ параболв () и прохо- 
дятъ черезъ точку 0’, проекцию точки 0. Точка Р проектируется въ О” 
на плоскость УО7; точки Н и К проектируются въ Н” и КИ; соеди- 
нивъ О” съ Н”, О" съ К", получимъ проекщи О”"Н", Р"С" двухъ 
прямыхъь РН, Р@ на плоскость УОЙ. Такъ какъ точки О и Н принад- 
дежатъ къ главнымъ параболамъ, то ОО” = 2р, ОР’, НТ* = 24. ОТ; 
лини ОР’и ОТ-равны между собой; слФдовательно, 


| А 
ИР. 
Такимъ образомъ, снова видимЪъ, что проекщя О"Н” прямой ШН на па4ос- 
кость УО имфетъ постоянное направлене; точно также увидимъ, что 
проекщя К”О"С" прямой О@ имфетъ постоянное направлеше. 

Если точка О будетъ двигаться по главной параболБ Р въ опред$- 
ленномъ направлени О), то прямыя, выспйя части которыхъ надъ глав- 
ною плоскостю ХОУ образуютъ съ касательными, взятыми по направле- 
ню движеня, острые углы, пересъкутъ другую главную плоскость ХОЙ 
ниже первой; ихъ проекщи на плоскость УОЙ параллельны ОА, и эти 
прямыя составаяютъ первую систему образукщихъ. Прямыя, выспйя ча- 
сти которыхъ образуютъ съ касательными тупые углы, имфютъ проекцями 
лини, параллельныя ОВ и составляютъ вторую систему. 

Такъ какъ лв прямыя ОР", НН\ равны и параллельны, то ВО"НН” 
есть параллелограмъ, и слЪфдовательно дагонали ОН, Р”Н” перес$ка- 
ются пополамъ; такимъ образомъ точка 1, въ которой образующая ОН 
пересЪкаетъ плоскость ХОЙ, есть средина части ОН этой прямой, за- 


ключающейся между главными плоскостями; слФдовательно, геометрическое 
м5Ьсто точки Т есть прямая ОА первой системы. 
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564. Извъетно, что для опредфленя движешя прямой, надобно три 
управляющя. Возьмемъ за директрисы три опредвленныя прямыя А, В, С, 
привадлежания одной изъ системъ, напримфръ второй; эти прямыя бу- 
дуть параллельны второй управляющей плоскости; движущаяся прямая, 
перемфщаясь по этимъ тремъ управляющимъ, совпадаетъ послфдовательно 
съ каждою изъ прямыхъ первой системы, и слЪдовательно, образуетъ ги- 
перболичесый параболоидъ. 

Движеше прямой можно также опредфлить изъ условя, чтобы она пе- 

ремфщалась по двумъ опредфленнымъ прямымъ и оставалась параллельной 
опредфленной плоскости. Если за директрисы возьмемъ двз прямыя Аи В 
второй системы, а за опредБленную плоскость первую управляющую пло- 
скость, то, очевидно, движущаяся прямая совпадаетъ послЪдовательно съ 
каждою изъ прямыхъ первой системы и образуетъ также параболоидъ. 
° 6565. Обратныя заключеншя справедливы. Разсмотримъ прежде дви- 
жущуюся прямую, которая должна перемфщаться по 
двумъ опредвленнымъ прямымъ ОЙ и АВ (фи. 312), 
оставаясь параллельною одной и той же плоскости. ' 
Возьмемь за ось у частное положеше ОА образую- 
щей, за ось 2 управляющую О, за плоскость 29 
плоскость, параллельную управляющей плоскости, а 
за плоскость 25 плоскость, параллельную прямой 
АВ. Тогда вторая управляющая АЗ выразится урав- 
ненями у =6, 5х — а2. Пусть ММ будетъ какое- 
нибудь положене образующей; эта прямая, будучи параллельна плоскости 
ХОУХ и пересвкая ось О, выразится уравнешемъ вида 


Фиг. 312. 


(1) 2 =р, у = ту, 


съ двумя перемвнными параметрами 2 и р. Чтобы она перес®кала вто- 
рую управаящую АВ, надобно, чтобы удовлетворялось условное уравнеше 


{8) аитр =. 


Если изъ уравнешй (7) и (8) исключимъ два параметра т и р. то 
получимъ уравнене геометрическаго мЪста 


(9) ау: — 6х = 0. 


Эта поверхность есть второй степени; она не имъетъ центра; это не 
есть параболическ!й цилиндръ, потому что прямыя ОЙ и АВ, непарал- 
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лельныя, находятся на поверхности; слфдовательно, это есть гиперболиче- 
сы параболоидъ. 

566. Разсмотримъ теперь прямую, которая должна перемфщаться по 
тремъ опредфленнымъ прямымъ 07, АВ, АВ’, 
(физ. 313), параллельнымъ одной и той же плос- Фиг. 318. 
кости. Возьмемъ за ось 2 управляющую ОЙ, за 
ось у частное положен!е образующей, за плос- 
кость 2% плоскость, параллельную тремъ управ- 
ляющимъ, а въ этой плоскости какую-нибудь 
прямую, проведенную черезъ точку О, за ось х. 
Тогда объ управляющя АВ, А!З’ выразятся 
уравнен!ями 


АВ Е: АВ, ра 
# — == 


| 
а 
я 


Прямую ММ’, которая пересфкаетъ эти двз прямыя, можно разсма- 
тривать какъ пересфчеше двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 
черезъ прямую АВ, другая черезъ прямую А/В’; эти двф плоскости вы- 
ражаются уравненями вида 


2 — ть (у—6) = 0, 
410) 2 — ав ХХ (ч— 6!) =0, 


въ которыхъ ) и А! означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ пря- 


мая ММ’ должна пересъкать прямую ОЙ, то между параметрами полу- 
чимъ соотношене 


(11) =. 


Исключивъ изъ этихъ уравнен!й (10) и (11) два параметра А и ^!, полу- 
чимъ уравненше поверхности, образуемой прямою ММ!’ 


(12) и —шм -Ич—ф В @е-а=0. 


Эта поверхность второй степени; очевидно, что она не имфетъ центра; 
сверхъ того, она содержитъ прямыя непараллельныя; слфдовательно, это 
есть гиперболическй параболоидъ. 

567. Мы нашаи ($ 548) соотношене, которое существуетъ въ ги- 
перболоид$ объ одной полости между лингами, описанными на двухъ опре- 
дфленныхъ прямыхъ АВ, СШ одной изъ системъ движущейся прямой 
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другсй системы. Это соотношеше болБе проще для гиперболическаго 
параболоида. Пусть ММ, М’№, М”М” (фи. 314) 
будуть три какя-нибудь положен!я движущейся пря-_ 
мой; если черезь каждую изъ нихъ проведемь плос- 
кость, параллельную управляющей плоскости, то по- 
лучимъ три параллельныя между собой плоскости; но 
извфстно, что три параллельныя плоскости опред$- 
ляютъ на двухъ прямыхъ АВ, СШ пропорцюналь- 
ные отр$зки; поэтому получимъ соотношене 


фиг. 314. 


мм” _ мм, 
мм" — № 


Такимъ образомъ, 65 зитерболическомь параболоидъь движущаяся пря- 
мая одной изъ системз описываеть на двухз опредъленныхь прямыть 
друюй системы пропориональныя лини. 

Обратно, если движущаяся прямая перемфщается по двумъ опред- 
леннымъ прямымъ АВ, СО, описывая на этихъ прямыхъ пропорщональныя 
лини, то опа образуетъ гипербодичесый параболоидъ. Пусть ММ, М/№ 
будуть два частныя положен!я образующей; разсмотримъ плоскость, парал- 
лельную этимъ двумъ прямымъ. Пусть теперь М”М” будетъ какое-нибудь 
положеше образующей; тогда получимъ соотношен!е 


мм” __ ММ’ 
ММ’ ММГ 


Если черезъ каждую изъ двухъ прямыхъь ММ, М/М’ проведемъ плос- 
кость, параллельную плоскости, опредфляемой прежде, нежели черезъ 
точку М” проведемъ плоскость, параллельную той же плоскости, то полу- 
чимъ три параллельныя илоскости, которыя опредфляютъ на двухъ пря- 
мыхъ АВ, СЛ пропорщональные отрфзки. Слфдовательно, плоскость, про- 
веденная черезъ точку М”, пройдетъ черезъ точку №” и будетъ содер- 
жать прямую М”М”; отсюда заключаемъ, что движущаяся образующая 
М"М! остается постоянно параллельною одной и той же плоскости; сл$- 
довательно, она образуеть гиперболическй параболоидъ. 

568. На этомъ замфчательномъ свойствв основывается устройство 
нитяныхЪ моделей, представляющихъ гиперболическй параболоидъ. Пред- 
ставимъ себБ деревянный квадрать АСОВ, имвюций видъ неразгибающа- 
гося четыреугольника; если раздфлимъ двЪ противоположныя сторовы 
АВ, СО на одинаковое число равныхъ частей и соединимъ натянутыми 
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нитками соотвЪтствуюция точки дфлен!я, то эти нитки представятъ одну 
изъ системъ прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго параболоида. 
Если точно также раздвлимъ двЪ противоположныя етороны АС, ВО на 
одинаковое число равныхъ частей и соотвфтствуюцщия точки соединимъ 
нитками, то получимъ вторую систему образующихъ. 

Если четыреугольникь АСОВ будетъ плоскй, то нитки будуть нахо- 
диться въ плоскости четыреугольника; но если четыреугольникъ преобра- 
зуемъ такъ, чтобы сдфлать его неразгибающимся, то итки не будутъ на 
ходиться въ одной и той же плоскости и образуютъ гиперболичесмй пара- 
болоидъ; вотъ почему эта поверхность называется нераззибающейся плос- 
костью. 

569. Изъ уравнен!я гиперболическаго параболоида_ 


и 
(5) УЕ 


зегко вывести уравненя двухъ системъ образующихъ. Дъйствительно 
уравненше (5) можно представить въ видЪ 


[уе] =-у=) = 


. Два уравнешя первой спепени 


Е" 
о А 


въ которыхъ ) есть произвольный параметръ, выражаютъ систему пря- 
мыхъ, расположенныхь на поверхности; дйствительно, умноживъ эти два 
уравнен!я почленно, снова получимъ уравнене (5). Два уравнен{я 


_2_ 2х 


у 2 БУ Ее, 
а — Ур йе: из 
въ которыхъ м есть произвольный параметръ, выражаютъ вторую систему 
прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. Очевидно, что черезъ всякую 
точку поверхности проходятъ двф прямыя, по одной изъ каждой системыа 
Сверхъ того, первое изъ уравнений (7) показываетъ, что всф прямыя первой 
У Е 
системы параллельны плоскости и = у =0; точно также первое 
р Я | 
изъ уравнен!й (») показываетъ, что всё прямыя второй системы парал- 


дельны плоскости ИЕ т — 0. Такимъ образомъ уравненшя (7) и („) 
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выражаютъ двф системы прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго 
параболоида, ташя, кая мы опредъляли геометрически (5 562). 

570. Замвтимъ, что если отнесемъ гиперболичесмй параболоидъ къ 
его двумъ главнымъ плоскостямъ и касательной плоскости, проведенной 
къ вершинъ, то прировнявъ нулю, въ уравнеши поверхности, члены вто- 
рой степени, получимъ уравнеше : — = 0, которое выражаетъ двЪ 
управляюция плоскости. То же самое будетъ имфть мЪсто, когда поверх- 
ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ. Дъйстви- 
тельно, если прежде перемфнимъ направлене осей, оставляя то же на- 
чало координатъ, то часть второй степени въ первомъ уравненши дастъ 
часть второй степени въ новомъ уравнени. Если потомъ перемъетимъ 
начало координатъ, сохраняя направлен!е осей, то члены второй ‹сте- 
пени не измфнятся; сл$довательно, если приравняемъ нулю совокупность 
этихъ членовъ, то получимъ плоскости, соотвътственно параллельныя двумъ 
предъидущимъ. 


ГЛАВА \Т. 
Разборъ числовыхъ уравнен!Й второй степени. 


Дано числовое уравнен!е второй степени; опредфлить поверхность, 
выражаемую этимъ уравнешемъ. 


Первый способъ. 


571. Къ данному уравненю прилагаютъ способъ приведеня, издо- 
женный въ главё П; этимъ способомъ опредвлимъ не только родъ поверх- 
ности, но съ точностю опредёлимъ также ея положеше и параметры. 
Если желаемъ только опредвлить родъ поверхности, то н$фтъ необходи- 
мости выполнять вс показанныя вычисления. Сначала составляемъ урав- 
неве третьей степени, изъ котораго опредлимъ 8; потомъ надо разли- 
чать нфсколько случаевъ. 

1-й. Если уравнеше третьей степени не будетъ имфть никакого корна, 
то извфетно, что поверхность будеть имёть только одинъ центръ, и урав- 
нен!е можетъ быть приведено къ виду ($ 506) 


Ва" Е 5" В" Е, =0. 
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Для опредвленя рода поверхности, вадо вычислить Е, и изслфдовать 
знаки корней 5, 5", 5"; эти знаки непосредственно опредЪляются изъ 
теоремы Декарта. Если уравнене имфло бы два равные корня, то поверх- 
ность будетъ поверхностью вращен!я. : 

2-й. Если уравнеше третьей степени имфетъ только одинъ корень, рав- 
ный нулю, то уравнеше можно привести къ одному изъ двухъ видовъ 


($ 509). 
Зи? 6" + Рг==0, 
Ву -- В" Е, = 0. 


Первое выражаетъ поверхности, неимфюпия центра, а второе выра- 
жаетъ поверхности, центры которыхъ суть вс точки прямой. Для опре- 
ДБлен!я вида, соотвфтствующаго данному примфру, возьмемъ уравнешя, 
которыя опредфляютъ центръ. : 

Если эти уравнения будутъ не совмЪстны, то геометрическое мЪсто 
будетъ или параболоидъ эллиптическй, если -5' и В” булутъ имфтъ оди- 
наковые знаки, или гиперболичесый, если Э’и 5!" будуть имфть обрат- 
ные знаки. Если геометрическое мфсто допускаетъ безконечное число цен- 
тровъ, то это геометрическое мЪсто будетъ цилиндръ, родъ котораго опре- 
АЪлимъ с5чен!емъ, непараллельнымъ оси. Если бы два корня 5’и 5" были 
равны, то поверхность была бы поверхностью вращеня. 

3-й. Если уравнеше третьей степени будетъ имзть два корня, равные 
нулю, то уравнеше можно привести къ одному изъ видовъ ($ 509) 


512? -- Рх = 0, 
8" Е, = 0. 


Первое выражаетъ поверхность, неимвющую центра; второе поверхность, 
центры которой суть вс точки плоскости. Здфеь точно также беремъ 
уравнения, опредфляюция центръ. Если эти уравнен1я будутъ не совмъстны, 
то геометрическое мЪсто будетъ параболичесий цилиндръ. Если они при- 
ведутся къ одному уравненю, то геометрическое м$фсто будеть или двЪ 
параллельныя плоскости, или одна плоскость, или уравнене не будетъ 
имфть дйствительнаго рёшен!я; сЪфчеше, непараллельное плоскости цен- 
тровъ, опредзлитъ родъ геометрическаго мъста. 

Замючаще. При приведеши, изложенномъ въ глав5 П, предполагаемъ, 
что первоначальныя оси прямоугольныя. Но очевидно, что если съ по- 
мощью двухъ различныхъ системъ осей построимъ геометрическя м$ста, 
то они будутъ всегда одного и того же рода; однако одна изъ поверхностей 
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можетъ быть поверхностью вращеня, между т5мъ какъ другая не будетъ. 
Такимъ образомъ предъидуция заключен!я прилагаются къ систем$ какихъ- 


нибудь осей. 


572. Этоть разборъ можно представить въ слБдующей таблиц® 


1-й КЛАССЪ. 


Уравнен!е треть- 
ей степени не 
пмфетъ иикакого 
кория. 

Поверхности, 
имМЪюЮщЩИЯ одииъ 
центръ. 


2-й КЛАССЪ. 


Уравиене треть- 
ей степени имфетъ 
одинъ или два кор- 
ня, равныхъ нулю. 


Поверхиости, не- 
имфющм центра, 
или съ безкоиеч- 
нымъ числомъ 
цеитровъ. 


Три кория съ одииа- 
кОвЫМЪ Зиакомъ. 
Родъ злаипсовда. 


Два корвя ‹ съ одинако- 
вымъ знакомъ, одинъ съ 
мы. 5308 


Родъ тнперболоида. 


Одинъ только корень, 
равиый нулю и НФТЪ 
центра. 


Только одииъ . 


Родъ параболоида. 


равный нулю и безкоиеч- 
иое Число цеитровъ на 
прямой лин!и. 


Два корня равиы узю | 
и нътъ центра. 

Два кория, равные иулю 
п безконечное число 
центровъ въ одвой плос- 


` КОСТИ. 


Е, имфетъ зиакъ, 


обратный знаку Эллипсойлъ. 


т 
= ГИ с... Точка. 
им етъ тотъ 
же зиакъ. Ничего. 
Е, иметь зиакъ, 
обратный зиаку Гиперболоидъ 


дах первыхъ кор- 


вер =0. 
Е, имфетЪ. тотъ 
же зиакъ. 


объ одвой пол$. 


. Кодусъ. 
Гиперболоидъ . 
двухъ полахъ. 


Два друпе кор- 


| 
| 
| 
| 
| 


Эллиптическй 


ЗИакОМЪ. параболопдъь. 
Съ обратвыми Гиперболическ!й 
знаками. параболоидъ. 
Элливтическ!й 
Аа `друе кор- Цилиидръ. 
СЪ одиаковымЪ > ' Прямая, 
знакомъ. ВЕНсго, 


Ио роолвнеонВ 
цилиидръ 

Двъ ба 
щияся плоскости. 


Съ обратными 
знаками. 


Параболическй 
цилиидръ. 

Двф параллель- 
ныя плоскости. 

Плоскость. 

Ничего. 


Примпр. Опредфлить поверхности, выражаемыя уравиешемъ 
а (2 + 2у*) + (и + 224) + с (+21) =1, 


въ которыхъ а, 8, с означаютъ произвольные параметры. Е 
Как!я бы вн были величивы параметровъ, вачало коордпнатъ будеть цеитромъ 
поверхиости; такимъ образомъ это уравиеше выражаетъ только поверхности съ 


центромъ. 


Уравнеи!е третьей степени, отиосительно 5, будетъ 
(}—а) (3—5) 8—9 —@(8-—-э9-—“3—-Й-—в (8—0 -— 2066 =0, 


ИЛИ 


$: — (а-- 6-4 с) 8* — (име — 


16 — са — аё) 3 + а -{ 5 -{- с; — Забе =0. 
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Если для краткости озвачимъ черезь т и п дв$ суммы а + 6 си 6е-- са | аб, то 
позучимъ 


ат ба с* — 06 — са — аб = т — 3, 
` а’ -+ 6? -| 6? — Заёбе = т? — Зтп = т(т? — 3п), 


и уравневе, отиосительно 8, будетъ внда 
8: — 15° — (т? — 81) 8-- т(т? — 81) = (8 — т [8 — (91? — 8п)]) =0. 


Величина т? — Зп или а*-|- 6?-| с’ — де —са — аб, булучн приравнена 
фе? 3 
(а И. 


никогда не будетъ отрицательвою; она обратится въ нуль, когда а ==. Въ этомъ 


случа данное уравнение приведется къ виду 
1 
а ‚ 


(Фу 2 = 


это уравнене выражаеть двф паралзельныя пзескости, дЪйствательныя илв мнамыя, 
смотря по тому, будетъ ли коеффищелтъ а позожительвый наи отрицательный. к 

Положимъ теперь, что трн коеффищента а, 6, с не равны межлу собой, и озна 
чимъ черезъ А? позожигельное количество 27° — 30; тогда три кория уравненгя отво- 
сительно З будуть тн -= Ё, и данное уравнене, помощью преобразован!я координатъ, 
можегъ быть првведено къ виду 


та? | ву ел = 1. 


Эта поверхность будетъ гипербозоидь объ одной изи о двухъ полахъ, смотря по 
тому, будетъ зи 7% величина положительная или отрацательная. Если этотъ коехфи- 
цгенгъ будеть пуль, то уравневе выразить дизлиидръ, прямое сфчеше котораго будетъ 
равносторонняя гнпербола. 


Если т = + & или 1 = {*, т.е. п= 0 или 66 + са а =0, то получамъ гвпер- 
болоидъ вращен!я. Тогда направлен! оси опредфавтся изъ хормулъ ($ 500) 


@х = 6В —= су, 


‚ вели тре числа а, 6, с не будутъ равны иулю; н изъ формул 
л 
а = 5’ в =/ 


если два коевофищента фи с будутъ равны иузю. Въ этомъ случаь ось вращен!я бу- 
зетъ лии!я, зФаащая уголь УО2 пополамъ. 


Второй способъ, 


573. Составляемь уравненя, опредъляюция центръ новерхности; здЪсь 
надо различать нЪфсколько случаевъ. 
Брюо и Букв. ГЕОМЕТРЯ. 81 
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1-й. Поверхность имфетъ только одинъ центръ. Въ этомъ случаф, для 
простоты, перенесемъ оси въ центръ, и тогда уравнене приведется къ виду 


4) АЯ АН- Аг 4 ЭВу -- ЭВ'2х -- ЭВИху Е, = 0. 


Если постоянный членъ Е, будетъ равенъ нулю, то геометрическое мЪ- 
сто будеть одна точка или конусъ. Чтобы изсафдовать этотъ вопросъ, 
сдълаемъ сфчеше плоскостью, параллельною одной изъ плоскостей коорди- 
натъ; если сБчеше будетъ дфйствительная кривая, то геометрическое м%- 
сто будетъ конусъ; если съчеше будетъ мнимое, то геометрическое мъсто 
будетъ точка. | 

Разсмотримъ случай, когда постоянный членъ Е, не равенъ нулю. 
Положимъ, что уравневе содержитъ квадраты трехъ перемфнныхъ; рз- 
шивъ уравнене относительно 2, и положивъ дия краткости 


М = В” — АМА, М = В’В — А"В", Р = В? — АМА,, 


получимъ 


А"; = — (В’з + Ву) - УМа* -- 2№у Ру: — АЙЕ.. 


Плоскость 
(2) А": —= — (В'* + Ву 


есть даметральная плоскость хорды, параллельная 07. Съчене поверх- 
ности этою даметральною плоскостью проектируется на плоскость ХОУ 
по кривой, выражаемой уравненемъ 


(3) М" -- 2М№у -- Ру? — АМЕ, = 0. 
Эта кривая имъетъ только одинъ центръ; потому что 
№ — МР —= АТО, 


гдБ О есть знаменатель или детерминантъ, относящийся къ уравненямъ 
центра. Кромф того постоянный члень А"Е, не равенъ нулю. 

Положимъ, что геометрическое мЪсто, выражаемое уравнен!емъ (3) будетъ 

родъ эллипса; это геометрическое мъсто будетъ дЬйствительный или мни- 

мый эалипсъ,—но не точка. Если это геометрическое мъсто будетъ дЪй- 

ствительный эллипсъ, то цилиндръ кривой будетъ начало координатъ и 

извЪетно, что въ этомъ случаь многочленъ М.* {- 2№у -- Ру’ — А!ЁЕ, 

не измънитъ знака, когда д и 9 замфнимъ координатами внутренней точки 

‚ (этотъ знакъ есть знакъ члена — А”Е,); для внъшнихъ точекъ много- 
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членъ имфетъ обратный знакъ. Если количество — АЕ, будетъ положи- 
тельное, то всф точки поверхности проектируются внутри эллипса; сл$- 
довательно поверхность будетъ эллипсоидъ. Если величина — АЕ, бу- 
детъ отрицательная, то точки поверхности проектируются внф эллипса, и 
мы получимъ гиперболоидъ объ одной полости. Если геометрическое мф- 
сто будетъ мнимое, то хункщя Ма” -- 2Мху -- Ру? — АиЕ, не измъ- 
няетъ знака для всвхъ точекъ плоскости ХОУ (этотъ знакъ есть звакъ 
члена — АК) и не обращается въ нуль. Если величина — АЕ, бу- 
детъ положительная, то поверхность будетъ состоять изъ двухъ неопре- 
дфленныхъ полостей, раздъленныхъ даметральною плоскостью; это есть 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ; если количество — А”Ё, будетъ отри- 
цательное, то уравнеше (1) не будетъ имфть дъйствительнаго рьшеня, 
потому что 2 всегла мнимое. Положимъ, что уравнеше (3) выражаетъ 
геометрическое мЪсто рода гиперболы; такъ какъ членъ — А”Е, не рав- 
няется нулю, то геометрическое мЪсто будетъ всегда гипербола, а не си- 
стема двухъ прямыхъ. Если количество — АЕ, будетъ положительное, 
то вс точки поверхности проектируются между двумя вБтвями гипер- 
болы; слдовательно поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Если величина — А”ЁР, будеть отрицательная, то поверхность будетъ 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. : 

Замътимъ, что знакъ количества — А”Ё, показываетъ, будетъ ли 
дламетрь ОЙ дъйствительный или мнимый. Этотъ д1аметръ, въ соединени 
съ двумя сопряженными д1аметрами сЪченя, образуетъ систему трехъ со- 
пряженныхъ д1аметровъ поверхности, помощью которыхъ можно непосред- 
ственно узнать родъ этой поверхности. Положимъ, что Даметральное 
сфчеше будетъ дЬйствительный эллипсъ: этотъ эллипсъ допускаетъ два 
дъйствительные сопряженные ламетра; если величина — А”Е, будетъ 
положительная, то, такъ какъ трей д1аметръ также дЪйствительный, поверх- 
ность будетъ эллипсоидъ; если это количество будетъ отрицательное, то, такъ 
какъ трети ламетръ мнимый, поверхпость будетъ гиперболоидъ объ одной 
полости. Если счеше будетъ мнимый эллипсъ, то оно допускаетъ два 
мнимые сопряженные д1аметры; если трейй дламетръ будеть дЪйствитель- 
ный, то геометрическое м$сто будеть гиперболоидъ о двухъ полахъ. 
Положимъ теперь, что сфчеше будетъ гипербола; одинъ изъ двухъ сопря- 
женныхъ д1аметровъ этой гиперболы дЪйствительный, другой мнимый; если 
третий даметръ будеть дъйествительный, то поверхность будетъ гипербо- 
лоидъ объ одной пол$; если онъ будетъ мнимый, то поверхность бу- 
детъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

31* 
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Замфтимъ также, что даметральное сЪчене есть кривая соприкосно - 
‚вешя цилиндра, описаннаго около поверхности, ребра котораго парал- 
дельны оси 2. 

Если два изъ коеффищентовъ А, А’, А", напримфръ А и А’, будутъ 
имфть разные знаки, то’поверхность будетъ гиперболоидъ, потому что 
сфченше, сдъланное плоскостью 2 == 0, будетъ гипербола. 

Положимъ теперь, что одинъ изъ коеффищентовъ при квадратахъ, напри- 
мфръ А", будетъ нуль; тогда уравнеше 


(4) 2 (Ву- В!2) # (Аз? -- Ау? 2Визу Е) =0 

будетъ первой степени относительно &, и всякой системЪ дЪйствительныхъ 
величинъ хи у будутъ соотвфтствовать дфйствительныя всличины 2; та- 
кимъ образомъ поверхность простирается въ безконечпость; слЪдовательно, 
это есть одинъ изъ гиперболоидовъ. Асимптотическй конусъ выражается 
уравнешемъ ` 


2 (Ву-+- В’) 2-- (Аа? - Ау? + Визу) = 0; 


прямая ОД есть ребро этого конуса. Если поверхность будетъ гипер- 
болоидъь объ одной подф, а 0бЪ прямыя, параллельныя ОЙ, будутъ на- 
ходиться на поверхности, тогда прямая, параллельная Оз, выразится урав- 
нейями 2 ==, у==6; координата 5 точки пересфчен!я этой прямой съ 
поверхностью опредфляется уравнешемл, 


2 (ВВ В) &-- Аг + А! - А’? 4 2ВиаВ -- К, = 0. 


Чтобы прямая принадлежала поверхности, надобно, чтобы хи В были 
выбраны такъ, чтобы удовлетворялось предъидущее уравнен!е при всякой 
величин 2, т. е. чтобы 


ВЕ В’ =0, Аг -- А’? -- 286 + Е, =0; 
В’а ВЕ, 
те. В — — АВ АВ” — ВВ" 

Если величина = будетъь положительная, то поверхность будетъ ги- 
перболоидъ объ одной 104$; если эта величина будетъ отрицательная, 
то поверхность будетъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

2-й. Поверхность не имфетъ центра. Эта поверхность можетъ быть 
только однимъ изъ параболоидовъ или параболическимъ цилинлромъ. Если 


это будетъ параболоидъ, то по крайней мЪрЪ одна изъ трехъ плоскостей 
координатъ не будетъ параллельна оси и дастъ эллиптическое сфчеше или 
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гипербо лическое, смотря по тому, будетъ ли параболоидъ элинтический или 
гиперболическй. ели поверхность будеть параболичесюй цилиндръ, то 
съченя, сдфланныя тремя плоскостями координатъ, будутъ параболы. 

Если поверхность будетъ параболоидъ, то даметральныя плоскости, 
выражаемыя уравнен!ями }, 0, /', =0 }’, = 0, пересвкутся по пря- 
мымъ, параллельнымъ оси поверхности; помощью двухъ изъ этихъ уравне- 
НИ опредБлимъ угловые коефФфищенты 4 и 6 оси. Плоскости, перпенди- 
кулярныя къ оси, опредёляются уравнешемъ а5 - бу + 2—1; геометри- 
ческое мъето центровъ этихъ параллельныхъ с5чешй или ось поверхности 
опредзляется уравнешемъ ($ 486) 


и 
ао 1° 

3-й. Поверхность имфетъ центромъ всЪ точки прямой. Въ этомъ случа$ 
поверхность будетъ цилиндръ; одна по крайней мёр$ изъ трехъ плоскостей 
координатъ не параллельна его оси; сЪчене цилиндра этою плоскостью 
опредфлитъ его родъ. 

4-й. Поверхность имфетъ центрами веф точки плоскости. Въ этомъ случа$ 
геометрическое мъсто будетъ или двЪ параллельныя плоскости, или одна 
плоскость, или уравнене ничего не выражаетъ. Чтобы разобрать вопросъ, 
дфлаемъ сЪчене одною изъ плоскостей координатъ не параллельно плоскости 
центровъ. 


Приитре Г. 42 -- Зу? + 92 -- 825 -- 4ху Ау -|- 8 +9 =0. 
Уравнен!я, опредфляющя цевтръ, суть 


20 - у-- 22 =0, 2х +3у--2==0, 4х -- 9-4 =0. 


с И р 
Эти уравнен!я допускаютъ только одно решене г = а —8, = — 2. Нели на- 


чахо координатъ перенесемъ въ центръ, то постоянный членъ будетт равенъ — 5, в 
уравнене будетъ 


417 - 3у° -- 92 -- 8х2 - 4ху—5=0. 
Решивъ относительно х, получимъ 
9х = -у— 92 -\У — 2? — 527 | 4 -|-5. 


Уравнене 
— 2 — 57-48 --5=0 


выражаетъ дЪИствительный эллипсъ; такъ какъ постоянный членъ подъ корнемъ поло- 
жительный, то поверхность проектируется на плоскость у2 внутри эллипса; слфдова- 
тельно, это есть элхипсоидъ, 
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Еслн бы въ данномъ уравнени замфнили постоянный членъ 9 — 14, то получен- 
ное, такимъ образомъ, иовое уравиене выразило бы только одну точку. Если бы 
постоянный членъ зам ннли чнсломъ, которое больше 14, то уравнее ие имфло бы 
боле действительныхъь рёшён!й. 

Примърё П. 42 — 15 - 14у2 | 42 — 4лу Ат 349+ 2% —18=0. 

Уравнен!я, опредёяяющя центръ, суть 


2% —у4241=0, 2+ 15у—12411=0, 4179419 =0. 


3 3 
Онн допускаютъ только одно ршене х = — Го ое А 1. Еслн начало ко- 


ордннатъ перенесемъ въ центръ, то уравнеше поверхности будетъ 
41° — 15? +- 142 -- 42т — 41лу—6=0. 


Рьшивъ относвтельно г, позучимъ 


22 =у—2-= Ил + 16" — 16у2 6. 
Уравнеше 
| 22 + 16у’ — 16у2-+6=0 


выражаетъ гиперболу; такъ какъ постоянный членъ подъ корнемъ положительный, то 
поверхность будетъ гнперболондъ объ одной пол$. 

Если въ данномъ уравненш членъ — 18 замёнимъ черезь — 12, то получимъ но- 
вое уравиеше, выражающее конусъ. Если постоянный членъ замёнимъ чнсломъ, кото- 
рое больше —12, то получныъ гаперболондъ о двухъ полахъ. 

Приитьрё 1Ш. 42? -- 4у? -|- 1227 — 132 {- 4ху -- 42 | Зу | 32 = 0. 

Уравнеи!я, опредфляющ!я цеитръ, суть 


2% у-1=0, 22 + 4у—62-1=0, 4у—82—1=0. 
Еслн первое уравнен!е вычтемъ изъ втораго, то получныъ уравненге 
у—92=—0, илн 4у— 82=0, 


иесовм5стное съ третьимъ. Слфдовательно, данное уравнеше выражаетъ новерхность, 
неимфющую центра. СЪфчене поверхностн, сдфланное плоскостью ху, выражается 
уравненемъ 


42° 4+ 4ху 4 42+ у =0; 


такъ какъ это сфчен!е есть эллипсъ, то поверхность будетъ эллиптическ!й параболопдъ. 
Ось, угловые коефенщенты которой суть —Т1 и 2, выражается уравнен!ями 


— (8& + 49-4) =2х + 4у -— 62 - 1= 242 — 12у 3. 


Примпрё ГУ. 41 — 2 — 157 | 13у2 -- 4Аху + 4х + 3у + 32 =0. 
Уравнен!я, опредблаяющ!я центръ, суть 


25+ у+1=0, % —3у-{ 62 +1=0, 4у — 8+ 1=0. 


Еслн второе уравненше вычтемъ нзъ перваго, то получимъ уравнене у — 22 = 0, 
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несовм5стное съ третьимъ. Такъ какъ плоскость ту перес$каетъ поверхность 00 ги- 
пербол% 

45° — уз | 4ху | 4 + 9у=0, 


то поверхность будетъ гиперболическ!Я параболовдъ, ось котораго выражается урав- 
нен{ями 


— (82 +4 +4) = — 29-62 + 95 + 1= — 94: + 19943. 


Примтр Г. < + Эу' -- 427 — 4у2 — Эту 1 9х —3у—4=0. 
Уравнен!я, опредфляющ!я центръ, суть 


х—Уу-1=0, 2у— 22 —х—1=0, у =0. 


Сложивъ почленно первыя два уравиен!я, получимъ третье; сяфдовательно, поверх- 
ность имфетъ центромъ вс$ точки прямой 5 = 92 — 1, у= 92; ся8дъ ея на плоскость 
ХОУ есть дфйствительный элдипсъ 


2? -|- 29" — Эту + 2х — у —4=0. 
Такимъ образомъ поверхность есть эллиптический цилиндръ. 


трет! Я способъ. 


574. Этотъ способъ основывается на извъстныхъ преобразованяхъ, 
которымъ можно подвергнуть хункщи второй степени съ тремя перемЪн- 
ными, и которыя, какъ мы увидимъ, приводятся къ преобразованию коор- 
динатъ. Во всемъ послБдующемъ буквы а, 6, с, Ё будутъ означать по- 
стоянныя количества, а буквы «„’ В, у линейныя Функщи одного или 
нБсколькихъ перем нныхъ х, 1, 2. 

Разсмотримъ прежде многочленъ второй степени съ однимъ перем$н- 
ным х 


(1) Ал? -- Вх -- С; 


такъ какъ коефФфищентъ А не равенъ нулю, то многочленъ можно на- 
писать такъ 


А (+ к) +6 — а; 


и сл5довательно, привести къ виду 


(2) аа? -- {. 
Возьмемъ теперь многочленъ второй степени съ двумя перемфнными 
(3) Аз’ - Вху - Су? -- О + Еу- Е, 


въ которомъ сперва предположимъ, что одинъ изъ коеффищентовъ при 2* 
и у*, напримёръь С, не равенъ нулю. Многочленъ (3) есть второй сте- 
пени относительно 9; расположивъ его по этому перемфнному, получимъ 


Су" + (Ва + Е)у-- А2* Ба Е, 
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ИЛИ 


с" да рее И 


я 
Вторая часть Ал? -|- ре Е — беты будетъ относительно х много- 


зленомъ второй или первой степени, или величина постоянная. Если онъ 
будетъь второй степени, то его предетавимъ въ вид 66? -- {; такимъ 
образомъ, если коеффищенть С не равенъ нулю, то многочленъ можно 
привести къ одному изъ видовъ 


(4) аз? -- 68° К, 
(5) а? -- В, 
(6) аа" -- 6. 


Если оба коеффищента А и С въ одно время равны нулю, то В не 
должно равняться нулю, и мы получимъ 


Вау -- Оё-- Еу--Р === (Ву 2) Еу+Е 
= =+т) №+0+(Е- т). 

многочленъ позучитъ ВИДЪ 

(1) 28 + ®. 


Замзтимъ, что видъ (7) приводится къ виду (4); дфйствительно, мы 


имфемъ 
Е) 


Но многочлены "+ , эт содержатъ два перембнныя хи 9, между 


тьмъ какъ въ многочлень (4) хункшя @ солержитъ только переменное х. 
Разсмотримъ, наконецъ, многочлень съ тремя перемфнными 
(8) Аа? + Ач? -- Ач 4 ЭВуз + 2В/2р -- ЭВилу 
+ 202 - 20’у + 20". + Е, 


и положимъ, что коефФищенть при одномъ изъ квадратовъ, напримзръ при 
ОК не равенъ нулю. Расположивъ относительно 2, ПОЛУЧИМЪ 


Ат? -|- 2 (Ву + Ве - С") 2 Ал + А? + 2В"ду +- 20 


7 В В’ см) 
+26 у ИА. 
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Вторая часть будеть многочленъ второй или нервой стенени относительно 
перемвнныхъь хи у, или будетъ величина постоянная; если онъ будетъ 
второй степени, то его представимъ въ одномъ изъ’ видовъ (4), (5), (6); 
такимЪъ образомъ многочленъ (8) получитъ одинъ изъ видовъ 

(9) аз о -ой--Ь, (10 а аа -ь 
(12) ае -- В, (13) ах Е. 

Если три коеффишента А, А’А” въ одно время равны нулю, то 
одинъ, по крайней мБрЪ, изъ коеффищентовъ В, В’ В", напримфръ В, не 
будетъ равняться нулю; тогда получимъ 

2Вуз | 28’ -- 2В"ху + 2Сх- 20'у + 20": {Е 
— 2(2Ву -- 2В® 20") | 2В”ху 202 + 2Су Е 
(&-+ 2+) (2Ву -- 285 + 2") + 22-Е 
2В'В” 2 28”! 28'С! ый 2С'С" 


| 


В Г В В 


Такъ какъ вторая чэеть есть многочленъ, по большей мфрЪ второй, сте- 
пени относительно 2, то данный мпогочленъ можно привести къ одному 
ИЗЪ ВИДОВЪ 


(14) ав -- су НИ; 
(15) аа--у, 
(16) 28 -- К. 


. 2 ре 
Если произведеше 268 замфнимъ (“+") — "», то много- 


члены видовъ (14), (15), (16) приведутся къ видамъ (9), (10), (11). 
575. Если будетъь дапо числовое уравнене второй степени, то сна- 
чала первую часть этого уравнения приведемъ къ одному изъ предъидущихъ 
видовъ, и потомъ отсюда легко будетъ опредфлить родъ поверхности. Раз- 
смотримъ, напримфрт, случай, когда уравнене можно представить въ вид® 


(17) де | 6 с НЕ = 0. 


Предетавимъ, что преобразовываемъ координаты, принимая за плоскости 
у’, 2%’ ’у’ плоскости, выражаемыя уравненмями х — 0, В = 0, у —=0. 
Изъ какой-нибуль точки `', пространства (фиг. 315) опускаемъ перпенди- 
кулярь ММ на плоскость Х’О’У’ и проводимъ МГ параллельно 0’; 
означимъ черезъ х, у, 2 прежня координаты точки М, черезъ <’, у", 2' 
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новыя координаты, черезъ @ уголъ двухъ прямыхъ ММ, М], уголь, оди- 
наковый для всфхъ точекъ пространства, и пусть 


у = те +- пу р2-- 9. Тогда перпендикуларъ 
ММ выразится, относительно первой системы коор- 


дк . динатъь ($ 438), такъ 


Фиг. 315. 


тт п 2 = 
ММ = = о ЕН 
ме И тр? Ут п р" 
а х 
ы а относительно второй 
т 


` ММ = = 2" е0з 6. 


Въ каждой изъ этихъ Формулъ, знакъ второй части измфняется при пере- 
`ходЪ точки М съ одной стороны плоскости Х’О”У” на другую; сл6дова- 


тельно, если черезъ й назовемъ произведеше У? -|- п? -- р*. 008 6, взя- 
тое съ приличнымъ знакомъ, то для всвхъ точекъ пространства получимъ 
соотношеше у — #2’. Точно также найдемъ соотношенше В == 44, а = }"'. 
Отсюда сл$дуетъ, что уравнеше поверхности, относительно новыхъ осей, 
будетъ 


(18) арт"? -- бу -- ср? Е = 0. 


Эта поверхность иметь только одинъ центръ, а новыя плоскости коорди- 
натъ суть три сопряженныя д1аметральныя плоскости. Родъ поверхности 
непосредственно показывается знаками коеффищентовъ а, 6, с, К. 

576. Замьчанме Г. При преобразовани координатъ, мы предполагали, 
что плоскости, выражаемыя уравнентями х=0, В —=0, у= 0, пере- 
сфкаются въ одной точкз. Это условте можетъ не выполняться, если линей- 
ныя Функши =, В, у будуть взяты произвольно; но оно всегда выполняется, . 
когда зти многочлены происходятъ отъ преобразовашя ‹хункцм второй 
степени по изложенному способу. 

Замъчане П. Если три коефФищента а, 6, с не имфютъ одинаковыхъ 
знаковъ, то поверхность будетъ гиперболоидъ; отбросивъ въ уравнении (18) 
постоянный членъ А, получимъ уравнене асимптотическаго конуса отно- 
сительно новыхъ осей; отсюда заключаемъ, что, отбросивъ также въ урав- 
нени (177) постоянное А, получимъ уравнене асимптотическаго конуса, 
относительно прежнихъ осей. 

Зампчаше ПП. Если аи будуть величины положительныя, то 
поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной пол. 
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Положивъ с = — с,, й = — Ё,, это уравнеше будетъ 
а? — с, 7, = #, — 6. 
Дв$ системы прямолинейныхъ образующихъ выражаются уравненями. 
“Ув Ис = УВ 5), [«Уа- у Ус, = ИЕ, —ВУБ, 
[Ув ус, = Ив ИБ), |«Уа —1Ус, = УВВ, 


въ которыхъ А им суть произвольные параметры. 

577. Если первая часть уравненя приведется къ виду (10), то по- 
мощью того же преобразованя увидимъ, что поверхность будетъ парабо- 
лоидъ эллиптичесвй или гиперболическй, смотря по тому, будутъ ли коех- 
Фищенты а и 6 имфть одинаковые знаки или разные. Въ этомъ послёд- 
немъ случаф, если положимъ, что а есть величина положительная, 6 отри- 
цательная и равно — 6,, то увидимъ, что обБ системы прямолинейныхъ 
образующихъ выражаются уравнешями 


р Уа-в УВ, =), | Уа — ВУЁ, — в, 
Уа—в У = 1, . Иа УВУБ = 2, 


прямыя первой системы параллельны плоскости 
«Уа Е ВУЬ, = 0, 
прямыя второй системы параллельны плоскости 
= Уа —ВУЬ =0; 


совокупность двухъ управляющихъ плоскостей выражается уравненемъ 
а2? — 6, В* — 0, что согласно замфчаню $ 560. 

Если первая часть приведется къ виду (11), то, взявъ за новыя 
плоскости координатъ двЪ плоскости х —= 0, В —= 0 и третью плоскость, 
не параллельную прямой пересфченшя двухъ первыхъ, увидимъ, что по- 
верхность будетъ эллиптичесюй или гиперболичесюй цилиндръ. Много- 
чденъ вида (12) соотвЪтствуеть параболическому цилиндру, а многочиенъ вида 
(13) систем двухъ параллельныхъ плоскостей. 

Многочлены видовъ (14), (15), (16) приводятся къ предъидущимъ; но 
это приведене не есть необходимое. Очевидно, что многочденъ вида (14) 
выражаетъ гиперболоидъ объ одной пол, если с и Ё будутъ имъть 
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разные знаки, и гиперболоидъ о двухъ полахъ, если они будутъ имЪть 
одинаковые знаки. Даля перваго случая, пусть с будетъ положительное, А 
отрицательное и равно — Ё,; тогда уравненя двухъ системъ прямолиней- 
ныхъ образующихъ поверхности будутъ 


Ус+ УЕ, = дм, ру — ИЕ = и, ^ 
ру — ИБ =—®, уе Ув = — *. 


Многочаенъ вида (15) соотвфтетвуетъь гиперболическому  параболоиду; 
тогда 1в$ системы прямолинейныхъ образующихъ выражаются урав- 
ненями 


Наконецъ, многочленъ вида (16) выражаетъ гиперболическй цилиндръ. 

578. Въ предъидущемъ мы предполагали, что оси прямоугольныя. 
Тоть же епособъ преобразовашя можно употреблять для косоугольныхъ 
координатъ и найти, что 


22! сов 0! 


у = та м р == ще, 


гдв би 6’ означаютъ углы, которые нормаль, проведенная къ плоскости 
у = 0, образуеть съ осями ОЙ и 0О’7'; отсюда находимъ, какъ и для 
прямоугольныхъ координатъ, у = й2’, гдБ Й есть величина постоянная. 


Примтърз Г. 41“ - З/ -+ 92° -- 812 -| 4ху + 4у -- 82 +9 = 0. 
Расположивъ первую часть по х, получимъ 


45° -- 4х (у- 22) - З/* -{ 97 -- 4у- 82 + 9, 


ИЛИ .. 


у 24) — (у 2 9 +49 4 2 9, 
и, сдълавъ приведене во второй части, 
(22 + у-|- 22): - 2у* -- 52° — 4у2 -+- 4у - 8= + 9. 
Расположивъ вторую часть по у, получимъ 
2%* — 4у (2 — 1) {52 -+ 82 9 =2(у—2-1"— 2 (2 — 11 57 + 82 - 9. 
Наконецъ, послЪдняя часть этого новаго многочлена будетъ 


и - 122 1=3 (2+ 2} — 5. 
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Изъ предъидущаго слфдуетъ, что давное уравнене можно представить въ вид® 
(22-- у-- 227 Е 2(у- 2+ 11-32427 —5=0. 
Эго уравнеше выражаетъ эллилеоидъ; а три плоскости, выражаемыя уравненями 
25 у-+ 28 =0, у—2-41=0, 2+9=0, 
суть три сопряженных даметральиыя плоскости поверхности. Эти пзоскости перес5- 
каются ВЪ точкъ = у=р—3, == —2, которая есть цеитръ поверхиости. 


Примтрё П. 42* — 15? + Му: -- 42х — 4ту -- 4х — 34у-- 242 — 18 =0. 
Носафловательно получамъ 


45° — 15у*- 14уг -- 42х — 4ху {+ 45 — ЗЗу-- 242 = 18 
—=4г- 44 (5 —у+ 1) — 15у -- Чу — З4у + 242 — 18 
= (2+ —-у+ 2-1)" — 16у? + 16у2 — 2’ — 32у + 222 — 19; 


потомъ 
— 16," -- 16у@—2)—-2- 222— 19 = —42у-2-- 2) 37 -- 6—3 


и наконецъ 
За? -- 6ё — 3 =3(2--'1)*— 6; 


это уравнеше выражаетъ гиперболоидъ объ одной полЪ. Уравнения двухъ системз прямо- 
линейныхъ образующихъ поверхности будутъ 


[22-3 —2 45=1[У6+ @е+0\"]|, 
[2 — бу з-8= 1 [Из-—@ +10И3]; 


22+ Зу— = 4+5 =. [У —@+ Ш УЗ|, 
2% — 5у 8-8= > ИУ6+@-+1У3|. 


Уравнеие асимптотическаго конуса будетъ 
(2х -у-2- 1) — 4 у—2-- 2-3 (@2- 10° =0. 


Дримьр 1. 457 - 4у*-{- 1227 — 12уг -- 4ху {+ 45 -- 2у | 32=0. 
Находимъ 


4 + 46 0-4 + 127 — 19у2 -+- Зу +4 32 
= (22 Ру 1" + 3у? + 19 — 19уз + 2у + 32 — 1, 
Зу* | 192 — 122 + 32 —1=: 3 (у— 22) 4 3—1, 


И уравнеи!е поверхиости можио представить въ вил 
(25 Ру 0-3 - 22)" 4 3&—1=0; 


оно выражаетъ эллиптичесый параболоидъ. 
Примтрз ТУ. 41 — 2 — 1977 -| 13у2 + 4лу + 41 + 2у + 32 =0. 
Уравнев:е представится въ видё 


(2% + у-+1) —3 (у — 22° - (32 — 1) =0; 
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оно выражаетъ гиперболическ!й параболоидъ. Двф системы прямолинейныхь образую - 
щихъ поверхности выражаются уравненями 
[ея 2 Уз=ь 
_ 1 
[22 +у+1-9— 2 Уз=та- в; 
[22 Ну1+ 9—2 Уз=на — 32), 
- 1 
| 22+у+1-9-жм УЗ = т. 


7:2 
Примтр У. 2 -- 4-7 — 42 — 925 + 4лу | 65 + 4у — 5 +3 =0. 
Расположивъ первую часть по х, найдемъ 


2 -- 2х (2у — = + 3) + 4 + 2 — 4у2 + 4у— 5 |3 
= (2 2у —2- 3) — 8+ 2— 6, 


а данное уравнен!е получить видъ 
(х - 2у — 2-3 - (2 —8у—6)=0; 


это уравнен!е выражаетъ параболическй цилиндръ; ребра цилиндра параалельны пря- 
мой, выражаемой двумя уравнен!яни 


ж -|- 2у —2-+3=0, 2 — 8 —6= 0. 
Примюрз УГ. Найти различныя поверхности, выражаемыя уравненгемъ 
2" -- (2т* -|- 1) (+2) —2 (42 - 26 -- ху) = 9т? — Зт 1, 
въ которомъ 7% есть произвольный параметръ. Вторая часть есть многочленъ третьей 
ЕВ 1= Уз, 


степени, корни котораго суть 1 и Е если положимъ т! = в 


_ Уз—1 
5 р 


т’ ? то этоть многочлень можно написать въ видЪ 


8(т— т’) (т — т!) (т —1). 


Если параметръ 7» пе будетъ равенъ нулю, то, преобразовавъ первую часть въ 
сумму квадратовъ, получимъ ; 


РА 1 
(2 — у— 2 2т (у- =) + 2 (= ==) =2 (т — т!) (п — т”) (т-— 1. 
Если параметръ 7% будетъ равенъ нузю, то уравнене будегъ 
(х-у— =) — 412 =1. 


Корень м/’ менфе едивицы, абсолютная величина т’, наоборотъ, боле единицы. 
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1. Если величина параметра т заключается между — хи т’, то, такъ какъ коее- 
Фищевты квалратовъ положительные, а вторая часть отрицательная, получнмъ ивимый 
эалнисоилъ. Если величина 2% будетъ равна 7’, то геометрическое м$сто будетъ точка. 

2. Если т заключается между 7! н — 1, то такъ какъ коеффищенты квадратовъ, 
положительные н вторая часть также положительная, поверхность будетъ эллипеоидъ. 
При м = — 1, эллипеоидъ обратится въ эллиптическ!й цилнидръ. 

8- Если т заключается между —Ти 2”, то геометрическое м%сто будетъ гипер- 
болоидь объ одной полЪ. Въ этомъ промежутк® заключается величина 7% = 0, кото- 
рой не соотвфтствуетъ первый вилъ; но второй показываетъ, что въ этомъ случа по- 


верхность будетъ всегда гиперболондъ объ одной полф. При т = т’” гиперболоилъ 
обратится въ конусъ. 


4. Если т заключается между т” п 1, то, такъ какъ вторая часть должна 
быть отрицательвая, получимъ гиперболоидь о двухъ полахъ. При т = 1 получимъ 
прямую. 

5. Наконецъ, если заключается между 1 и - о, получимъ снова эллипсоидъ. 

Чтобы поверхность была поверхностью вращения, то, такъ кавъ три коеффищента 
В, В’, В” отличаются отъ нуля, надобно, чтобы 


что въ этомъ случаЪ приводнтся къ т = 0. Въ этомъ случа уравнеше можно пред- 
ставить въ вид 


(ур —@ у =Ь 


н отсюда видно, что поверхность есть повёрхность вращения. 


ГЛАВА УП. 


Обпия теоремы о поверхностяхъ втораго порядка. 


579. Общее уравнене втораго порядка 


0 А АН АМ 4 ЭВ 4 ЭВиие -- ЭВ"Зу 
+ 20 - 2С*у + 20" {+ Е = 0, 


еъ тремя перемфнными х, 9, 2 содержитъ десять членовъ, и поверхность, 
опредфляемая этимъ уравнешемъ, зависитЪ отЪ девяти произвольныхъ пара- 
метровъ, отношенй девяти коефхтищентовъ къ десятому. СлБдовательно, 
дяя опредБленя поверхности втораго порядка, надобно девять геометриче- 
скихъ условй, предполагая, что каждое геометрическое услов!е выражается 
только однимъ соотношешемъ между коехфищентами. Такъ, напримЪръ, по- 
верхность втораго порядка опредфляется девятью точками. 
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580. Чтобы выразить, что плоскость Ах -- Ву + С2 {+ О = 0 есть 
касательная къ поверхности Е (х, у, 2) = 0, то замбтимъ, что коорди- 
наты (х, 3, 2) Точки прикосновешя должны удоваетворать въ одно и то же 
время уравненю поверхности и уравненю илоскоети; кромф того, такъ 
какъ эта плоскость должна совпадать съ касательною нлоскостью, урав- 
неше которой есть 


ХЕ, + УР -ЕЕ О, 
то мы должны имЪть соотношен1я 
р о 


Исключивъ изъ этихъ четырехъ уравненй х, у, 2, получимъ соотношене 
между перемёнными коефрищентами, заключающимися въ уравнении поверх- 
ности. Такъ какъ нрикосновене плоскости и какой нибудь поверхности 
выразится однимъ уравнешемъ, то для опредфленя поверхноети второй 
степени надобно точно также девять касательныхъ нлоскостей. 

Вычисленше можно сдфлать другимъ образомъ, когда поверхность бу- 
детъ второй степени; въ самомъ двлБ, лишя перееъченя поверхности вто- 
рой степени и касательной плоскости состоитъ изъ двухъ прямыхъ, или 
приводитея къ точкф, т.е. къ двумъ сопряженнымъ мнимымъ прямымъ. 
СлБдовательно, чтобы выразить, что плоскость есть касательная къ поверх- 
ности, надобно написать услоше, чтобы лишя перееъченя приводилась къ 
двумъ праямымъ. 

Ясно, что касательная илоскоеть съ точкою прикосновеня равнозна- 
чуща тремъ условямъ. Чтобы выразить, что поверхность второй степени 
есть конусъ, напишемъ, что координаты центра удовлетворяютъ уравненю 
поверхности, или что новый членъ постоянный, когда перенесемъ начала 
въ центръ, есть нуль, что дастъ соотношене между коеффищентами. Что- 
бы выразить, что поверхность есть параболоидъ, надо приравнять нулю 
общий знаменатель или детерминантъ координатъ центра. Такимъ образомъ 
восемь точекъ достаточно для опредфленшя конуса второй степени -или 
параболоида. Чтобы выразить, что поверхность есть цилиндръ, надо при- 
равнять нулю знаменатель координатъ центра и одинъ изъ чиелителей, 
что дастъ два условя; такимъ образомъ, для опредфленя цилиндра второй 
степени, достаточно семь точектъ. 

Мы придемъ къ твмъ же результатамъ, разлагая квадраты. Чтобы по- 
верхность была конуеомъ, надобно, чтобы, еоставивъ три перемфвныя ква- 
драта, получить постоянную часть нуль. Чтобы поверхность была пара- 
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болоидъ, надобно, чтобы, составивъ два первыхъ квадрата, оставшаяся 
часть была хункщя первой степени съ однимъ перемфннымъ; слБдова- 
тельно, приравниваемъ нулю коеффищенть члена второй степени. Чтобы 
поверхность была Цилиндръ, надобно, чтобы эта оставшаяся часть была 
постоянная; слфдовательно, приравниваемъ нулю коеффищенты членовъ пер- 
вой и второй степени. Чтобы поверхность была параболическй цилиндръ, 
надобно, чтобы, составивъ первый квадратъ, оставшаяся часть была хунк- 
ция первой степени съ двумя перемьнными; слБдовательно, приравниваемъ 
нулю коеффищенты трехъ членовъ второй степени. 

581. Чтобы прямая была расположена вся на поверхности 27-го по- 
рядка, надобно, какъ мы видфли въ & 552, чтобы уравнеше, происхо- 
дящее отъ исключеншя хи 1) изъ уравненгя прямой и уравненйя поверх- 
ности, удовлетворялось при всякой величин$ 2, и мы получимь 1 - 1 
соотношен!Й между параметрами перемфнныхъ поверхности. Къ подобному 
заключеню придемъ другимъ способомъ, замфчая, что для того, чтобы- 
прямая принадлежала поверхности, надобно и достаточно, чтобы 4 -|- 1. 
этихъ точекъ удовлетворяли уравнешю этой поверхности. Для частнаго 
случая, если поверхность будетъ второй степени, то прямая соотвфтетвуетъ 
тремъ точкамъ, а три прямыхъ опредфляютъ поверхность. Если между 
данными точками четыре или большее число будетъ находиться на одной‘ 
прямой, то эти точки надо считать за три. 

Три какя нибудь прямыя опредфляютъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Двф какя нибудь прямыя и дв$ точки опредвляютъ гиперболическй пара- 
болоидъ. Пять прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку, опре-` 
дБляють конусъ второго порядка; потому что точки, въ которыхъ эти пять 
прямыхъ перес$каютъ плоскость, опредфляютъ кривую втораго порядка, ко- 
торая, вмфетБ съ вершиною, опредфляетъ конусъ. 


Теорема 1. 


582. Черезз девять данныхь точекз можно вседа провести, зо 
крайней мпръ, одну поверхность вторало порядка. 

Мы сказали, что девять точекъ опредфляютъ поверхность втораго по- 
рядка; остается иногда изслфдовать, допускаетъ-ли система девяти урав- 
ненй первой степени между коефФфищентами всегда одно р5шеше. Если 
черезъ х’, У’, 2’ назовемъ координаты первой точки, черезъ, 2”, у”, 2” 
координаты второй точки, и т. д., то дая опредФлен!я отношевй девати 


коеффищентовъ къ десятому получимъ уравненя вида 
Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 39 
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Аж + Ау? + А" - 2Ву --.... = 0, 
А ео, 


Чтобы составить детерминантъ, возьмемъ члены въ каждой горизонталь- 
ной лини и Чденъ въ каждой вертикальной лини всфми возможными спо- 
<обами; два члена детерминанта не могутъ быть составлены точно однимъ 
и ТБМЪ же образомъ и, слфдовательно, детерминантъ не равенъ нулю; та- 
кимъ образомъ, вообще есть только одно рёшеше. 

Положимъ теперь, что для частнаго положен!я данныхъ точекъ детер- 
минантъ будетъ нуль; этотъ детерминантъ есть Функщя второй степени 
координатъ каждой точки; если въ немъ замфнимъ х', у’, 2’ перемфнными 
х, у, #, то получимъ Функцио второй степени } (2, у, 2). Раземотримъ 
поверхность второй степени, выражаемую уравненемъ ] (х, у, 2) = 0; 
эта поверхность проходить черезъ первую точку; дЪйствительно, если. 
х, 9, 2 замвнимъ 2’, У!, 2!, то снова получимъ детерминантъ, который 
равенъ нулю. Она проходитъ также черезъ вторую точку, потому что если 
х, 9, 2 замфнимъ въ уравнени <”, У”, 2", то придемъ къ зам®н$ въ де- . 
терминантё 2’, у’, 2’ —<", У", 2", и тогда, извфетно, что детерми- 
нантъ будетъ нуль. Поверхность проходить также черезъ девять дан- 
ныхъ точекъ. 

Мы располагали детерминантъ относительно 2’, у’, 2’; разсуждене 
было бы ошибочно, если бы вс коехищенты были нули; но тогда рас- 
пологаютъ относительно 2”, у”, 2” или относительно 2””, у!", 2"! и 
т. д.; разсуждеше небудетъ ошибочно, если всф коехФищенты этихъ 
различныхъ многочленовъ были бы въ одно время нули. Положимъ, 
что это имфетъ м5ето, и раземотримъ коеффищентъ однаго изъ членовъ 
въ первомъ многочлен; этотъ коеффищентъ содержить координаты 
2", у", 2", ЖИ, УТ, ХИ и т. д; вели въ немъ 2”, У", 2” за- 
мвнимъ перемёнными х, у, 2, то получимъ Фхункщю второй степени 
Хь (<, 4, 2). Подобный коеффищентъ во второмъ многочлень содержитъ 
координаты 2”, у", 2’ а"", у", 21", ....; если въ немъ замфнимъ х', у, 2’, 
черезъ 2, у, 2, то получимъ ту же Функщю Ё, (х, у, 2). `Очевидно, что 
поверхность, опредфляемая уравнешемъ }, (х, у, 2), проходить черезъ 
дв первыя точки; по предъидущему увидимъ, что она проходить также 
чрезъ каждую изъ слБдующихъ точекъ. То же затруднен1е представилось бы, 
если бы всБ коеффищенты предъидущихъ многочленовъ, будучи располо- 
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жены относительно координатъ одной какой нибудь изъ точекъ, которые 
они содержатъ, всБ частные коеффищенты были въ одно время нули. Но, 
продолжая подобное разсуждеше, такъ какъ число точекъ, коорлесаты 
которыхъ входятъ въ каждый коеффищентъ, уменьшаются, получимъ коеффи- 
щенты, содержаще только координаты одной буквы; коефФфищенты всЪхъЪ 
этихъ многочленовъ, будучи числовыми, не могутъ быть въ одно время 
нулями; дЬйствительно, тогда детерминантъ будетъ равенъ нулю. Отсюда 
заключаемъ, что черезъ девять точекъ, взятыхъ произвольно, всегда можно 
провести, ло крайней мфрЪ, одну поверхность втораго порядка. 


Теорема 11. 


583. Черезз линю пересъчешя двутё поверхностей вторало по- 
фядка и одну точку можно провести только одну поверхность вто- 
разо порядка. 

Пусть В =0, 5, —=0 будутъ уравненйя двухъ поверхностей втораго- 
порядка; уравнеше 5 — #83, = 0, въ которомъ Ё есть произвольный па- 
раметръ, выражаетъ поверхность втораго порядка, проходящую черезъ 
неразгибающуюся прямую четвертаго порядка, пересъчеше двухъ пер- 
выхъ; параметръ Ё можно опредБлить такъ, чтобы эта поверхность про- 
ходила черезъ точку М, взятую произвольно въ пространств5. Такимъ 
образомъ, черезъ линю пересфчешя двухъ данныхъ поверхностей и точку 
М можно всегда провести поверхность втораго порядка. 

Кром того, легко доказать, что можно провести только одну по- 
верхность. Дфйствительно, какая нибудъ плоскость, проходящая черезъ 
точку М, пересфкаетъ объ поверхности В и 8, по двумъ коническимъ 
съчешямъ; эти сфчешя, находясь въ одной и той же плоскости, имфютъ 
четыре общия точки; эти четыре точки и точка М опредфляютъ кони- 
ческое сЪчене, которое ‘должно принадлежать искомой поверхности; такъ 
какъ каждая изъ плоскостей, проведенныхъ черезъ точку М, пересЪкаетъ 
искомыя поверхности по одному и тому же коническому сБченю, то 


нельзя имЪть двф различныя поверхности, удовлетворяюция изложенннымъ 
услов!ямъ. 


Отсюда слфдуетъ, что уравнеше 
{1) 8 — 23, =0 


можно разсматривать, какъ общее уравненге поверхностей втораго порядка, 
которые проходятъ черезъ линно пересфченя двухъ поверхностей 8 —= 0, 


Е 0. 


“ 


32* 
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584. Примъчаще Г. Разсмотримъ два коническмя сфченя, по кото- 
рымъ поверхность втораго порядка 3 = 0 пересзкается двумя плоскостями 
а —=Ои В = 0; такъ какъ уравнеше «8 — О опредфляетъ поверхность 
втораго порядка, то уравнене 


@) $ — 4268 =0 


выражаетъ вс поверхности втораго порядка, которыя проходятъ чрезъ 
эти два коническя сЗчен1я. 
Точно также уравнеше 


(8) 8 — 5 =0 


выражаетъ всф поверхности втораго порядка, которыя проходятъ черезъ 
четыре прямыя пересБченя двухъ системъ плоскостей «8 —= 0 иуд = 0. 
Эти четыре прямыя составляютъ неразгибаюнийся четыреугольникъ. 

585. Примпчаще П. Если два коничесвя съчетя, находящаяся 
65 различных плоскостях, имъютз двь обиия точки, то черезз эти 
два коническя съчейя можно провести безконечное число поверхностей 
втпороло порядка. 

Если на каждомъ изъ двухъ сЪченй возьмемъ три друмя точки, то 
получимъ вс восемь точекъ, черезъ которыя можно провести безко- 
нечное число поверхностей втораго порядка. Разсмотримъ одну изъ этихъ 
поверхностей; плоскости двухъ коническихъ сфченй пересфкаютъ эту 
поверхность по двумъ коническимъ сЪченямъ, изъ которыхъ каждое 
иметъ пять общихъ точекъ съ однимъ изъ данныхъ коническихъ сфченй, 
И слБдовательно, совпадаетъ съ этими. Сверхъ того, изъ предъидущаго 
слфлуетъ, что для опредвленя поверхности достаточно внЪшней точки. 


Теорема 1811. 


` 


586. Если двъ поверхности втораю порядка имъютз пять об- 
щиитз точекз, налодящихся в5 одной и той же плоскости, то лишя 
пересьченя двух поверхностей состоштз изз двух плоскихз кривых. 

Положимъ, что дв поверхности В и В, имвютъ пять общихъ точекъ, 
находящихся въ одной и той же плоскости Р; эти пять точекъ опред®- 
ляютъ коническое съчене (С, которое принадлежитъ двумъ поверхностямъ. 
Возьмемъ три друмя точки, не находящяся въ плоскости Р; плоскость 
Р!, которая проходить черезъ эти три точки, пересфкаетъ коническое 
съчеше С въ двухъ точкахъ, которыя съ тремя предъидущими опред- 
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дяютъ коническое сЪчене С’, принадлежащее также двумъ поверхностямъ. 
Дв$ поверхности не могутъ имфть общей точки, не находящейся на ко- 
ническихъ сфченяхь Си С’, но чтобы онф не совпадали велёдетвые 
предъилущаго примфчашя. Слвдовательно, линя пересфченя состоитъь изъ 
двухъ коническихъ съченй Си С’. 


Теорема 1у. 


587. Если 0двъ повертности второю порядка прикасаются в 
двухь точкахь, то онь пересъкаются по двумз плоскимь кривымв. 

Разсмотримъ двЪ поверхности втораго порядка, которыя прикасаются 
въ двухъ точкахъ диф. Пусть с будетъ третья точка, общая двумъ по- 
верхностямъ; черезъ три точки а, 6, с проведемъ плоскость Р; эта 
плоскость пересфчеть каждую изъ поверхностей по коническому сфченю; 
эти два коническя сфчешя имфютъ три обиия точки а, 6, си один и 
т же касательныя въ двухъ точкахъ ди 6; слдовательно, онф совпада- 
ютъ ($ 218). Такъ какь плоскость Р пересвкаетъ об поверхности по 
одной и той же кривой, то изъ предъидущей теоремы` слвдуетъ, что 
лин1я пересфчения двухъ поверхностей состоитъ изъ двухъ коническихъ 
сзченй. 

Въ предъидущемъ доказательств мы предполагали, что касательныя 
плоскости въ точкф аи 6 не пересфкаются по прямой аб, т. е. что 
данныя точки не принадлежать прямой, находящейся на поверхности. Въ 
этомъ послфднемъ случав мы увидимъ, что вообще лишя пересъченя 
состоитъ изъ прямой лини и неразгибающейся лини третьяго порядка. 


Теорема У. 


588. Если двъ поверхности вторало порядка прикасаются в5 трехь 
зпочкахз, то онъ соединяются по длинль плоской лини. 

Разсмотримъ двф поверхности втораго порядка, которыя касаются въ 
трехъ точкахъ а, 6, с; эти поверхности не имфютъ общей точки внЪ 
плоскости Р, опредфляемой точками а, 6, с; потому что, если бы онЪ 
имзли общую точку 4, внф плоскости Р, то, по предъидущей теоремъ, 
каждая изъ трехъ плоскостей даб, 46с, 4са пересъкала бы двф поверх- 
ности по одному и тому же коническому съчению, что невозможно. 06% 
новерхности пересвкаются плоскостью Р по одному и тому же кониче- 
скому съчению С; очевидно, что он имБютъ одну и ту же касательную 


502 КНИГА УТ, ГЛАВА УП. 


плоскость въ каждой точкв 7 кривой. Дъйствительно, черезъ точку т и 
точку а, наприм$ръ, проведемъ какую нибудь плоскость, отличающуюся 
отъ плоскости Р; эта плоскость пересЪкаетъ объ поверхности по двумъ. 
кривымъ, которыя суть касательныя въ а, и такъ какъ онф не имфютъ 
другой общей точки, кром$ 7, то онф также касателныя въ этой точкЪ. 

589. Примъчате Т. Мы видвли, что уравнене 3 — ЁхВ — 0 выра- 
жаетъ поверхность втораго порядка, которая ‘проходить черезъ кривыя 
пересъчен!я поверхности 3 — 0 съ плоскостями « —= 0, В —=0. Отсюда 
елздуетъ, что поверхности, выражаемыя уравненемъ 


(4) 5 — А —=0, 


касаются поверхности В по кривой пересфченя С зтой поверхности и 
плоскости ©. 

Уравнене (4) содержитъ произвольный параметръ Ё, который позво- 
ляетъ провести поверхность черезъ произвольную точку; съ другой сто- 
роны, докажемъ, какъ $ 583, что поверхность, которая должна быть каса- 
тельна къ поверхности втораго порядка во всвхъ точкахъ плоской кривой 
и проходить черезъ данную точку, совершенно опредФлена. Слвдовательно, 
уравненше (4) можно разсматривать, какъ общее уравнене поверхностей 
втораго порядка, которыя прикасаются съ поверхностью В по длин кони- 
ческаго с5ченя, опредфляемаго плоскостью а. 

590. Примъчаще ТТ. Два коническя сфчешя С и С’, проведенныя 
на одной и той же поверхности втораго порядка 8, пересБкаются въ 
двухъ точкахъ ди 6; хорда аб есть прямая пересЪчен!я плоскостей двухъ 
коническихъ сфченй; отсюда слфдуетъ, что двф поверхности втораго по- 
рядка, которыя прикасаются съ первой поверхностью по двумъ кониче- 
скимъ сБчешямъ Си С’, прикасаются въ двухъ точкахъь а ив, и слБ- 
довательно, по теоремв ТУ, пересъкаются по двумъ плоскимъ кривымъ. 
Такъ какъ уравнен!я двухъ поверхностей имЪютъ видъ . 


8 — д — 0, 8 — 42? —=0, 


то два коническия сЪченя, которыя составляютъ линио пересвчешя, на- 
ходятся въ плоскостяхь Дх® — {' о. 


591. Найдемъ, наприм$ръ, уравпене конуса, описаннаго около эллипсоида 
ыы У 5? 
а у 1:0, 
я+ы 


и вершина котораго находится въ данной точк$ р, координаты которой суть х,, У, 21- 
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Такъ какъ уравнен{е сопрвкасающейся плоскостн есть + + Иа = —1=0, то 


общее уравненше поверхностей втораго порадка, которыя сливаются съ эллннеойдомъ 
по коническому сфченйо, опредьляемому этою плоскостью, будетъ 


2? Б- сх 4 2 2 


Еслн возьмемъ Ё такъ, чтобы предъидущее уравнеше удовлетворязось коордвнатами 
5. у, 2, точки Р, то оно выразить вписанный конусъ, вотому что существуетъ только 
одна поверхность втораго порядка, касающаяся эллипеовда по разсматриваемой кри- 
вой н проходящей черезъ данную точку; такамъ образомъ получнуъ искомое уравнеше 


з 2 3 ра 


= 


Теорема \°1. 


592. Если двъ поверхности вторало порядка имъютз одну и ту 
же фФаметральную плоскость, для изветнало ряда параллельныхь 
хорд», то проекя лиши пересюченя на эту плоскость параллельно 
хордамз будетз коническое съчене. 

Известно, что, исключивъ 2 изъ двухъ уравнешй второй степени съ 
тремя неизвёстными 2, 9, 2, получимъ вообще уравнеше четвертой сте- 
пени относительно хи у. Такимъ образомъ лия пересфченя двухъ по- 
верхностей втораго порядка проектируется вообще на плоскость по кри- 
вой четвертаго порядка. Исключене составляютъ н$которые случаи. Раз- 
смотримъ двЪ поверхности втораго порядка, которыя имфютъ одну и ту 
же дламетральную плоскость для одного и того же ряда хордъ; если эту 
даметральную плоскость возьмемъ за плоскость 2, а линйо, параллезьную 
хордамъ, за ось 2, то уравнешя двухъ поверхностей булутъ имфть видъ 
АРС =0, А’ -- С’ = 0, гв С и С’ означаютъь два многочлена 
второй степени, которые содержатъ только два перемённыя 1 и у. Йс- 
каюЗивъ 2 изъ двухъ предъидущихъ уравненй, получимъ уравненше вто- 
рой стенени А’С — АС! —= 0. Это есть уравнеше проекщи зиши пере- 
съченя двухъ поверхностей на д1аметральную плоскость. Если двЪ по- 
верхности имфютъ общую прямолинейную образующую, то лишя пере- 
сфчен!я двухъ поверхностей проектируется на какую-нибудь плоскость по 
прямой лини и кривой третьяго порядка. 
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ПРИМЕРЫ. 


1. Проводимъ иормаль къ эллипсоиду черезъ различныя точкн плоскаго сфчен!я; 
вайтн геометрическое мфсто сл$да зтихъ иормалей на одиу изъ главныхъ плоскостей. 
Изелфдовать случай, когда плоскость сфчен!я перпендикулярна къ главной плоскостн. 

2. Данъ эллипсоидъ; проводимъ д!аметральныя плоскости, которыя пересфкаютъ эллп- 
псондъ по аляносу, ии$ющему постояниую площадь; иайтн геометрическое м$ето: 1) пер- 
пендикуляра, проведениаго чрезъ центръ къ этой плоскостн; 2) сопряженнаго д1аметра. 

3. Глазъ помфщенъ въ точкё поверхиости эллипсоида, перспектнвы всфхъ плос- 
кихъ сфченй поверхности на д!аметральную плоскость, сопряженную рад’усу, ко- 
торый идетъ къ радусу, суть подобиыя кривыя; центръ каждой изъ нихъ есть пер- 
спектива вершииы конуса, оппсаинаго окозхо элянпеонда по разсматриваемому плоскому 
сфчен!ю. 

4. Доказать, что геометрическое мЪсто прямой пересфчен!я двухъ перпендикуляр- 
ныхъ плоскостей, проведеииыхъ черезъ двф даниыя прямыя, есть гиперболоидъ объ 
одной полости, круговыя сфченя котораго перпендикулярны къ каждой пзъ двухъ 
данныхъ прямыхъ. 

5. Конусъ вершнною имфетъ точку гиперболоида вращения съ одиой полостью, 
образуемою равиостороинею гиперболою, а основанемъ горжевой кругъ; доказать, что 
анти-параллельныя сфчен!я этого конуса перпендикулярны къ плоскостн горжеваго круга. 

6. Четыре перпендикуляра, опущенные изъ вершинъ тетраэдра из противополож- 
выя стороны, находятся иа гиперболонд$ объ одиой полости. `Центръ шара, описаи- 
наго около тетраэдра, центръ тяжести тетраэдра н центръ гнперболоида находятся иа 
прамой лини. 

7. Найти геометрическое м$сто такнхъ точекъ, чтобы отношен!я разстоян каж- 
дой изъ иихъ къ двумъ даннымъ прямымъ было постояниое. ОпредЪфлнть потомъ по- 
верхиость втораго порядка, способную къ атому роду, различныя пары прямыхъ, ко- 
торыя можно употреблать. 

8. Геометрическое мфсто нормалей, проведенныхъ къ какой-нибудь прямолинейной 
поверхности, по длин$ одной н той же образующей, есть гиперболнческ!й параболоидъ. 

9. Даны точка и двЪ перпендикуляриыя плоскости; найти геометрическое место 
такнихъ точекъ, чтобы разстояне каждой изъ нихъ отъ данной точки было среднее 
пропорщональное между ея разстоян!ями отъ двухъ опредфлениыхъ плоскостей. 

10. Найти лии!о пересфчен!я для каждой изъ снстемъ прямолниейныхъ образую- 
щияхъ гнперболическаго параболонца. 

11. Найти конусъ, который вершиною имфетъ центръ, а управляющею лннши пе- 
ресзчен!я гнперболонда объ одной полостн. 

12. Черезъ точку О, взятую иа ребрф двуграниаго угла, проводимъ на одиой нзъ 
сторонъ прямую ОА, а на второй стороиф прямую ОВ, перпендикулярную къ ОА; 
найти геометрическое мфсто перпендикуляра, проведениаго изъ точки О иа пл0с- 
кость АОВ. 

13. Данъ кругъ и двф опредфленпыя точки А и В въ пространств$; черезъ точку 
В и прямую соприкосновенй, относящуюся къ какой-нибудь точкф Р плоскости круга, 
проводпыъ плоскость; найти геометрическое м$сто точки пересфчешя этой плоскости 
съ прамою АР. . 


14. Есян двф поверхности втораго порядка проходятъ черезъ двф прямыя, не на- 
ходащИяся въ одной плоскости, то пересфчене двухъ поверхностей состоитъ изъ этахъ 
прямыхъ и двухъ другынхъ прамыхъ, дЪйствительныхъ Нан мннмыхъ. 
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15. Если двф поверхности втораго порядка ‘соприкасаются по одной образующей, 
те на зтой образующей вообще находятся дв такя точки, что вторая образующая, 
которая проходитъ черезъ каждую изъ иихъ, будетъ одиа н та же на двухъ поверх- 
ностяхъ. 

16. Перспективы на одну и ту же плоскость плоскихъ сфчешй поверхности вто- 
раго порядка имвютъ двойное соприкосповен!е, дёйствительное или мнимое, съ конту- 
ромъ поверхности. 

17. Дв$ поверхиости втораго порядка, которыя имфютъ однф п т же главиыя 
плоскости, называются одноФокусвыми, если ихъ главиыя с5ченя имЪютъ одни и т$ же 
Фокусы, дЪЙствительные или мнимые; такимъ образомъ уравиене 


2 у? лы 


= ВЯ 


=1, 

въ которомъ 4 озиачаетъ произвольный параметръ, выражаетъ всЪ поверхности, одно- 
дз 
А 
проходятъ три поверхпости втораго порядка, одноФокусныя съ даниой поверхности; 
изъ зтихъ трехъ поверхиостей одна есть эллипеоидъ, другая гиперболоидъ объ одиой 
полости, третья гиперболондъ о двухъ полостяхъ. 

18. Три уравневя 


Е У 22 
Фокусныя съ поверхиостю +5 с =1. Доказать, что черезъ данную точку 


2? ры 2? 
а? р т 01 — р те с? р _ 1, 

2? у? 28 
и ЕВ Е 

& Г] У] 
О ЕЕ 


щим тен 
въ когорыхъ мы предполагаем а > с, ре, с<4<6, 8<т«а, выражаютъ 
одноФокусвыя поверхности; первая есть зллипсойдь, вторая гиперболоидъь объ одной 
полости, третья гиперболондъ о двухъ полостяхъ. Доказать: 1) что зти поверхности 
пересзкаются по дв$ подъ прямымъ угломъ; 2) что дв кривыя, по которымъ одна 
изъ поверхностей перес$каегся двумя другими, имфютъ касательными въ нхъ точк$ 
пересфчен!я прямыя, параллельпыя осямъ сфчен!я, сд5лаинымъ въ первой позерхности 
плоскостью, паразлельною касательной плоскости въ зтой точкф. 

19. Около даннаго эллипсонда описаиъ конусъ, который вершпною имбетъ данную 
точку; доказать, что трн оси этого ковуса суть иормали къ одиоФокусвымъ поверх- 
ностямъ даииаго эллипсоида п проходящаго черезъ данную точку. 

20. Даны двЪ одноФокусныя поверхности; найти поверхность вращен!я втораго по- 
рядка, им$ющую осью одну изъ осей этихъ поверхностей и которой принадлежитъ 
лин! я пересфчен!я. 

21. Даны два одиоФокусные параболопда, выражаемые уравнешемъ 


у а 2% 


= 
ен 25—14, 


въ которомъ А’есть произвольный параметръ; если параметру 4 дадимъ дв такая ве- 
личииы, чтобы соотвтствующе параболоиды пересфкались, то оип перескутся подъ 
прямымъ угломъ. Если параболопдъ пересёчемъ двумя другими различными образами, 
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то касательныя къ двумъ ливямъ пересфченя въ общей точкЪ параллельны осямъ 
сЪчен!я, сдбланнаго въ первой поверхности плоскостью, параллельною касательной 
плоскостн въ этой точк». 

22. Даны два одноФокусные параболонда; найти поверхность вращен!я втораго по- 
рядка, ныфющую ось, общую ось параболондовъ п которой пранадлежитъь лния пе. 
ресфченя. 

23. Дана поверхность втораго порядка в дв$ прямыя, касательныя къ этой поверх- 
ности; найти поверхность, образуемую прямою, которая двигается по двумт. давиымъ 
прямымъ, оставаясь касательною иъ данной поверхиостн. 

24. Найтн геометрическое м$сто вершинъ трехгранваго угла, опнсаннаго около 
эллипсонда, н стороны котораго параллельны тремъ д!аметральнымъ поно, со- 
пражениымъ другому зллипсонду. 

25. Найтн геометрическое м$сто вершины трехграннаго угла, ребра котораго суть 
касательный къ эллипсоиду. 

26. Черезъ различныя точки нлоскаго сфченя конуса вращен!я проводимъ нор- 
мали къ поверхности; найтн геометрическое м$сто второй точки пересфченя каждой 
пормали съ поверхностью. 

21. Прямая двигается такъ, что три изъ ея точекъ остаются въ трехъ опредфлен- 
выхъ илоскостяхъ; какое будетъ геометрическое мфсто, описанное какою нибудь точ- 
кою движущейся прямой? 

28. Вершина конуса находится въ центр® эллинсойда, а основашемъ вм$фетъ крн- 
вую пересфчен!я эллипсоида съ концентрачнымь шаромъ; всякая касательная плос- 
кость къ конусу пересфкаетъ эллипсойдъь но эллипсу, ребро прикосиовен!я котораго 
есть одна изъ осей. 


29. Перес5каемъ алапоовдь = + +5 — 1—0 плоскостью 


соч -- усозВ -+ 2 с08 у —= 0; 
доказать, что оси сБчен!я опредфляются уравненемъ 


а? с08‘ о 51608 с*с08*у 
ТЫ 
въ которомъ г означаетъ величииу одной изъ осей. 

30. Двф поверхиости втораго порядка, воторыя соприкасаются въ двухъ точкахъ, 
могутъ быть винсаны въ одинъ н тотъ же койусъ втораго порядка. 

81. Два эллипсоида соприкасаются по плоской кривой; проъодимъ касательную 
паоскость къ одному взъ эллипсоидовъ параллельно круговымъ сфченямъ этого эллин- 
сонда; эта плоскость пересвкаетъ другой эллипсойдъ по эллипсу, одинъ изъ хокусовъ 
котораго есть точка соприкосиовен!я. 
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ГЕОМЕТРТЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


КНИГА ПЕРВАЯ. — введеше. 


Кооржинаты: ео сена 


Прим рые оо а 
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КНИГА ТРЕТЬЯ. — жривыхм втораго порядка. 


Построен!е лннйЙ втораго порядка... .... 


Центръ, д1аметры и оси кривыхъ втораго порядка . . 
Упрощен!е уравнен!я второй степенн....... 


Эллипеъ. (..... Е 
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Теот:а полюсовъ и поляръ .......... 


Общия свойства коническихъь сфченй. ..... 


КНИГА ЧЕТВЕРТАЯ. — Фбщан теоря кривыхъ. 


Построеве кривыхъ въ прямолинейныхъ координатахъ. 
Выпукдлость и вогиутость. еее 
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КНИГА ПЯТАЯ. 
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КНИГА ШЕСТАЯ. — мшоверхиости втораго порядка. 


ГлАВА Т. Центръ н даметральныя плоскости... . о 408 
— И. Приведен!е уравнен!я второй степени... о... 424 
— ТЕГ, ЭнаиОоидь ео ое ле 498 
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